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Gegeben sei ein Quadrat mit der Seitenldnge a. Das Quadrat soll in zwei unterschiedliche
Rechtecke geteilt werden, wobei das kleine Rechteck genau in das grofle Rechteck passen soll,
wie in Abbildung 1 dargestellt.

In welchen Verhéltnis a : ¢ mufl das Quadrat geteilt werden 7

Abbildung 1: Bild zur Aufgabenstellung




Losungsvorschlag I von Felix Wolfheimer, Rosbach

Wir werden die Aufgabe algebraisch mittels dreier Gleichungen 16sen. Die Hilfsgr68en y und
z, die bei der Berechnung auftreten, sind in der folgenden Skizze des Problems eingezeichnet.
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Abbildung 2: Skizze des Problems mit den Hilfsgr68en y und z

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit werden wir im folgenden a den Wert 1 [Lingeneinheit]
zuweisen. Es seih darauf hingewiesen, dafl sich das Verhéltnis a : ¢ nicht dndert, wenn das
Quadrat vergroflert oder verkleinert wird.

Wir werden nun drei Gleichungen aufstellen, die den Zusammenhang zwischen den Gréfien
¢,z und y beschreiben. Dieses nichtlineare Gleichungssystem wird sodann nach der Grofe ¢
aufgelost und daraus das gesuchte Verhéltnis berechnet.

e Die erste Gleichung, die wir aufstellen konnen beschreibt den Zusammenhang zwischen
y und z. Mit dem Satz des Pythagoras folgt

z=/aZ — 2
Mit a=1 gilt folglich

c= Ty (1)

e Die zweite Gleichung folgt aus der Ahnlichkeit der zwei rechtwinkligen Dreiecke, die in
der Skizze markiert sind. Da die Dreiecke dhnlich zueinander sind, miissen die Verhélt-
nisse der Seitenldgen in Dreieck 1 und Dreieck 2 gleich sein. Damit folgt
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Setzt man fiir a=1 und fiir z den Wert aus Gleichung 1, so erhélt man

- 2)

e Die niichste Gleichung ergibt sich wie schon die vorherige aus den Ahnlichkeitssétzen.
Nur setzen wir dieses Mal andere Seiten der beiden Dreiecke ins Verhéltnis. Es folgt
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Setzt man wieder a=1 ein, so folgt, wenn man auflerdem noch fiir z den Wert aus
Gleichung (1) einsetzt

Cc
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Lost man Gleichung (3) nach y auf, so ergibt sich

1— 2

YTixe
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Nun eliminieren wir als letztes y aus Gleichung (2), indem wir den unter (4) gefundenen
Ausdruck einsetzen. Es folgt
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Dies ist die Bestimmungsgleichung fiir ¢, die es nun zu losen gilt. Der Losungsweg soll mit
den unten vorgefiithrten Schritten grob skizziert werden.
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Da natiirlich ¢ < a = 1 gelten mu8, ist die Losung ¢ = 2 — /3 die einzig sinnvolle Losung.
Das gesuchte Verhéltnis ist daher
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Wir bezeichnen die Abschnitte auf den Rechteckseiten wie folgt:

Abbildung 3: Bild zur Aufgabenstellung

Vier Gleichungen lassen sich unmittelbar aus Abbildung 2 ablesen:

a? = u? + 2 (1)
? — o2 & 2 (2)
rTty=a—c (3)
a=u—+v (4)

Bei gegebenen a enthalten diese vier Gleichungen fiinf Unbekannte. Um eine eindeutige
Losung zu erzielen, wird noch ein fiinfte Bedingung benottigt.

Betrachtet man das gofle Dreick mit den Seiten y, u, a und das kleine Dreieck mit den Sei-
ten v, z, ¢, so stellt man fest, das es sich um &hnliche Dreieck handelt (gleich grofie Innenwinkel
1). Sie sind um 90° zueiander gedreht. Damit ergibt sich als fiinfte Gleichung:




vz 4 uv=2x-y (5)
y v

Weiterhin kann aus dem Flichendquivalent von Quadrat, den Dreiecken und den beiden
Rechteckstreifen a - ¢ eine Beziehung abgeleitet werden:

a?=2-a-ctv-ztu-y (6)

Zur Auflosung des Gleichungssystems wird ein Computeralgebraprogramm wie Derive,
MapleV oder Mathematica benutzt. In Mathematica erhélt man als Losungsmenge fiir Glei-
chung 2...6:

Solve[{gl2, gI3, gl4, g15, gl6},{x, y,u, v, c}]

{{y—>0,u—>a7c—>
¢ —2a+v3a,v — 3(2a+V3a),z — 3(—3a—2v3a)},
{y Q,u—>ﬂ ¢ — 2a — 3a,v — §(2a — v/3a),
= b0+ 2vB0)} (v~ (h— Hau— (44
1 5at.{v— (3

0 (b (14
w= (b= fac— 00— 4+ Haa — (3 - §al,

o= 02— 8 {y = fou— 2

{y = a,u — a,c — 0,v — 0,z — 0},

Der erste Fall mit ¢ = § bedeutet, das das Quadrat im Verhéltnis % geteilt wird. Laut

Aufgabenstellung soll das Quadrat in zwei unterschiedlich grofle Rechtecke zerlegt werden.

Die Losung mit ¢ = 2a + v/3a und v = \f“ kommt nicht in Betracht, da ¢ < a sein mufl
und alle Strecken grofier Null sein miissen.

Die komplexen Losungsanteile sind nur im Bereich der theoretischen Mathematik von Be-
deutung. Die letzte Teillosung mit ¥ = a und ¢ = 0 heifit, dass das Rechteck zur Linie entartet.

Als einzige sinnvolle Lésung verbleibt damit:

c = a'(2—\/§) (7)
xr = g (2-V3-3) (8)
v o= g (2 - \/g) (9)
u = ‘/52'“ (10)
y = 3 (11)

In Abbildung 3 ist das Quadrat mit einer Seitenldnge von a = 6 ¢m und dem Teilungs-

verhiltnis ¢ =

1
c 2—/3
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Waéihrend der voran gezeigte Losungsweg auf ein kompliziertes Gleichungssystem fiihrt soll
nun eine Losung gezeigt werden, die mit elementaren Geometriekenntnissen auskommt. Als
Losungsskizze dient Abbildung 4. Es lassen sich folgende Beziehungen ablesen:

Abbildung 4: Skizze zur zweiten Losung

ANABC = ADEF — FE=c (1)

2r4+2c=a — x:gfc (2)

Das AHGD ist dem AHKF #hnlich (gleiche Innenwinkel). Das Verhéltnis der Dreiecks-
seiten muf} daher gleich sein.

_ . 1
GD:%, HAD=a — v:HK:§-HF:§ (3)

Der Satz des Pythagoras im AH K F liefert schliefllich die Losung:




