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Gegeben ist ein Rechteck ABC'D mit den Seitenliinge AB = a, BC = b. M und N sind
zwei Punkte auf den Seiten BC bzw. CD, so dass fiir den Umfang u des Dreiecks ACMN
gilt: u = a + b. Zusitzlich ist Strecke NA die Winklehalbierende von <DN M.

e Welche Beziehung besteht zwischen a und b 7

o Welchen Weite hat der Winkel <M AN ?
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Abbildung 1: Skizze zur Aufgabenstellung




Losung

Wir bezeichnen die Strecken im Viereck ABC D nach Abbildung 2.

D a-y N y C
Q)
(Q)
s+x+y=a+b
X
s
t
b
M
D b-x
o
A a B

Abbildung 2: Skizze zur Originallésung
Aus der Aufgabe wissen wir :
w=<AND = <ANM, s+x+y=a+b (1)

Mit Hilfe des Satz vom Pythagoras und dem Kosinussatz lassen sich folgende Gleichungen
formulieren:

AMCN : s =a% 492 (2)
AAND: £ =b0* 4 (a—y)? (3)
ANAMN pP =12+ 5> —2st cosw (4)

Den Kosinus von Winkel w berechnen wir aus dem rechtwinkligen Dreieck ADN:
NADN COSW = % (5)
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In Gleichung (4) ersetzen wir nun s, > und cosw mit den Termen aus (2),(3) und (5) :

ANAMN : p2=b2+(a—y)2+$2+92—25(a—?/) (6)




SchlieBlich ersetzen wir p? mit:
AABM : p* =a*+ (b—x)? (7)
@+ (b—z)=bt"+(a-y)’+2"+y" —2s(a—vy) (8)
Nach dem Zusammenfassen ergibt sich :
br+y(s+y)=a(s+y) (9)

Die Gleichungen (1), (2) und (9) werden mit einem Computeralgebrasystem nach a,b
aufgelost :

a=3 syt va2TR). b= (vt e TR (10)
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Damit ist das gesuchte Rechteck ein Quadrat, bei dem die Seiten a,b im Verhéltnis 1 =+ 1
stehen.




Berechnung des Winkels a = <M AN

Abbildung 3: Berechnung des Winkles <M AN

Ausgangspunkt unserer Uberlegung ist Abbildung 3. Offensichtlich sind die Winkel w =
<SAND und a + 3 = <NAB Stufenwinkel zur Strecke AN und damit gleich grof.

w=a+p — f=w-—-a« (11)

Mit den Streckenbezeichner aus Abbildung 3 und dem Tangenssatz im rechtwinkligen
Dreieck erhalten wir:

a—T

tanw = — , tanf = tanw —a = (12)
a—y a
Aus den Additiontheoremen der Tangensfunktion folgt die Zerlegung:
t -t -
fanw — q = —on& T ARa =tanf = a7 (13)

1+ tanw tan o

Nun ersetzen wir tanw durch den Term aus (12) und Seite a mit der Beziehung aus (10) :

2 1 1
p— x,—x2+y2 + (tanay + 5 (z +y+ Va2 +y?) — stana (z + y + /22 + y?))

=1 (14)
(—y+5@+y+Va?+y?)+gtana(z+y+ /22 +y?))
Nach dem Zusammenfassen und Vereinfachen erhalten wir :
(=1 +tana) /22 + y? 0 (15)

(I1+tana)x + (=1 +tana)y + (1 + tan ) /22 + 32 -




Der Term ist genau dann Null, wenn die Zihlerfunktion Null wird. Da /22 +y2 =5 > 0
gilt, folgt :

(-1+tana) =0 — tana=1 — a=45° (16)

Geometrische Losung

Mit der Erkenntnis, das die Rechteckseiten im Verhéltniss 1 + 1 stehen kann der Winkel «
aus rein geometrischen Uberlegungen abgeleitet werden.
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Abbildung 4: Berechnung des Winkles <M AN

Wir zeichnen das Quadrat ABC'D. Vom Punkt A aus tragen wir einen Viertelkreisbogen
mit dem Radius r = AB ab(Abbildung 4). Vom Punkt M ziehen wir die Tangente an den
Viertelkreisbogen und bezeichnen den Beriiherungspunkt mit P. Die Tangente wird iiber P
hinaus bis zum Schnittpunkt N mit Seite C'D verldngert. Fiir die gemeinsamen Tangenten-
abschnitte gilt :

BM = MP =a — z, PN=ND=a—y (17)

Fiir jede Lage von M auf BC ist die Bedingung u = a + b = 2 a erfiillt:

u=zr+y+a—z+a—y=2a (18)

Im Drachenviereck ABM P ist Strecke p = AM die Winkelhalbirende von <BAM = 2 (.
Ebenso ist Strecke t = AN die Winkelhalbierende im Drachenviereck ADN P. Daraus erhalten
wir eine Bestimmungsgleichung fiir den gesuchten Winkel o = <M AN :

28+42-(90° —w) =90° — a=pf+90°—w=45° (19)




