Computeralgebra

Vorlesungsskript

Hubert Grassmann

1. Méarz 1999

Literatur:

Davenport, Siret, Tournier; Computer algebra

Mignotte, Mathematics for Computer Algebra

Cohen, A Course in Computational Algebraic Number Theory
Knuth, The art of computer programming, vol 2

Inhaltsverzeichnis
1 Einleitung
2 Modulares Rechnen

8

9

Ganze Zahlen

Rationale Zahlen

Polynome und transzendente Korpererweiterungen
Algebraische Korpererweiterungen

Gleichungen dritten und vierten Grades

Matrizen

Primzahltest und Faktorisierung ganzer Zahlen

10 Faktorisierung von Polynomen

11 Grobner-Basen

12 Diskrete Fourier-Transformation

12

28

33

42

44

48

57

64

71

76



1 EINLEITUNG 2

1 Einleitung

Wenn bei arithmetischen Berechnungen Gleitkomma-Arithmetik verwendet wird, so
sind Rundungsfehler und damit Ungenauigkeiten der Ergebnisse unausweichlich, wenn-
gleich sie durch den Einsatz potenter Prozessoren und raffinierter Algorithmen oft in
einem ertréglichen Rahmen gehalten werden kénnen. Nichtsdestoweniger lassen sich
nicht nur Beispiele konstruieren, sondern sie kommen auch in der Praxis vor, in denen
die Software iiberlistet oder die Hardware iiberfordert wird. Die {iblichen Algorithmen
zur Losung linearer Gleichungssysteme oder zur Auswertung rationaler Funktionen
konnen zu Ergebnissen fiithren, die auch nicht ndherungsweise korrekt sind.

Ein Computeralgebra-System ist ein Programm, das zunéchst zwei Wiinsche des Nut-
zers erfiillen soll:

1. Es rechnet exakt mit rationalen Zahlen, z.B. ist (1/7)*7 =1, es gilt 1/2—1/3 =1/6
USW.

2. Es kann symbolisch rechnen, d.h. man kann mit Formeln manipulieren, z.B. ist
(r + 1) = 22 + 2% 2 + 1, hierbei ist x eine Variable, die keinen bestimmten Wert
besitzt, mit der eben formal gerechnet wird. (Spéter kann man in Ausdriicke, in denen
Variable vorkommen, Zahlen einsetzen.)

Es gibt viele derartige Systeme, die fiir Workstations und teilweise auch fiir Perso-
nalcomputer geschaffen worden sind. Solche Systeme wie MATHEMATICA, MAPLE,
REDUCE oder DERIVE verlangen vom Nutzer, eine neue Programmiersprache zu
erlernen, wenn er sich nicht auf den Dialogbetrieb beschranken will.

In den folgenden Kapiteln soll dargestellt werden, wie die grundlegenden arithmetischen
Operationen in verschiedenen Zahlbereichen effektiv implementiert werden kénnen.

Quelltexte aller implementierten Algorithmen kénnen vom Autor bezogen werden, sie
sind Bestandteil des CA-Systems SINGULAR, welches an der Humboldt-Universitét
und an der Universitidt Kaiserslautern unter DFG-Forderung seit 1991 entwickelt wird.

Wunder darf man von keinem Computeralgebra-System erwarten, da der verfiighare
Speicher stets Grenzen setzt.
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Zahldarstellung im Computer

Wenn im Computer ein Programm ablauft, so befinden sich im Arbeitsspeicher In-
formationen, die auf unterschiedliche Weise interpretiert werden: einerseits sind dies
,Befehle“, die abzuarbeiten sind, andererseits ,,Daten®, die zu bearbeiten sind. Der
kleinste adressierbare Datenbereich ist ein Byte, das sind acht Bit. Ein Byte kann also
256 verschiedene Werte annehmen. Fiir viele Zwecke reicht diese Informationsmenge
nicht aus, meist fafit man zwei Byte zu einem ,,Maschinenwort®“ zusammen, ein Wort
kann also 2'6 = 65536 Werte annehmen; ein Doppelwort (4 Byte) reicht bis ca. 4
Milliarden.

Die Bearbeitung der Daten geschieht in sogenannten Registern, diese konnen je ein
Wort aufnehmen, und ein Maschinenbefehl wie ,ADD AX, BX“ bewirkt die Addition
des Inhalts des Registers BX zum Inhalt von AX. Neben arithmetischen Operationen
(Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division mit Rest) stehen z.B. bitweise Kon-
junktion, Shift-Operation usw. zur Verfiigung.

Als nutzbarer Zahlbereich stehen also nur die Zahlen zwischen 0 und 65355 oder, wenn
man das hochste Bit als Vorzeichenbit interpretiert, zwischen -32768 und 32767 zur
Verfiigung, das sind die Zahlen, die man als Integer bezeichnet.

Rechenoperationen mit Integerzahlen fithren gelegebtlich zu Uberldufen: 60 000 + 50
000 = 44 464 (oder einem Abbruch); knapp die Hailfte aller moglichen Additionen
sind tatsichlich ausfithrbar, aber nur ein Bruchteil (0.25 Promille) aller moglichen
Multiplikationen (im 2-Byte-Bereich).

Da Integerzahlen, auler bei der Textverarbeitung und &hnlichen Problemen, nicht aus-
reicht, stellen hohere Programmiersprachen zusétzlich Gleitkommazahlen zur Verfiigung,
die wie bei Taschenrechnern in der Form 1.23456E-20 dargestellt werden, dabei ist die
Mantisse meist auf sechs bis acht Dezimalstellen und der Exponent auf Werte zwi-
schen -40 und 40 beschriankt. Das Ergebnis der Rechnung (1/7) %7 wird dann vielleicht

0,9999997 sein, also kann man
1

1—(1/7) =7

durchaus berechnen, obwohl es gar keinen Sinn hat. Manchmal kann man durch Ver-
wendung langerer Mantissen (,,doppelte Genauigkeit*) weiterkommen, aber die Verfil-
schung von Rechenergebnissen und der Programmabbruch wegen Uberschreitung der
Bereichsgrenzen (flowting point overflow) sind der Preis, den viele fiir die Unterstiitzung
der Arbeit durch den Computer zahlen zu miissen glauben. Diese zu bedauernden
Mitbiirger kennen kein Computeralgebrasystem.

Nutzer von CA-Systemen haben mit einer ganz anderen Sorte von Problemen zu kdmp-
fen: dem Memory-Overflow. Hier hilft oft nur eins: Ein neuer, gréflerer Rechner, ein
besseres Betriebssystem und eine neue Version der verwendeten Programmiersprache
miissen beschafft werden.

2 Modulares Rechnen

Ein einfacher Ausweg, dem Problem der Rundungsfehler aus dem Weg zu gehen, be-
steht darin, nicht mit Gleitkommazahlen, sondern nur mit ganzen Zahlen zu rechnen.
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Jedoch ist der im Computer verfiighare Bereich ganzer Zahlen einerseits endlich, was
zu Bereichsiiberschreitungen fithren kann, andererseits ist die Division hier nicht un-
eingeschréinkt ausfithrbar.

In den ,Restklassenkorpern® Z, (p < WordSize, p Primzahl) sind beide Schranken
aufgehoben.

Sei m € Z. In der Menge Z ist durch die Relation = mit
a=b< (a—b)=Fk-mfiren k €Z

eine Aquivalenzrelation gegeben. Die Menge aller zu a € Z Aquivalenten Zahlen bezei-
chen wir mit [al,.

Beispiel:
m =6, Zs = {[0]6, [1]6,- -, [Ol6}
mit
[0]6: {076712,..-}7 [1]6:{1777137-"7_57_117"‘}7"‘7[5]6:{5’117'”’_1’_77'”}

Einen Reprisentanten von a € [z],, erhdlt man mit a:= x mod m (Pascal) oder a =
mod (x,m) (Fortran). Fakt: Mit den Operationen

[a]m + [0]m = [a + b]m

[a]m =[Ol = [a — O]
[a]p * [b]m = [a * b],
ist die Menge Z,, ein Ring.

Lemma 2.1 Wenn p eine Primzahl ist, so ist Z, ein Kérper.

Beweis: Es ist zu zeigen, dafl zu jedem i, 0 < i < p, ein j existiert mit ij = 1( mod
p). Wir betrachten die Zahlen i, 2i,3i, ..., (p — 1)i und sehen, daf sie in verschiedenen
Aquivalenzklassen mod p liegen: Andererseits wire in = im fiir gewisse n < m, also
i(m—mn) =0 oder p|i(m—n). Da p eine Primzahl ist, folgt p | i (das geht nicht wegen
i < p),oder p| (m —mn), dies ist wegen p > m — n > 0 auch unméglich.

Also besitzt jedes von Null verschiedenes Element ein multiplikatives Inverses. O

Wie kann man solche Inversen berechnen? Das Probierverfahren ist hochst uneffektiv.
Wir konnen aber den Euklidischen Algorithmus nutzen:
Es seien zwei natiirliche Zahlen aq, as gegeben, wir fithren fortgesetzt Divisionen mit
Rest durch:

a1 = qi1a2 + as

Qg = Q203 + a4

Ap—2 = Qp—20n—1 + Gy

Gp—1 = qn—10n
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Dabei ist stets a; < a;_1 ind die letzte Division geht auf. Dann ist a, der grofite
gemeinsame Teiler von a; und as.

Wenn diese Gleiungenriickwérts nach a,, aufgelost werden, ergibt sich eine Darstellung
a, = ajuy + aguy fir gewisse uy, us € Z. Wenn nun p eine Primzahl ist, so ist ggT(p, 1)
= 1 fiir 0 < ¢ < p, also gilt tu; + puy = 1, also iu; = 1( mod p) und wir haben das
Inverse gefunden.

Wenn ggT(a,b) = d ist, so kann man die Koeffizienten u,v in der Darstellung d =
ua + vb schrittweise bei der gg'T-Berechnung ausrechnen:

Wir setzen ryp = a und r; = b, dann erhalten wir die ndchsten Reste wie folgt (z/y
bedeutet hier den ganzzahligen Teil des Quotienten):

g =To — (7'0/7"1) A

7"3:7"1—(7'1/7"2)'7“2

Wir fithren noch Zahlen s;, ¢; ein und setzen

To To T 1
So | = 11, si|=1(01],
to 0 1 1
T To 1
so |l =1s0|—(ro/r1) | s1
23 to 151
Tk4+1 Tk—1 Tk
Sk+1 | = | Sk—1 | — (Tk;—1/7‘k) | Sk
Tht1 th-1 2%
Nun gilt
T2
(]_ —To 7”1) S92 :TO—TQ—(7’0/7’1)'7"1+T1'(7’0/7’1):O:TQ—Tosg—T‘th,
123
also

9 = TpS2 + Tltl

Wir zeigen nun induktiv
r, = Sk -a-+t-b.

Es gilt
(1 —a —=b)(rgs1 Skrr ter) = Tho1—(Te—1/7k) Te—a-Sp—1+a- (rg—1 /1) Sg—b-tg_1+b-(ri—1 /1) -tk

Der 3. und 5. Summand ergibt 741, der 4. und 6. Summand ergibt r - (ry_1/r), die
Summe ist also gleich 0.
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Beispiel: Wir betrachten 64 und 11:

64 11 9

1 1-5 0| = 1

0 1 -5

11 9 2

01]1-1 1 =| -1

1 -5 6
9 2 1 — goT
1 —4 1 -1]= 5 «— S
) 6 —29 ) «— t

In den Beispielen fiir Algorithmen, die noch folgen, verwenden wir meist Turbo-Pascal
oder MODULA-2 als Beschreibungssprache; das geht im Text etwas durcheinander,

aber der Kenner der einen (oder anderen) Sprache wird damit hoffentlich keine Verstéind-
nisschwierigkeiten haben.

Die folgende Funktion iiberpriift, ob die Zahl p eine Primzahl ist:
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PROCEDURE isprime(p): BOOLEAN;

VAR t,s: LONGCARD;

BEGIN

IF p = 2 THEN RETURN TRUE

ELSIF NOT 0ODD(p) THEN RETURN FALSE
END;

t:=3; s:= p DIV 2; { ,/p reicht auch }
WHILE (p DIV t)*t < p) AND (t<=s) DO t:= t+2; {Ersatz fiir p mod t }
END;

RETURN t>s;

END isprime;

Das Rechnen mit Restklassen modulo p kann man zum Beispiel nutzen, um Vermu-
tungen zu widerlegen. Wir wollen iiberpriifen, ob es eine ganze Zahl = gibt, so dafl
2°+x+1 = 0 gilt. Wenn dem so ist, so gilt auch [°+2+1], = [z]) +[z],+ (1], = [0], fiir
jede Primzahl p. Nun iiberpriifen wir dies Giiltigkeit dieser Relation fiir die endlich vie-
len Werte x = 0,1, ..., p—1. Wenn wir eine Primzahl p finden, so da$§ [z°+z+1], # [0],

fiir alle x gilt, so kann es keine ganzzahligen Losungen geben.

Wenn man eine modulare Arithmetik implementieren will, kann man den Modulo-
Operator verwenden, der von héheren Programmiersprachen bereitgestellt wird.

Die Berechnung der Summe, Differenz und des Produkts ist recht einfach und durch-
sichtig. Zur Berechnung des Quotienten bestimmen wir zundchst mit Hilfe des FEukli-
dischen Algorithmus eine Zahl u, die zum Divisor (modulo p) invers ist. Dies ist schon
etwas aufwendiger.

var p: integer;

—
fe)
Il

a+ b} c:= (a + b) mod p
a - b} c:= (a - b) mod p

—_
o o
Il Il

a * b} c:= (a * b) mod p

procedure inv(a,b: integer; var u: integer);
{u erfiillt au = 1 mod b}
var z,s,X,y,XX,yy,q,r,v,aa,bb: integer;
begin
aa:= a; bb:= b;
x:=1; yy:= x; xx:=0; y:= xx; r:=1;
while r<>0 do
begin
q:=a div b; r:=a mod b; z:= yy,
SI= Q¥yy; Yyy:i= y78; yiT Z;
Z:= XX; S:= *XX; XX:!= X-S;
X:= z; a:= b; b:=r;
end;
if x < 0 then
begin
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z:=X; z:= -z; q:= z div bb;
r:= z mod bb; r:=1; q:= r+q;
z:= g*bb; u:= x+z; z:= q*a; v:= y-z;
end
else
begin
u:= X; v:i=Yy;
end;
end;

{c = a / b} inv(b, p, w; c:= (a * uw) mod p;

Es lohnt sich immer, dariiber nachzudenken, wie man Rechenzeit sparen kann. Hier
wird jedesmal, wenn durch eine Zahl b dividiert werden soll, das Inverse berechnet.
Besser ist es, vor Beginn aller Rechnungen die Inversen aller Zahlen 1,2,...,p — 1 zu
bestimmen und in ein Feld zu schreiben:

var invers: arrayl[1..1000000] of integer;
for i:= 1 to p-1 do inv(i, p, invers[i]);
Nun geht die Division bestimmt schneller:

procedure mdiv(a, b: integer; var c: integer);

{c:=a / b}
begin c:= (a * invers[b]) mod p
end;

Das ist aber nicht notwendigerweise die bestmogliche Losung. Wenn der Prozessor
deutlich mehr Zeit fiir eine Multiplikation als fiir eine Addition benétigt oder wenn die
Auswertung des Modulo-Operators eine nennenswerte Zeit benétigt, so sollte man bei
der Addition und Subtraktion durch Subtraktion oder Addition der Zahl prime zum
Rechenergebnis dafiir sorgen, daf§ das Resultat im Bereich [0...p—1] liegt. Das klappt
nicht so einfach bei der Multiplikation.

Wir werden sehen, dafl noch eine ganz andere Moglichkeit fiir die Implementierung
der Rechenoperationen in Z, gibt. Dazu unternehmen wir einen kurzen Ausflug in die
Gruppentheorie.

Es sei G eine endliche (multiplikativ geschriebene) Gruppe und = € G; die kleinste
natiirliche Zahl k mit z* = 1 heit die Ordnung von x, sie wird mit ord(z) bezeichnet.
Die Ordnung von z ist gleich der Anzahl der Elemente der von x erzeugten Untergruppe
< x > von G, also nach dem Satz von Lagrange ein Teiler der Ordnung | G | von G.

Lemma 2.2 Sei G eine kommutative Gruppe, x,y € G, ord(x) = a, ord(y) = b, dann
gilt:

1. ord(zy) | kgV(a,b),

2. wenn ggT(a,b) =1, so ist ord(xy) = ab.
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Beweis: 1. Sei m = kgV(a,b), dann gilt (zy)™ = 2™y™ = 1, also ord(zy) | m.

2. Sei ua + vb = 1, dann ist (zy)"* = 2%y~ = y. Wir wissen, dafl ord(zy) ein Teiler
von ab ist und dafl u zu b teilerfremd ist. Falls ord(zy) = ac fiir einen echten Teiler ¢
von b gélte, also (zy)* = 1, dann wére (zy)"*c = 1 = y° # 1, ein Widerspruch. Folglich
gilt b | ord(xy) und analog zeigt man a | ord(ab). Da a und b teilerfremd sind, folgt
ab | ord(zy). O

Satz 2.3 Sei G eine endliche kommutative Gruppe undy € G, dann gibt es ein x € G,
so daf ord(z) ein Vielfaches von ord(y) ist.

Beweis: Sei € G ein Element maximaler Ordnung. Wir nehmen an, dafl ord(y) kein
Teiler von ord(x) ist. Dann gibt es eine Primzahl p und eine natiirliche Zahl h mit p" |
ord(y), aber p” teilt nicht ord(z). Es sei ord(z) = p*a,0 < k < h und ggT(p,a) = 1
sowie ord(y) = p"b. Wir setzen z* = 27", y* = ¢, dann ist ord(z*) = a und ord(y*) =
p", wegen der Teilerfremdkeit von p und a gilt nach dem vorigen Lemma ord(z*y*) =
ap™ > ord(x) im Widerspruch zur Auswahl von z. O

Fiir eine natiirliche Zahl d bezeichnet man mit ¢(d) die Zahl der zu d teilerfremden
Zahlen zwischen 1 und d — 1 (¢ heifit Eulersche Funktion).

Satz 2.4 Sei |G| =n, dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

1. G ist zyklisch,

2. Wenn d | n gilt, so besitzt G hichstens d Elemente x mit ord(x) |d.

3. Wenn d | n gilt, so besitzt G hichstens ¢(d) Elemente x mit ord(x) = d.

Beweis: (1 = 2) Sei G =< z > und d | n, wir setzen m = n/d. Dann sind die d-ten
Potenzen der folgenden d Elemente gleich 1:
2m :L,(d—l)m

m
12" 2™, ... ,

die d-ten Potenzen anderer Elemente sind nicht gleich 1, also haben nur diese d Ele-
mente eine Ordnung, die die Zahl d teilt.

(2 = 3) Es sei d | n. Wenn G kein Element der Ordnung d enthélt, so ist (3) erfiillt.
Sonst sei ord(x) = d, dann sind die Elemente

2 d—1
1z, 2%, ..., 2

alle voneinander verschieden, ihre Ordnung ist ein Teiler von d. Nach Voraussetzung
sind dies also die einzigen Elemente, deren Ordnung die Zahl d teilt. Unter diesen haben
gerade die 2 genau die Ordnung d, wo ggT(k,d) = 1 ist, deren Anzahl ist ¢(d).

(3 = 1) Nach dem vorigen Satz gibt es ein Element = € G, dessen Ordnung das kleinste
gemeinschaftliche Vielfache der Ordnungen aller Elemente von G ist. Wir nehmen an,
daB ord(z) < n ist. Es sei H =< x >, da H # G ist, gibt es ein y ¢ H, es sei
ord(y) = d. Nun gilt d | ord(z), also enthélt H genau ¢(d) Elemente der Ordnung
d. Damit enthielte G' aber ¢(d) + 1 Elemente der Ordnung d, was der Voraussetzung
widerspricht. O

Nun konnen wir den folgenden schonen Satz beweisen:

Satz 2.5 Die multiplikative Gruppe G = Z, — {0} ist zyklisch, d.h. es gibt eine Zahl
g, so daf fiir allea=1,...,p— 1 eine Zahl i existiert, so daf a = g'(mod p) .
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Beweis: Es ist |G| =p—1,sei d | (p — 1). Da Z, ein Korper ist, hat das Polynom

X% —1in Z, hochstend d Nullstellen, d.h. in G gibt es hichstens d Elemente, deren

Ordnung ein Teiler von d ist, also ist G nach dem vorigen Satz eine zyklische Gruppe.
O

Die folgende Prozedur sucht nach einer derartigen Zahl g, wobei p = prime eine un-
gerade Primzahl ist. Fiir ¢ = 2,3, ... wird ¢° berechnet (i = 1,2,...,(p — 1)/2), wenn
g = 1 wird, so ist g kein erzeugendes Element. Wenn aber ¢®~1/2 = —1 ist, so ist
i = p — 1 die kleinste Zahl mit ¢* = 1 ist, also ist ¢ ein erzeugendes Element.

PROCEDURE generator (VAR g: integer);
VAR y, w, e: integer;
BEGIN
g:=1;
REPEAT
INC(g) ;
e:= (p-1) DIV 2;
y:=1; w:=g;
LOOP
IF 0DD(e) THEN
y:= y*xw MOD p;
IF y=1 THEN y:= 0; EXIT;
END;
END;
IF e > 1 THEN
w:= wxw MOD p;
END;
e:=e DIV 2;
IF e=0 THEN
EXIT
END;
END;
UNTIL y = p - 1;
END generator;

Wenn wir ein erzeugendes Element g gefunden haben, schreiben wir fir¢=1,...,p—1
die Restklassenvertreter von ¢* in ein Feld, hier wird pot[i] := ¢' mod p, gleichzeitig
merken wir uns die Stelle, wo ¢° steht: place[g’] := i. Wir kodieren nun die Zahl a = ¢*
durch die Zahl ¢, falls a # 0 ist, die Zahl 0 kodieren wir durch NULL = 1000000. Dann
mufl man die Ein- und Ausgabe dieser Kodierung anpassen:

PROCEDURE lies(VAR a: integer);

VAR j: INTEGER;

i: integer;

BEGIN read(j);

i:= j MOD p;

IF i=0 THEN a:= NULL ELSE a:= placelil;

END;
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PROCEDURE schreib(a: integer);
BEGIN IF a=NULL THEN write(’0’) ELSE write(potl[al);
END;

Die Multiplikation/Division la8it sich nun auf die Addition/Subtraktion zuriickfiihren,
es gilt ja ¢ x ¢/ = ¢"™ und ¢'/¢’ = ¢g"7. Wir setzen pminusl = p — 1.

PROCEDURE npMult(a, b:integer;

VAR c: integer);

BEGIN IF (a=NULL) OR (b=NULL) THEN c:= NULL
RETURN END;

c:= a + b;

IF c>pminusl THEN c:= ¢ - pminusl) END;

END npMult;

PROCEDURE npDiv(a, b: integer;

VAR c: integer);

BEGIN IF a=NULL THEN c:= NULL; RETURN END;
IF a>b THEN c:= a - b;

ELSE c:= pminusl - b + a;

END;

END npDiv;

Dafiir wird die Addition etwas umsténdlicher:
PROCEDURE npAdd(a, b:integer;

VAR c: integer);

VAR h: integer;

BEGIN IF b=NULL THEN c:= a;

ELSIF a=NULL THEN c:= b;

ELSE BEGIN

h:= pot[a] + pot[b];

IF h > p THEN h:= h - p;

ELSIF h = p THEN c:= NULL;

RETURN;

END;

c:= place(h];

END npAdd;

Da g®=/2 = —1(modp) gilt, erhalten wir durch die folgende Funktion die Zahl —a (pm1d2 =

(p—1)/2):

PROCEDURE npNeg(a: integer): integer;

BEGIN IF a=NULL THEN RETURN NULL ELSIF a > pml1d2 THEN RETURN a-pml1d2 ELSE
RETURN a+pml1d2 END END npNeg;

Damit ist die Subtraktion auf die Addition zuriickgefiihrt.
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Tests haben ergeben, dafl die neue Multiplikation auf MS-DOS-Rechnern etwa dreimal
so schnell wie die alte ist, die Addition ist geringfiigig langsamer. Auf einem Macintosh-
Rechner konnte aber kein Unterschied in der Rechenzeit entdeckt werden. Und auf
SPARC-Workstations ist die erste Variante deutlich schneller.

Noch besser wird das Zeitverhalten, wenn man genau umgekehrt vorgeht: Die Restklas-
se a = ¢' wird nicht durch ihren ,Logarithmus“ i kodiert, sondern bleibt, wie sie ist.
Dann ist die Addition wieder naiv durchzufiihren. Wir merken uns aber die Zuordnung
a < i und schreiben ¢ = L(a) und a = E(i). Wir legen eine Logarithmustafel an, die
wir fiir die Multiplikation und Division verwenden:

a*b=ELG@ +LMd)); a/b=EWLG -Lb)),

wobei L(a) + L(b) ggf. um p—1 zu verringern / zu vergréfern ist. Die Inversentabelle
ist nun nicht mehr notig.

Beachten Sie bitte, dafl nun beim modularen Multiplizieren die MOD-Operation gar
nicht mehr verwendet wird (daher die Beschleunigung).

Als Variante fiir die Addition bietet sich folgendes an:
g+d =9 (7 +1) firi>j.

Wir merken uns in einer Tabelle die Zahl k mit g* = ¢° + 1, dies ist der sog. Jacobilo-
garithmus J(i) = k.

3 Ganze Zahlen

Im néchsten Abschnitt werden wir sehen, wie (innerhalb der durch den Rechner ge-
setzten Speichergrenzen) eine exakte Arithmetik zu implementieren ist. Als Hilfsmittel
dazu ist eine Arithmetik fiir lange ganze Zahlen notig, mit der wir uns hier befassen.
Wir beginnen nicht mit natiirlichen Zahlen, sondern wollen uns auch das Vorzeichen
einer Zahl merken.

Wir stellen eine natiirliche Zahl n in einem Stellensystem dar, wie dies seit der Einfiih-
rung der arabischen Zahlen {iblich ist. Dazu wahlen wir eine Basiszahl B > 1 und
konnen die Zahl n in eindeutiger Weise als

L

Z?’LiBi, 0< n; < B,

n=0
darstellen, die Werte ng, nq, . .., ny nennen wir die Ziffern der Zahl n, die Zahl L nennen
wir die Lénge von n.
Wenn wir B < 256 wihlen, passen die n; jeweils in ein Byte, bei B < 65536 = 26
passen sie in ein Maschinenwort eines PC.
Um alle Informationen iiber unsere langen Zahlen anzuspeichern, gibt es mehrere
Moglichkeiten:
1. Wir legen eine maximale Zahlldnge fest:

NumSize = 64
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und legen die Ziffern einer langen Zahl in einem Feld ab:

type Digit = byte;
IntArr = array [1..NumSize] of Digit;
IntNumber = record

1: integer; { Lénge }

m: IntArr; { Ziffernfolge }
n: boolean; { negativ 7 }
end;

dies ist die einfachste Methode. Sie hat zwei Nachteile: Bei kurzen Zahlen (1 < NumSize)
wird Speicherplatz verschenkt, andererseits addieren sich bei Multiplikationen oft die
Léngen der Faktoren, die vorgegebene Maximalgrenze ist schnell erreicht.
2. Wir legen nur die notwendigen L Ziffern in einer verketteten Liste ab:

type IntList = POINTER TO NatNumRec;
IntNumRec = record

m: Digit; { Ziffer }

n: boolean; { negativ 7 }

f: IntList; { Adresse der n&chsten Ziffer }
end;

So kénnen wir ,,wirklich® beliebig lange Zahlen anspeichern, iiblicherweise weist man
der letzten giiltigen Ziffer im Feld £ eine leicht zu erkennende Adresse zu, etwa NIL (=
0). Wenn man eine neue Zahlvariable belegen will, mufl man sich zuerst Speicherplatz
fiir diese Variable holen, dafiir gibt es Allockierungsfunktionen (z.B. NEW). Fiir eine
Zahl der Lange L benotigen wir L * (SizeOf (byte) + Size0f (ADDRESS)), auf einem
PC also 5L Byte. Diese Moglichkeit ist (wegen der gefallenen Schranke) besser als die
erste, aber sehr speicherintensiv.

Warum haben wir eigentlich nur ein Byte fiir eine Ziffer verwendet, man konnte auch ein
Wort (= CARDINAL) oder einen noch gréfleren Speicherbereich (LongWord, LONG-
CARD) verwenden. Nun, die Rechenoperationen mit langen Zahlen werden spéter auf
Rechenoperationen mit Ziffern zuriickgefiithrt werden, und auf der Maschinenebene gibt
es elementare Befehle, die diese Operationen mit Bytes ausfithren. Das Produkt von
zwei Bytes pafit in ein Doppelbyte, dies 148t sich leicht in zwei Bytes zerlegen. Wir
kénnen also als Zifferntyp den grofiten Typ von Maschinenzahlen wéhlen, fiir den es
einen doppeltsogrofien Maschinenzahltyp gibt.

Wenn wir also neu

type Digit = CARDINAL;

festlegen, so sinkt der Adressierungsaufwand.

3. Als Kompromifl zwischen beiden Varianten bietet es sich an, die Ziffern in einem
dynamischen Feld zu speichern, dies ist zwar echt begrenzt, aber die Grenze ist doch
recht hoch:

Wir beginnen von vorn:

const NumSize = 32000;
type Digit = CARDINAL;
IntArr = array[l..NumSize] of Digit;
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IntRec = record

1: integer; { Liange }

n: boolean; { negativ 7 }

m: IntArr; { Ziffernfolge }
end;

IntNumber = POINTER TO IntRec;

Beachten Sie bitte, dafl im Gegensatz zur allerersten Methode das Record-Feld m, des-
sen Grofle variabel ist, als letztes in der Definition des Datentyps aufgefiihrt ist. Der
Speicherplatz fiir solch ein Record wird in dieser Reihenfolge angelegt, wenn n hinter
m kéime, wiirde diese Eintragung an einer Stelle erfolgen, fiir die gar kein Speicherplatz
angefordert wird.

Bevor wir eine Variable N vom Typ IntNumber belegen konnen, miissen wir hierfiir
Speicherplatz holen. Hier ist die Verwendung von NEW unangemessen, denn wir wollen
ja fiir eine Zahl der Lénge L nur L * SizeOf(Digit)+SizeOf(integer)+SizeOf(boolean)
Bytes belegen. Also verwenden wir

ALLOCATE(N, L * Size0f(Digit)+SizeOf (integer)+Size0f (boolean));

Die maximale auf diese Weise darstellbare Zahl hat etwa 20000 Dezimalstellen (etwa
10 A4-Druckseiten), das diirfte (fiir’s erste) reichen.

Wenn wir aus zwei Zahlen XY eine neue Zahl Z berechnen wollen, miissen wir den
Platzbedarf von Z kennen. Hierfiir hat man folgende Abschitzungen:

Falls Z = X +Y oder Z = X — Y, so ist die Lidnge Lz von Z kleiner oder gleich
Max(Lyx,Ly)+ 1. Falls Z =X -Y und X,Y # 0 sind, soist Ly < Lx + Ly.

Bevor wir mit den arithmetischen Operationen beginnen, wollen wir iiberlegen, wie die
Basis B unseres Zahlsystems zweckméfligerweise gewahlt werden sollte.

Wenn wir fiir B eine Zehnerpotenz wéhlen, so sind die Ein- und Ausgabeoperationen
sehr leicht zu implementieren. Leider sind diese Operationen diejenigen, die am aller-
seltensten aufgerufen werden, meist nur am Beginn und am Ende eines Programmlaufs.
Wenn wir B = 32768 setzen, so bleibt das hochste Bit jeder Ziffer frei, wie im Fall von
B = 10*¥ wird so Speicher verschenkt. Wir haben oben die Festlegung

Digit = byte
durch
Digit = CARDINAL

ersetzt. Der Grund fiir diese Anderung (Adressierungsaufwand) ist inzwischen entfal-
len, wir verwenden ja dynamische Felder. Jenachdem, fiir welche Ziffer-Grofle man sich
entscheidet, wiare B = 256 oder B = 65536 zu wéhlen. Die internen Darstellungen
einer Zahl auf diese oder die andere Weise unterscheiden sich um kein Bit, nur die
Lange L ist im ersten Fall doppelt so grofl wie im zweiten. Wenn im folgenden al-
so Laufanweisungen der Linge L (oder gar der Linge L?) auftreten, ist eine kiirzere
Darstellungsldnge eventuell von Vorteil. Da im Fall B = 65536 stdndig CARDINALSs
auf LONGCARDs , gecastet und LONGCARDs in CARDINALS zerlegt werden, 1483t
sich die richtige Wahl nicht rechner- und compilerunabhéngig treffen. Man erlebt die
groften Uberraschungen.
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Wir beginnen nun mit der Beschreibung von Implementationen der Rechenoperationen,
wir verwenden MODULA-2 als Beschreibungssprache.
Wir definieren zunéchst

CONST basis = LONGCARD(65536) ;

Die einfachste Operation ist die Addition von Zahlen gleichen Vorzeichens. Die enstpre-
chenden Stellen der Summanden werden als LONGCARDs addiert, der Rest (modulo
basis) ist die entsprechende Stelle der Summe, der Quotient (modulo basis) ist der
Ubertrag, er ist gleich 0 oder 1.

PROCEDURE al(a, b: IntNumber; VAR c: IntNumber);
(* Add longs, signs are equal *)
VAR i, max , min :CARDINAL;
w: LONGCARD;
cc: IntNumber;
BEGIN
IF a~.1 > b~.1 THEN
min := b".1; max :
ELSE
min :
END;
newl(c, max + 1); { allockiert Platz fir c }
clear(c); { belegt c mit Nullen }
w:= 0;
WITH a~ DO
FOR i:= 1 TO min DO
w:=w + m[i] + b~.m[i];
c¢”.m[i]:= w MOD basis;
w:= w DIV basis;
END; { a oder b ist abgearbeitet }
IF max 1 THEN { von a noch ein Rest }
FOR i:= min +1 TO max DO
w:=w + m[i];
c”.m[i]:= w MOD basis;
w:= w DIV basis;
END
ELSE { oder von b noch ein Rest }
FOR i:= min +1 TO max DO
w:=w + b .m[i];
c~.m[i]:= w MOD basis;
w:= w DIV basis;
END;
END;
END;
IF w>0 THEN { an letzter Stelle Ubertrag ? }
c”.m[max +1]:= w;

Il

)
)
'_I

a~.1l; max := b".1;
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ELSE
newl(cc, ¢~.1-1); { sonst c verkiirzen }
cc”.n:= c”.n;
FOR i:= 1 TO cc”~.1 DO
cc”.m[i]l:= ¢~ .m[i];
END;
1rWegl(c); { altes c wegwerfen }
c:= cc;
END;
c”.n:= a”.n;
END al;

Vielleicht ist es iibertrieben, wegen eines Bits (dem Ubertrag) gleich von 2-Byte-
CARDINALs zu 4-Byte-LONGCARDs iiberzugehen. Wenn bei einer CARDINAL-
Addition ein Uberlauf auftritt, wird das ,Carry-Flag“ gesetzt und das Ergebnis ist
(modulo basis) korrekt. Bei 80i86-Prozessoren ist das Carry-Flag das niedrigste Bit
des Flaggenregisters, letzteres kann man sich unter TOPSPEED-Modula mit Hilfe der
Funktion SYSTEM.GetFlags als CARDINAL besorgen.

Man kann also gewisse Zeilen der obigen Prozedur durch folgende ersetzen:

wi= 0; { w und wh sind hier CARDINALs ! }
WITH a~ DO FOR i:= 1 TO min DO wh:= w + (m[i]);
w:= 0DD(GetFlags());

(x carry *) ¢~ .m[i]:= wh + (b~.m[i]);

w:= w +0DD(GetFlags());

END;

Beachten Sie, daf§ das Carry-Flag nach jeder Addition abgefragt werden muf}, dafi es
aber innerhalb der FOR-Schleife oben hochstens einmal gesetzt sein kann.

Leider hatte diese ,,Optimierung” auf einem PC keinen Erfolg, die Rechenzeit stieg
um 10%. Als Ursache ist zu vermuten, daf3 fiir den konkreten Wert basis = 65536 die
Operationen w DIV basis und w MOD basis sehr effektiv vorgenommen werden (es
sind ja auch nur Verschiebungen). Vielleicht haben Sie bei einem schlechteren Compiler
mit dieser Methode mehr Erfolg.

Wir kommen nun zur Subtraktion, und zwar dem einfachen Fall, dafl die Operanden das
gleiche Vorzeichen haben und der Subtrahend den gréferen Betrag hat. Die einzelnen
Stellen werden als LONGINTS subtrahiert und ein Ubertrag von der nichsthéheren
Stelle des Subtrahenten subtrahiert.

PROCEDURE sl(a, b: IntNumber; VAR c: IntNumber);
(* Subtract longs, signs are equal, a > b *)
VAR i, j, jj: CARDINAL;
cc: IntNumber;
1h, 1i, 1n, 1b: LONGINT;
BEGIN
newl(c, a~.1);
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clear(c); {c:=0}

WITH a~ DO
1In := m[1];

FOR i:= 1 TO b~.1 DO
li:= 1n ;

1n := m[i+1];

1b:= b~.m[i];

lh:= 1i - 1b;

IF 1h < O THEN
In:= 1n - 1;
1lh:= 1h + basis;

END;

jj:= 1lh;

c”.m[il:= jj;

END;
FOR i:= b~.1+1 TO 1 DO
li:= 1n ;

In := m[i+1];

IF 1i < O THEN
In:= 1n - 1;
1li:= 1i + basis;

END;

jj= 1i;

c”.m[i]l:= jj;

END;

ji=1;

WHILE (j>0) AND (c~.m[j]=0) DO
=31

END;

END;

IF j=0 THEN
1lrWegl(c);
RETURN;

END;

IF j < a~.1 THEN
newl(cc, j);
clear(cc);

FOR i:=1 TO j DO
cc™.m[i]:= ¢~.m[i];
END;
1rWegl(c);
c:= cc;
END;
c”.n:= a”.n;
END s1;

{ Ubertrag }

{c=0}

{ ¢ verkiirzen }

{ zunichst a und b }

{ nun Rest von a }

{ wieweit ist c belegt ? }

{ Ergebnis hat Vorzeichen der gréBeren Zahl }
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Nun kommt der allgemeine Fall der Addition und Subtraktion ganzer Zahlen.

PROCEDURE add(a, b:IntNumber; VAR c: IntNumber);
(x c:= a + b %)
VAR s: CARDINAL;

BEGIN
IF a”.n = b~.n THEN { gleiches Vorzeichen }
al(a,b,c)
ELSE
s:= compabs(a, b); { Vergleiche Absolutbetrige }
CASE s OF
2: s1(b, a, c); {b>a }
[1: sl(a, b, c); {a>b}
|0: c:= NIL; {a=b}
END;
END;
END add;

PROCEDURE sub(a, b:IntNumber; VAR c: IntNumber);
(x* c:=a - b *)
VAR s: CARDINAL;
BEGIN
IF a=NIL THEN { wenn a
1rCopi(b, c); { c:=
IF c<>NIL THEN
c”.n:= NOT c”.n {ci=-c}

}

=0
b }

END;
RETURN;
END;
IF b=NIL THEN { wemn b = 0 }
1rCopi(a, c); {ci=a}
RETURN;
END;
IF a”.n <> b~.n THEN { verschiedene Vorzeichen ? }
al(a,b,c) { dann addieren, Vorzeichen von a }
ELSE
s:= compabs(a, b); { sonst Vergleich }
CASE s OF
1: sl(a, b, c); {a>0b}
|2: sl(b, a, c); c~.n:= NOT b".n; { a < b, Vorzeichen ! }
|0: c:= NIL; {a=b}
END;
END;

END sub;
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Wir kommen nun zur Multiplikation.
Zunéchst fithren wir eine Hilfsprozedur an, die ein effektiver Ersatz fiir folgende Pro-
zeduraufrufe ist:

al(a, b, ¢);
{ hier steckt mindestens eine Allockierung dahinter }
wegl(a); a:= c;

Die Variable a wird nur einmal angelegt.

PROCEDURE a2((*VAR*) a, b: IntNumber);
(x a:= a + b, signs are equal, a already exists ! *)
VAR i, max, min : INTEGER;

w: LONGCARD;
BEGIN
min:= b~.1; max:= a~.1; w:= 0;
WITH a~ DO

FOR i:= 1 TO min DO
w:=w + m[i] + b~.m[i];
m[i] := w MOD basis;
w:= w DIV basis;

END;

FOR i:= min +1 TO max DO
w:=w + m[i];

m[i] := w MOD basis;
w:= w DIV basis;

END;

IF w>0 THEN
m[max +1]:= w;

END;

END;
END a2;

Die Multiplikation wird genauso durchgefiihrt, wie Sie es in der Schule gelernt haben:
Ein Faktor wird mit einer einstelligen Zahl multipliziert und das Ergebnis wird verscho-
ben, dies leistet die Unterprozedur mh. Diese Werte werden aufaddiert, dies leistet a2.
Zu beachten ist, dal die Linge der abzuarbeitenden FOR-Schleife fiir die Rechenzeit
eine wesentliche Bedeutung hat; es wird die kiirzere Schleife gew&hlt.

(Die von nun an auftretenden Vorsilbe ,,Ir“ in den Prozedurnamen wird verwendet, um
daran zu erinnern, daf es sich um Operationen mit langen rationalen Zahlen handelt.

PROCEDURE 1rMl(a, b:IntNumber; VAR c: IntNumber);
(* mult long, c:= a *x b *)
VAR hh: IntNumber;
la, 1b, i, j, hl: CARDINAL; h: LONGCARD;
PROCEDURE mh(a: IntNumber; b: LONGCARD; s: CARDINAL);
VAR i: CARDINAL;
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h:= 0;
WITH a~ DO
FOR i:= 1 TO 1 DO
h:= h + m[i] * b;
hh~.m[i+s]:= h MOD basis;
h:= h DIV basis;
END;
hh™.m[1+s+1]:= h;
END;
IF h=0 THEN
hh~.1:= a”~.1+s
ELSE
hh~.1:= a”.1+s+1;
END;
END mh;

BEGIN (% 1rMlx)

la:= a”.1l; 1b:= Db".1; hl:= la+lb;
newl(c, hl); clear(c);
newl(hh, hl); clear(hh);

IF la < 1b THEN { kiirzere Schleife auflen !

FOR i:= 1 TO la-1 DO
IF a".m[i]<>0 THEN
mh(b, a~.m[i], i-1);

a2(c, hh);
FOR j:= 1 TO hh~.1 DO
hh~.m[j]:= 0;
END;
END;
END;
mh(b, a”~.m[lal], la-1);
a2(c, hh);
ELSE

FOR i:= 1 TO 1b-1 DO
IF b~.m[i]<>0 THEN
mh(a, b~.m[i], i-1);

a2(c, hh);
FOR j:= 1 TO hh~.1 DO
hh~.m[j]:= 0;
END;
END;
END;
mh(a, b~.m[1b], 1b-1);
a2(c, hh);

END;

20
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IF ¢~ .m[h1]=0 THEN
shrink(c);
END;
c”.n:= a”~.n <> b".n;
hh~.1:= hl;
1rWegl (hh) ;
END 1rMil;

Eine Beschleunigung der Multiplikation kann man von dem folgenden rekursiven Al-
gorithmus von Karatsuba (1962) erwarten:

na = Lange von a; nb = Lénge von b

nah = (na + 1) div 2; nbh = (nb+ 1) div 2

nh = max(nah, nbh)

Dann ist a = au * B™ + al ( al = letzte nh Stellen von a)

analog b = bu * B™ + bl

Dann ist

a*xb = (aux B"™ +al) (bux B"" 4-bl) = auxbux B*™ + (al * bu+ au* bl) * B™" + al x bl

Nun ist
(al * bu + au * bl) = (au + al) * (bu + bl) — au * bu — al bl

Also ergibt sich folgender Algorithmus:

kl:=au+al;
k2:=bu+bl;
k3:=k1x*k2;
k4 :=aux*bu;
k5:=alxbl;

result:=k4+B~ (2*nh) + (k3-k4-k5)*B°nh + k5

Der Karatsuba-Algorithmus erlaubt es, Zahlen der Linge n in etwa n'® Zeiteinheiten
(anstatt n?) durchzufuhren. Dies konnte unter Laborbedingungen bestitigt werden:
In einem Testprogramm wurden je zwei gleichlange Zahlen multipliziert, bei 40-Byte-
Zahlen betrug die Einsparung etwa 10 % , bei 100-Byte Zahlen 20 % . Wurden jedoch
eine n-Byte-Zahl mit einer n/2-Byte-Zahl multipliziert, so wurden die Rechenzeiten
mit wachsendem n beim Karatsuba-Algorithmus immer schlechter.

Nun kommen wir zur Division, das war schon in der Schule etwas schwieriger. Gegeben
sind zwei Zahlen

a = ZaiBZ und b = ZbiBz,
gesucht sind Zahlen ¢ und r mit

a=bg+r, 0<r<hb.

Wenn a < b sein sollte, setzen wir ¢ = 0 und r = a und sind fertig. Andernfalls muf3
man die einzelnen Stellen von g nun erraten. Wir bezeichnen wieder mit L(a) die Lénge
der Zahl a. Als Lange von ¢ ist etwa L(a) — L(b) zu erwarten, wir setzen
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Q = apa) div brp)
(= O BL@-L0®

und priifen, ob
0<r=a—-0bg<b

ist. Wenn nicht, so haben wir zu klein geraten, wir erhéhen @), oder r ist negativ, dann
haben wir zu grof§ geraten, wir erniedrigen () und probieren es nochmal. Wenn r endlich
im richtigen Bereich liegt, haben wir die erste Stelle von ¢ gefunden, wir ersetzen nun
a durch r und berechnen in analoger Weise die néachste Stelle von q.

Genauer: Sei a = agB™' +a;B' + ..., b=b;B'+by,B""' + ..., wir suchen das kleinste
q mit a — gb < b. Wir setzen

aoB+a1J B—l)

¢" = min(|
1

Behauptung: ¢* > q.

Beweis: Der Fall ¢* = B — 1 ist klar: Wegen ¢ < Bist ¢ < B — 1.
Sonst haben wir

apB + a
< m < gt
by
also
CLOB +a; < q*bl + bl,
d.h.

aoB—i‘CLlSq*bl—f—bl—l

und schlieBlich
q*bl Z CL()B +a; — b1 + 1.

Nun ist ¢*b > ¢*b; B!, also
a—q'b<a-— q*blBl <aB"'+ ... + ajy1 — aoB™* — a;B' + b, B' — B!

= agBl_l +.ooap41 — Bl + blBl < blBl < b.
Alsoist ¢* > ¢q. O

Das beschriebene , Falschraten* kann sehr hdufig vorkommen und die Rechenzeit er-
heblich belasten. Seit Erscheinen der Algorithmenbibel von D. Knuth wird allenthalben
vorgeschlagen, die Zahlen a und b durch ,Erweitern® so anzupassen, dal b > B/2 ist,
dadurch ist gesichert, dafl wie oben der geratene Quotient () um hochstens 2 vom rich-
tigen Quotienten abweicht. Ich hatte dies erst nachtréglich in meine Implementation
eingefiigt und habe tatséchlich eine Beschleunigung erlebt.

Einen anderen Vorschlag hat W. Pohl (z.Z. Kaiserslautern) gemacht, der deutlich besser
ist:

Wir handeln den Fall, dafi b eine einstellige Zahl ist, extra ab, das ist auch recht einfach.
Nun bilden wir aus den jeweils beiden ersten Stellen von a und b Long-Cardinal-Zahlen
und wihlen deren Quotienten als Naherung fiir (), da liegen wir schon ganz richtig.
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Ich will uns den Abdruck der Divisionsprozedur ersparen, die nimmt etwa zwei Druck-
seiten ein.

Die vorgestellten Prozeduren fiir die Grundrechenarten sind in Pascal oder MODULA
geschrieben. Bei der Multiplikation sehen Sie, dafl haufig Wort-Variable auf Longint-
Variable , gecastet® werden, weil das Produkt zweier 16-Bit-Zahlen eben eine 32-Bit-
Zahl ist. Es ist vorstellbar, dal man effektiver arbeiten konnte, wenn man die Fahigkei-
ten des Prozessors besser nutzen wiirde. Henri Cohen schreibt, dafl eine Beschleunigung
um den Faktor 8 erreicht werden wiirde, wenn man in Assemblersprache programmiert.
Meine Erfahrungen gehen noch weiter: In einer fritheren Version meines CA-Systems,
wo die Zahllinge konstant war (64 Byte), hat Sven Suska fiir die Addition und die
Multiplikation Assembler-Routinen geschrieben, allein deren Einsatz brachte eine Be-
schleunigung um den Faktor 6. Auch fiir die Division hat er eine Routine geschrieben,
die leider den Nachteil hatte, ab und zu den Rechner zum Absturz zu bringen. Wenn
sie aber fehlerfrei funktionierte, so erbrachte das nochmals eine Beschleunigung un den
Faktor 6. Assembler-Routinen sind allerdings schwer zu transportieren; die erwahnten
funktionierten nur im Real-Modus des 286er Prozessors, wo man maximal 500 KByte
Speicher zur Verfiigung hat. AuBerdem waren sie sehr umfangreich (iiber 18 KByte
Quelltext) und fiir einen Laien wie mich vollig unversténdlich.

Cohen schlgt vor, nur einige Grundfunktionen in Assembler zu schreiben. Dazu sollen
zwei globale Variable namens remainder und overflow, die iiberall bekannt sind,
geschaffen werden. Die Zahl-Basis sei M = 2 %, a, b und ¢ seien vorzeichenlose 2-
Byte-Zahlen.

Die Grundfunktionen sollen folgendes leisten:

¢ = add(a, b) a + b = overflow * M + ¢

¢ = addx(a, b) a + b + overflow = overflow * M + ¢

c = sub(a, b) :a-b=c - overflow * M

¢ = subx(a, b) a - b - overflow = ¢ - overflow * M

c = mul(a, b) a * b = remainder * M + ¢

c = div(a, b) : remainder * M + a = b * ¢ + remainder
c = shiftl(a, k) : 27k * a = remainder * M + c

¢ = shiftr(a, k) :ax*xM/ 2k = c * M + remainder

Aus diesen kurzen Funktionen kann man dann die oben angefiihrten Prozeduren fiir
lange Zahlen zusammensetzen.

Wir fahren fort.

Wir wollen den gréfiten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen bestimmen, dafiir verwenden
wir den Euklidischen Algorithmus. Die Prozedur nlRemainder liefert nur den Divisi-
onsrest, nicht den Quotienten.

PROCEDURE nlGcd(a, b:IntNumber; VAR z:IntNumber);
VAR h, x, y: IntNumber;

BEGIN
CASE compabs(a,b) OF (* Vergleich der Absolutbetridge *)
2: x:= Db;

nlCopi(a,y); (x y:= a *)
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[1: x:= a;
nl1Copi(b,y);
|0: nlCopi(a, z);
z~.n:= FALSE;
RETURN;
END;
nlRemainder (x,y,h);
WHILE h<>NIL DO
X:=y; y:= h;
nlRemainder (x,y,h);
nlWegl (x);
END;
y~.n:= FALSE;
zZ:=y;
END nlGed;

Eine Variante des Euklidischen Algorithmus liefert fiir den grofiten gemeinsamen Teiler
g von a und b gleich seine Darstellung als Vielfachsumme: g = au + bv.

PROCEDURE ggtuv(a,b: IntNumber; VAR u,v,ggd: IntNumber);
VAR z,s,x,y,XX,yy,q,T,aa,bb: IntNumber;
BEGIN

IF eq(0, a) OR eq(0, b) THEN
nlSet1(u); nlSeti(v);

IF eq(0, a) THEN
nlCopi(b, ggd); RETURN
ELSE
nlCopi(a, ggd); RETURN
END;

END;

nlCopi(a, aa); nlCopi(b, bb);

nlSet1(x); nlCopi(x, yy);

xx:= NIL; nlCopi(xx, y);

WHILE b<>NIL DO
nlDivmod(a,b,q,r); nlWegl(z);
nlCopi(yy, z); nlMl(q,yy,s);
sl(y,s,yy); nlWegl(y);
nlCopi(z, y); nlWegl(z);
nlCopi(xx, z); nlMl(q,xx,s);
sl(x,s,xx); nlWegl(x);
nlCopi(z, x); nlWegl(a);
nlCopi(b, a); nlWegl(b);
nlCopi(r,b); nlWegl(r);

END;

IF x~.n THEN
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nlWegl(z); nlCopi(x, z);
z~.n:= FALSE; nlDivmod(z,bb,q,r);
nlSeti(r); al(q,r,q);
nlM1(q,bb,z); al(x,z,u);
nlMl(q,aa,z); sl(y,z,v);
ELSE
nlCopi(x, w); nlCopi(y, v);
END;
nlCopi(a, ggd);
IF ggd".n THEN
ggd™.n:= FALSE;
IF u<>NIL THEN
u”.n:= NOT u”.n;
END;
IF v<>NIL THEN
v™.n:= NOT v~ .n;
END;
END;

END ggtuv,

Das ist natiirlich noch nicht der Weisheit letzter Schlufl. Wenn die Eingabewerte die
Grolenordnung N haben, so durchlduft der Euklidische Algorithmus etwa log(/N)mal
eine Schleife, und jedesmal wird eine Langzahldivision durchgefiihrt. Der folgende Algo-
rithmus von Lehmer verwendet iiberwiegend Wort-Divisionen. Die Zahlen a, b seien
gegeben, die Variablen ah, bh, A, B, C, D, T, g sind Worte, t und r sind lange
Zahlen, das Zeichen ,,/* bezeichnet die ganzzahlige Division.

1.

Wenn b < M ist, so verwende den alten Algorithmus, und beende.
Sonst: ah = oberste Stelle von a,

bh = oberste Stelle von b,

A:=1, B:=0, C:=0, D:= 1.

. Wenn bh + C = 0 oder bh + D = 0, so gehe zu 4.

Sonst: q:= (ah + A)/(bh + C).
Wenn q <> (ah + B)/(bh + D) ist, so gehe zu 4.
(Hier kann ein "Uberlauf auftreten, den man abfangen mu"s.)

. T:= A -qgxC, A:=C, C:=T,

T:= B - gD, B:=D, D:=T,
T:= ah - g*bh, ah:= bh, bh:= T,
gehe zu 2.

. Wenn B = 0 ist, so sei t = a mod b, a:= Db, b:=t, gehe zu 1.

(Hier braucht man Langzahlarithmetik, dieser Fall tritt jedoch

(angeblich) nur mit der Wahrscheinlichkeit 1,4/M = 0,00002 auf.)
Sonst: t:= A*a, t:= t + B*b, r:= C*a, r:= r + D*b, a:= t, b:=r,

Gehe zu 1.

25

Eine weitere Variante vermeidet Divisionen (fast) vollstndig, es kommen nur Subtrak-
tionen und Verschiebungen vor:
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1. r:= amod b, a:=b, b:=r.
(Hier wird ein einziges Mal dividiert, dieser Schritt kann auch
weggelassen werden. Von nun an haengt aber die Zahl der Schritte
nur noch von der Laenge der kleineren der eingegebenen Zahlen ab.)
2. Wenn b = 0 ist, so ist a das Ergebnis.
Sonst: k:= 0,
solange a und b beide gerade sind: k:= k + 1, a:= a/2, b:= b/2.
(Am Ende haben wir 2"k als genauen Faktor des ggT.)
3. Wenn a gerade ist, so wiederhole a:= a/2, bis a ungerade ist.
Wenn b gerade ist, so wiederhole b:= b/2, bis b ungerade ist.
4. t:= (a-b)/2
wenn t = 0 ist, so ist 27k*a das Ergebnis.
5. Solange t gerade ist, wiederhole t:= t/2.
Wenn t > 0 ist, so a:= t.
Sonst: b:= -t.
Gehe zu 4.

Als fiinfte Grundrechenart wollen wir die Potenzierung betrachten. Es hat sicher nicht
viel Sinn, etwa a® bilden zu wollen, wobei auch der Exponent b beliebig lang ist, es reicht
vielleicht schon b < 32000. Wir verwenden einen Trick, der nicht b Multiplikationen
erfordert, sondern nur log(b) Operationen: Wir sehen es am Beispiel

(¥*Power of long; lu:= x 8xp *)

PROCEDURE pl(x:IntNumber; exp :INTEGER; VAR lu:IntNumber);
VAR wh, yh, y, w, wl, w2: IntNumber;
BEGIN

nlSetl1(y);

nlCopi(x, w);

exp :=ABS(exp);

WHILE exp >0 DO

IF ODD(exp) THEN
nlMl(y,w,yh);

nlWegl(y);
y:= yh;
END;
nlCopi(w, wl);
w2:= W;

IF exp > 1 THEN
nlMl (wl,w2,w);

END;

nlWegl(wl);

nlWegl (w2);

exp:=exp DIV 2;
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END;
nlCopi(y, 1lu);
END pl;

Auch dieser Algorithmus l&8t sich verbessern, zwar nicht in der Anzahl der Rechen-
schritte, aber in der GroBle der Operanden: Im folgenden Algorithmus wird im Schritt
3 immer mit derselben Zahl z multipliziert.

Um g" zu berechnen, benétigen wir die Zahl e mit 2¢ > n < 2¢T! um diese zu bestim-
men, miissen die Bits von n durchmustert werden.

1. Ni=n, z:=g, y:= z, E:= 27e.

2. Wenn E =1 ist, so ist y das Ergebnis.
Sonst: E:= E/2.

3. yi=y *xy
Wenn N >= E ist, so N:= N - E, y:=y * z.
Gehe zu 2.

Man kann die Division vermeiden, wenn man sich die Bits von n anschaut:

1. N:=n, z:=g, y:=z, f:=e.

2. Wenn f = 0 ist, so ist y das Ergebnis.
Sonst: f:=f - 1.

3. yi=y*y
Wenn bit(f, N) = 1 ist, so y:=y * z.
Gehe zu 2.

Zum Abschlufl wollen wir uns dem Problem der Ein- und Ausgabe langer ganzer Zahlen
widmen, einem Fragenkreis, der in den einschligigen Computeralgebra-Biichern aus-
gespart bleibt. Wir geben hier PASCAL-Prozeduren an, mit MODULA ist es nicht
ganz so einfach. Es versteht sich, dal die ,eingebauten“ Prozeduren zum Lesen von
2-Byte- oder Gleitkommazahlen nicht brauchbar sind. Wir lesen also eine Zeichenkette
wie '123444444444444444444° und wandeln diese in eine lange Zahl um, dazu lesen wir
(von links) Zeichen fiir Zeichen, wandeln es in eine Zahl um, multiplizieren mit 10 und
addieren die néchste Ziffer:

procedure readl(var a: IntNumber);
var s: string;
h, zehn: IntNumber;
i: integer;
begin
readln(s);
assic(10, zehn); { zehn := 10 }
a:= NIL;
for i:= 1 to Length(s) do
begin
mult(a, zehn, b);
assic(ord(s[i]) - ord(’0’), h);
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{ h ist die Zahl, die das Zeichen s[i] darstellt }
wegl(a);
add(b, h, a);
wegl(b);
wegl(h);
end;
end;

Das Schreiben ist auch nicht schwierig, wir kénnen aber die Ziffern nicht sofort ausge-
ben, weil wir sie von rechts nach links berechnen miissen:

procedure writel(a: IntNumber);
var s: string;
q, r, zehn: IntNumber;
i: integer;
begin
s:= 7,
while a <> NIL do
begin
divmod(a, zehn, q, r);
a:= q;
i:= r~.m[1];
s:= char(i+ord(’0’)) + s;
{ das Zeichen der Ziffer i wird an s vorn angehingt }
end;
write(s);
end;

Wir sehen, dafl wir bereits zur Ein- und Ausgabe die Rechenoperationen mit langen
Zahlen benotigen. Das macht den Test der Arithmetik etwas schwierig, da man sich
Zwischenergebnisse, etwa innerhalb der Prozedur divmod, nicht mit writel ausgeben
lassen kann.

4 Rationale Zahlen

Wir stellen rationale Zahlen als Briiche dar:

type rat = record
z, n: IntNumber;
s: boolean;

end;

Zahler z und Nenner n sind lange ganze Zahlen, im Feld s wird angegeben, ob diese
Zahl gekiirzt wurde oder nicht. Nehmen wir uns zuerst das Kiirzen vor, wir berechnen
den grofiten gemeinsamen Teiler und dividieren ihn weg (die Prozedur nlE1 stellt fest,
ob die Zahl, auf die sie angewendet wird, gleich 1 ist):
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Die Rechenoperationen mit Briichen realisieren wir, wie wir es gelernt haben. Dabei
behandeln wir die Félle, wo Nenner gleich 1 sind, gesondert. Begriindung: Es werden
zwar ein paar Tests mehr gemacht, als wenn wir alles iiber einen Kamm scheren, aber
unnotige Rechenoperationen, vor allem aber unnétige Speicherplatzanforderungen und
anschliefende Freigabe werden vermieden.

PROCEDURE nlNormalize(VAR x:rat); (* simplify x *)
VAR zh, nh, r, d: lint;
BEGIN

IF x.s THEN RETURN

END;

IF ((x.n".1=1) AND (x.n".m[1]=1)) OR
((x.2z7.1=1) AND (x.z"~.m[1]=1)) THEN
RETURN

END;

nlGed(x.z,x.n,d);

IF NOT nlE1(d) THEN
nlDivmod(x.z,d,zh,r); nlWegl(x.z);
X.z:= zh;
nlDivmod(x.n,d,nh,r); nlWegl(x.n);
Xx.n:= nh;

END;

nlWegl(d) ;

x.s:= TRUE;

END nlNormalize;

Davenport schliagt vor, Briiche immer zu kiirzen, denn wenn

¢
d

Sall RS

— Dist, soist g2 T(p, q) = geT(a,d) - ggT(b, )
q

und die Zahlen bei der ggT-Berechnung sind rechts kleiner als links. Fiir die Addition
gilt

d b
i c O 5T o) T C D
= b-d

@

L ggT(b,d)
Man iiberlegt sich aber schnell, dafl man dabei keine Zeit spart.
Addition:

PROCEDURE nlAdd (VAR la,li,lu: rat); (*x lu:= la + 1i *)
VAR x,y:lint;
BEGIN
IF la.z=NIL THEN nlCopy(li, lu); RETURN (x la
END;
IF 1i.z=NIL THEN nlCOpy(la, lu); RETURN (* 1i
END;
IF nlE1(la.n) THEN (* la ganz 7 *)

0 ? -> Kopieren *)

0 7?7 %)
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IF nlE1(li.n) THEN (* 1i ganz 7 *)

add(la.z, 1li.z, lu.z); (* Summe der Zaehler *)

nlSet1(lu.n); (* Nenner := 1 *)
lu.s:= TRUE;
RETURN

ELSE (* 1i nicht ganz *)
nlMl(la.z, li.n, x);
add(x, 1li.z, lu.z); nlWegl(x);

nlCopi(li.n, lu.n); (* Nenner kopieren *)

lu.s:= FALSE;
RETURN;
END
ELSE

IF nlE1(li.n) THEN (* la nicht ganz, 1li ganz *)

nlM1(1li.z, la.n, y);
add(la.z, y, lu.z); nlWegl(y);
nlCopi(la.n, lu.n);
lu.s:= FALSE,;
RETURN;
ELSE (* allgemeiner Fall )
nlMl(la.z, li.n, x);
nlM1(1li.z, la.n, y);
add(x, y, lu.z); nlWegl(x); nlWegl(y);
IF lu.z=NIL THEN (* Ergebnis 0 7 *)

nlSet1(lu.n); lu.s:= TRUE; RETURN; (* Nenner := 1 *)

END;
nlMl(la.n, li.n, lu.n);
lu.s:= FALSE; (* nicht gekuerzt *)
END;
END;
END nlAdd;

PROCEDURE nlMult (VAR la, 1i, lo: rat); (x lo
BEGIN
IF (la.z=NIL) OR (1i.z=NIL) THEN
lo.z:=NIL; nlSet1(lo.n); lo.s:= TRUE;
RETURN;
END;
IF nlE1(la.n) AND nlE1(1i.n) THEN
nlMl(la.z, 1li.z, lo.z);
nlSet1(lo.n);
lo.s:= TRUE;
RETURN
END;
nlMl(la.z, 1li.z, lo.z);

:= la * 1i *)

30
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nlMl(la.n, li.n, lo.n);
lo.s:= FALSE;
END nlMult;

PROCEDURE nlDiv(VAR la, 1i, lo: rat); (x lo := la / 1i %)
BEGIN
IF la.z=NIL THEN lo.z:=NIL; nlSet1(lo.n); lo.s:= TRUE; RETURN;
END;
nlMl(la.z, li.n, lo.z);
nlMl(la.n, li.z, lo.n);
lo.s:= FALSE;
END nlDiv;

Bevor wir uns abschliefend mit dem Problem des Kiirzens beschéftigen wollen, soll der
Hintergrund genauer beschrieben werden. Ein Beispiel einer Grobnerbasenberechnung
war im Fall der Charakteristik 0 ein harter Brocken und Anlafl zur genaueren Untersu-
chung des Verhaltens der implementierten Algorithmen. Die errechnete Gréber-Basis
besteht aus drei Polynomen vom Grad < 50, aber wihrend der Rechnung treten Zahlen
auf, die bis zu 1000 Byte lang sind (ca. 2500 Dezimalstellen, etwa ein Bildschirm voll).
Zuerst stellte sich heraus, daf§ die Speicherverwaltung des benutzten Systems die Re-
chenzeit erheblich beeinflufite: Bei TopSpeed-Modula auf DOS-Rechnern konnte man
die Speicherverwaltung fiir lange Zahlen ohne weiteres dem eingebauten Storage-Modul
iiberlassen, auf Mac-Rechnern war dies sehr uneffektiv, hier konnten durch Einsatz ei-
ner privaten Speicherverwaltung erst einmal dhnlich Laufzeiten wie auf einem 386er
AT (33 MHz) erreicht werden: etwa 90 Minuten. Durch eine weitere Verbesserung des
Buchberger-Algorithmus konnten als néchstes Laufzeiten um 25 Minuten erreicht wer-
den, eine deutliche Beschleunigung. Nun wurde noch einmal an der Arithmetik gefeilt.
Der Karatsuba-Algorithmus fiir die Multiplikation erlaubt es, Zahlen der Linge n in
etwa n'® Zeiteinheiten (anstatt n?) zu multiplizieren. Dies konnte unter Laborbedin-
gungen bestatigt werden: In einem Testprogramm wurden je zwei gleichlange Zah-
len multipliziert, bei 40-Byte-Zahlen betrug die Einsparung etwa 10 %, bei 100-Byte
Zahlen 20% . Wurden jedoch eine n-Byte-Zahl mit einer n/2-Byte-Zahl multipliziert,
so wurden die Rechenzeiten mit wachsendem n beim Karatsuba-Algorithmus immer
schlechter. Dieser Ansatz wurde verworfen. Dennoch wurde durch Weglassen unnétiger
Tests (wird etwa durch Null dividiert? usw.) nochmals eine Verkiirzung der Rechenzeit
um 20 Sekunden erreicht.

Wir kommen nun zur Frage, wann ein Rechenergebnis gekiirzt werden soll.

Die Wahrscheinlichkeit, dal Zahler und Nenner eines Bruchs beide durch die Primzahl
p teilbar sind, ist #, fir p =2, 3, 5 also 25 %, 11 %, 4 %, und beim Herauskiirzen
solch kleiner Zahlen verringert sich die Stellenzahl (zur Basis B) eher selten, so daf
keine Beschleunigung der Rechnung eintreten wird.

Um zu Kiirzen, mufl ein gg'T' berechnet werden, dies ist eine aufwendige Rechenope-
ration. Und der Aufwand war vielleicht vergebens, wenn sich herausstellt, dafl der
gegebene Bruch unkiirzbar ist. In einer fritheren Implementation wurde der Versuch
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des Kiirzens unterlassen, wenn nicht Zéhler oder Nenner eine gewisse Léange erreicht
haben. Diese Schwelle konnte im Dialog durch Belegung einer Variablen verdndert wer-
den, die Voreinstellung war 63. SchlieSlich wurde die Auswirkung dieser Variablen auf
die Rechenzeit iiberpriift. Diese war unerwartet grofl. Es ergaben sich folgende Zeiten
fiir exakt dieselben Rechnungen
(Die Schranke wurde in 10er-Schritten erhoht):

Schranke  Zeit (sec)

1..71 1572..1787 (min bei 31, max bei 51)

81 1539
91 2967
101 2063
111 1495
121 3008 (Verdopplung !)
131 2662
141 1621
151 3687

Ich vermutete, dal man keinen Rat geben kann, welcher Wert , gut® ist. Fiir die Schran-
kenwerte 11 und 111 wurden die Langen der zu kiirzenden Zahlen iiberpriift. Im ersten
Fall hatten die Kandidaten erwartungsgemafl nur kurze gemeinsame Teiler, ab und zu
auch gar keinen. Im zweiten Fall war nicht nur das Kiirzen (soweit gesehen) stets erfolg-
reich, sondern die gemeinsamen Faktoren hatten eine erhebliche Lange (60...80% der
Lénge der Kandidaten). Also: Wenn , krumme* Zahlen erwartet werden, sollte man die
Kiirzungs-Schwelle nicht zu klein wihlen. Vielleicht ist 63 gar nicht so eine schlechte
Wahl?

Aber die Wahrheit lag doch woanders: Sicherlich ist es sinnvoll, solche Zahlen, mit
denen héufig operiert wird, in gekiirzter Darstellung abzuspeichern. Wahrend man bei
einem universellen Programm nicht hervorsehen kann, welche Zahlen der Nutzer weiter-
zuverwenden gedenkt, war in unserem Fall die Lage iibersichtlicher: Es ist zu vermuten,
dafl die Koeffizienten der Polynome in der Standardbasis haufig benutzt werden. Die
Festlegung, dafl bei der Einfiigung eines Polynoms in die Standardbasis alle Koeffi-
zienten zu kiirzen sind, erbrachte einerseits eine bedeutende Rechenzeitersparnis und
andererseits die Erkenntnis, dafi die Rechenzeit doch nicht, wie oben vermutet, un-
kontrolliert von der Kiirzungsschwelle abhéngt. In einer Testserie wurde diese Schwelle
schrittweise verdoppelt, hier sind die Ergebnisse:
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Schranke Zeit (sec)

16 1673
32 1480
64 1210
128 788
256 628
512 258
1024 246
2048 041

und dieser Wert blieb auch bei den néchsten drei Verdopplungen stabil. Noch eine
Nebenbemerkung: Das obengenannte Beispiel (anfangs 90 Minuten Rechenzeit) war
Ausgangspunkt mehrerer prinzipieller Uberlegungen. Einerseits wurde der Grobner-
basenalgorithmus weiter verbessert. Ferner wurde bei den Polynomoperationen alle
Nenner heraufmultipliziert, also nur noch ganzzahlig gerechnet. Dies erbrachte eine
Halbierung der Rechenzeit. Einige weitere Optimierungen in den arithmetischen Grun-
doperationen (,,mache nie etwas Unnétiges“) brachten die Rechenzeit auf nunmehr 15
Sekunden (kein Schreibfehler!).

Ein dhnliches Problem hat man beim Gaufischen Algorithmus: hier ist es sinnvoll, die
Eintrédge der Zeile, die das aktuelle Pivot-Element enthélt, zu kiirzen, denn mit diesen
Zahlen werden viele Operationen durchgefiihrt.

Der folgende Satz von Dirichlet bringt etwas mehr Licht in die Angelegenheit:

Satz 4.1 Seien u und v zwei zufillig gewdhlte natiirliche Zahlen, dann ist die Wahr-
scheinlichkeit, daf} v und v teilerfremd sind, gleich 6/7* = 0, 608.

Fiir den Beweis verweisen wir auf P. Naudin, C. Quitté, Algorithmique algébrique,
Masson 1992, 11-6.3.

5 Polynome und transzendente Korpererweiterun-
gen

Wenn z, v, 2 Unbestimmte sind, so nennt man einen Ausdruck wie 522+ 7zy+2° ein Po-
lynom. Die Menge aller Polynome in x, y, z mit Koeffizienten aus einem Kérper K wird
mit K[z, y, z| bezeichnet. Polynome kann man addieren, subtrahieren, multiplizieren,
die Menge K|z,y, z] ist ein Ring.

Wie stellt man Polynome im Rechner dar? Einen Term 2y’ z* nennt man ein Monom.
Wenn man sich merkt, dal z die 1., y die 2., z die 3. Unbestimmte ist, so ist dieses
Monom durch seinen ,,Exponentenvektor® [i, j, k] eindeutig bestimmt. Wenn man die
Grofle der Exponenten beschrénkt, so ist die Zahl der moglichen Monome beschrénkt,
man kann also ein Polynom folgendermaflen abspeichern:
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Man numeriert alle moglichen Monome durch (es seien etwa N Stiick), dann schafft
man sich ein Feld mit N Komponenten und merkt sich zu jedem Monom den entspre-
chenden Koeffizienten. Wenn ein Monom in einem Polynom gar nicht vorkommt, ist
der entsprechende Koeffizient eben gleich Null.

Diese Darstellungsform wird die ,,dichte® genannt.

Es ist aber auch eine ,,operationale* Darstellung in der Form
(z4+y)(z+w+u)
vorstellbar, die platzsparend ist. Oder auch nicht:
(z—y) (" 2" 2y + . Y =2 -y

In manchen CA-Systemen werden auch Zahlen nicht unbedingt ausgerechnet, z. B. kann
5+17% als (plus, 5, (power(17, 3)) gespeichert werden. Dabei wird die eigentliche
Rechnung einfach auf spéter verschoben.

Wir wollen uns nun auf die ,diinne* Darstellung beziehen, die nur die wirklich vor-
kommenden Monome und ihre Koeffizienten speichert.
type monom = array[l..max] of integer;
type polynom = Pointer to polrec;
polrec = Record
c: rat; (x Koeffizient x*)
e: monom; (* Exponentenvektor *)
n: polynom;
end;

In der Komponente n (= next) haben wir die Adresse des nidchsten Summanden ge-
speichert, beim letzten Summanden setzen wir n = NIL.
Verniinftig ist es, die Monome nicht zufillig in so eine Liste einzutragen, man ordnet
sie am Besten der Gréfle nach. Wir brauchen also eine Vergleichsrelation fiir Monome.
Der Grad eines Monoms ist die Summe seiner Exponenten, der Grad eines Polynoms
ist das Maximum der Grade seiner Monome. Ein Monom soll gréfler als ein anderes
sein, wenn sein Grad groéfler ist. Fiir Monome vom Grad 1 legen wir eine Ordnung
willkiirlich fest, etwa x > y > z. Fiir Polynome gleichen Grades konnen wir jetzt die
lexikographische Ordnung nehmen:

23> 2ty > ay? > P >t > % > 2P
Diese Grad-lexikographische Ordnung ist nur eine aus einer Vielzahl von Ordnungsméglich-
keiten. Man fordert aber gewohnlich, dafl fiir Monome p,q,r mit p > ¢ auch stets
pr > qr gilt, dies ist hier erfiillt.

Da der Integer-Bereich fiir die einzelnen Exponenten nie ausgeschépft werden wird,
kann man das Feld monom natiirlich packen, wenn man sich auf eine Beschréankung der
einzelnen Maximalgrade einléft.

Nun kénnen wir Rechenoperationen fiir Polynome implementieren:

Addition:
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Seien zwei Polynome p, g gegeben, in beiden seien die Monome der Gréfle nach geordnet.
Die einfachste, wenn auch zeitaufwendige Moglichkeit wére es, das eine Polynom an
das andere anzuhdngen und das Ergebnis zu sortieren. Besser ist es, sortierte Listen
auch sortiert zu verarbeiten:

Wir schauen uns die jeweils grofiten Monome an. Es gibt drei Moglichkeiten:

1. p~.e > q".e, dann iibernehmen wir p~.e nebst seinem Koeffizienten in p 4+ ¢ und
ersetzen p durch p~.n.

2. p~.e < q".e, dann iibernehmen wir ¢~.e nebst seinem Koeffizienten in p + ¢ und
ersetzen ¢ durch ¢~ .n.

3. p~.e = ¢".e, dann bilden wir a = p~.c + ¢".c, wenn a # 0 ist, so iibernehmen
wir p~.e mit dem Koeffizienten a in p 4 ¢ und ersetzen p durch p~.n und ¢ durch
q-.n.

Dies wiederholen wir, bis p und g abgearbeitet sind, also beide auf NIL zeigen.

Die Subtraktion ist analog zu behandeln.

Damit konnen wir die Eingabe von Polynomen organisieren:

p:= nil;

repeat
liesmonom(m) ;
p:=p *+ m;

until m = nil;

Bei der Multiplikation bekandeln wir zuerst den Spezialfall, wo das Polynom ¢ nur einen
Summanden besitzt. Hier ist einfach jeder Summand von p mit ¢~.c zu multiplizieren,
zu den Exponentenvektoren von p ist ¢~.e zu addieren. Da eventuelle sehr oft mit
derselben Zahl ¢~ .c zu multiplizieren ist, ist es ratsam, diese Zahl am Anfang zu kiirzen.
Den allgemeinen Fall fithren wir auf den Spezialfall zuriick: Fiir jeden Summanden m
von ¢ bilden wir m - p und addieren all diese Polynome.

Der Quotientenkorper K (x,y, z) des Polynomrings K[z, y, z| besteht aus allen Briichen
[ew2) iy g(z,y,z) # 0. Rechenoperationen mit derartigen ,rationalen Funktionen*
g(z,y,2) . . . . . .

kann man in Analogie zum Rechnen mit rationalen Zahlen implementieren. Versuchen
Sie aber bitte nicht, zum Zwecke des Kiirzens eines Bruchs den grofiten gemeinsamen
Teiler zweier Polynome in mehreren Verénderlichen zu berechnen. Hierfiir gibt es keinen

Euklidischen Algorithmus.

Im Falle von Polynomen in nur einer Verénderlichen sind die Dinge einfacher:

Satz 5.1 (Division mit Rest): Seinen f(x), g(x) € Q[z] gegeben, dann gibt es eindeutig
)

bestimmte Polynome q(x),r(x), so daff f(x) = q(z) - g(z) + r(z) gilt, wobei der Grad
von r(z) kleiner als der Grad von g(z) ist.
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Beweis: Wenn deg(g) > deg(f) ist, so setzen wir ¢ = 0 und r = f. Weiterhin sei
deg(f) >= deg(g). Wir fithren die Induktion iiber n = deg(f).

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, daf§ die héchsten Koef-
fizienten von f und g gleich 1 sind (solche Polynome heien ,normiert*).

Sei also n = 1, d.h. f(2) = 2z + a. Dann ist g(z) = z + b oder g(z) = 1, im ersten Fall
wihlen wir ¢(z) = 1,7(2) = a — b und im zweiten Fall ¢(z) = f(z), r(z) = 0.

Wir setzen nun voraus, dafl den Satz fiir Polynome von einem Grad, der kleiner als n
ist, bewiesen ist. Sei also

f(2)=z2"4+a 2" "+ glz) =2+ b2
dann setzen wir ¢;(z) = 2", es ist
@(2)g(z) = 2" + by + ..
und das Polynom
fi(z) = f(2) = au(2)9(2) = (a1 = b1)2" 7" + ...

hat einen Grad, der kleiner als n ist, also gibt es Polynome go(2) und r(2) mit f = gog+r
und wir wissen, dafl » = 0 oder deg(r) < deg(g) gilt. Dann haben wir mit

f=h+qag=(+q)g+r

die gewiinschte Zerlegung gefunden.
Wir zeigen noch die Einzigkeit von ¢(x) und r(x). Sei etwa noch

f(x) = s(x) - g(x) + t(x), deg(t) < deg(g),

dann ist

(q(z) — s(z)) - g(x) = t(x) — r(x).
Wenn ¢(z) # s(x) wire, stiinde links ein Polynom, dessen Grad mindetens gleich deg(g)
ist, und rechts ein Polynom, dessen Grad kleiner als deg(g) ist.

Folgerung 5.2 Seia € Q eine Nullstelle von f(x), dann ist das lineare Polynom x—a
ein Teiler von f(x).

Beweis: Wir teilen f(x) durch z — a:
fx) = q(x) - (x —a) +1,

der Grad von r ist kleiner als 1, also ist r eine Konstante. Wir setzen x = a ein und
finden f(a) =, also ist r = 0. Das heifit, f(z) ist durch x — a teilbar.

Lemma 5.3 FEin Polynom f(x) besitzt genau dann eine mehrfache Nullstelle r, wenn
f'(r) =0 st
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Beweis: Sei f(x) = (v — 1)+ g(z),k > 1. Dann ist

fll@)=k-(z—r) "t g(@)+ (x—1)" ¢ (2),
also ist r eine gemeinsame Nullstelle von f unf f’.

Folgerung 5.4 Sei g = ggT(f, f'); dann besitzt f/g dieselben Nullstellen wie f, aber
jede Nullstelle ist einfach.

Wir wollen uns nun mit einem klassischen Verfahren der ndherungsweisen Nullstellen-
berechnung befassen.

Das einfachste Naherungsverfahren ist die Newton-Interpolation: Wenn fiir eine reelle
Zahl a der Wert von f(a) beinahe Null ist, so ist a — f(a)/f'(a) eine bessere Néherung.
Eine Voraussetzung dafiir ist aber, dafl f” in der Ndhe des Startpunkts der Iteration
sein Vorzeichen nicht dndert. Man muf} also erst einmal in die N&dhe einer Nullstelle
geraten.

Als erstes kann man ein Intervall angeben, in dem alle Nullstellen liegen miissen.

Satz 5.5 (Cauchysche Ungleichung)
Sei f(x) =Y a;a™* € Clz|, dann gilt fiir jede Nullstelle z von f(x) die Ungleichung

<1 max(| al"al)i'?wn )
Beweis: Sei h = max(| a1 |,...,|a, |) und f(z) = 0, dann ist
2" = —a 2" — . —a,,
helz]"

lao || 2" |[<h-(|z" +...4+1) <

also | ao|-(|2z|—1) < h.

Als néchstes behandeln wir ein Verfahren, das es gestattet, die Anzahl der Nullstellen
eines Polynoms in einem gegebenen Intervall zu berechnen. Durch fortgesetzte Inter-
vallteilung kann man jede einzelne Nullstelle dann beliebig genau einschachteln.

Der Sturmsche Lehrsatz
Sei f(z) € Q[z] und a € Q. Wie oben haben wir

f(z) = (z —a)q(z) + f(a),
also

Tr—a

Wenn a eine einfache Nullstelle von f(x) ist, so ist

q(a) = f'(a) # 0

und dies gilt in einer Umgebung von a. Es gibt zwei Félle:
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1) f’(a) > 0, dann ist f(x) bei @ monoton wachsend; wenn x von links durch a hindurch
lauft, ist f(z) zuerst negativ, dann positiv.

2) f'(a) <0, dann ist f(x) bei a monoton fallend; wenn x von links durch @ hindurch
lauft, ist f(x) zuerst positiv, dann negativ.

Beiden Féllen ist folgendes gemeinsam: Wenn x wachsend durch a lauft, gehen die
Funktionen f(z) und f’(z) von verschiedenen zu gleichen Vorzeichen tiber.

Wir konstruieren nun eine ,,Sturmsche Kette“, wir setzen f(z) = f'(z) und dividieren
fortlaufend mit Rest:

f = a- h—-f
i = @ fo—J3

fici = G- fi— fin

fm = ¢ konstant.

Beachten Sie das Minuszeichen.

Wenn f(z) nur einfache Nullstellen besitzt, ist ggT(f, f1) = 1, also f,, # 0.

Nun gilt: Fiir keine Zahl r € R gibt es ein ¢ mit f;(r) = 0 = f;11(r), denn sonst wére
f(r) =0 = f'(r), also r eine mehrfache Nullstelle. Sei 7 eine relle Zahl, sei w(r) die
Zahl der Indizes ¢ mit sgn(fi(r)) # sgn(fiy1(r)), dies ist die Zahl der Vorzeichenwechsel
in der Sturmschen Kette f(r), f1(r),..., fm(r).

Satz 5.6 Die Zahl der im Intervall (a,b) gelegenen Nullstellen von f(x) ist gleich
w(a) —w(b).

Beweis: Wenn r die z-Achse entlanglauft, so kann sich w(r) nur dann &ndern, wenn fiir
ein i galt f;(r) = 0. Dann ist aber

fiea(r) = —fisa(r).
Schauen wir uns die Werte von f;_1, f; und f;;; in der Ndhe von r an:
’ Jier Ji Jfin
r—e| +t p —t
r +t 0 —t
r+e| +t —-p —t
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Dabei sei p,t € {£1}; egal, welchen Wert p hat, p oder —p stimmt mit einem ihrer
Nachbarn iiberein. Beim Durchgang durch r findet also hier gar keine Anderung der
Wechselzahl statt. Eine Anderung der Wechselzahl sich kann also nur beim Durch-
gang durch eine Nullstelle von f ereignen, und oben haben wir gesehen, das dort ein
Vorzeichenwechsel zwischen f und f’ verlorengeht.

Schauen wir uns das in einem Beispiel an:

f(x) = 2° 42 -2

fi(z) = b5a*—4
1’ —4x -2 = (52" —4)-x/5—16/5x + 2,

wir setzen fo(z) = 8z +5
fg(iL‘) > 0
e | f A fi|w@)
20 - + - +| 3
1+ + -+ 2
0l- - + +] 1
1| - + + +| 1
2|+ + + +] 0

Also liegen zwischen -2 und -1, zwischen -1 und 0 sowie zwischen 1 und 2 je eine
Nullstelle.

Die folgende Konstruktion erlaubt es festzustellen, ob zwei Polynome gemeinsame Null-
stellen besitzen.

Resultante und Diskriminante

Seien zwei Polynome
f(z) = apx™ + ar™ ...+ ap

g(x) = boa" + bzt + ...+ b,
gegeben.

Satz 5.7 Die Polynome f(z) und g(x) haben genau dann einen nicht konstanten
grofiten gemeinsamen Teiler, wenn es von Null verschiedene Polynome

h(z) = cox™ t +ca™ 2 4+ .+ et

k?(CC) = doZL‘n_l —|— dlx”_2 —|— e + dn—l

so daf
k() - f(x) = h(z) - g(x).
(Es ist deg(h) < deg(f) und deg(k) < deg(g)).

Beweis: Sei k- f = h - g, dann konnen nicht alle Teiler von f in h aufgehen, da der
Grad von h zu klein ist, also mufl f einen gemeinsamen Teiler mit g besitzen.
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Sei umgekehrt ¢(z) ein gemeinsamer Teiler von f(z) und g(z). Dann gibt es Polynome
h(z) und k(x) mit f =t-h,g =1k, also

k-f=k-t-h=g-h.

O

Wenn wir die Gleichung k- f = h - g ausmultiplizieren und die Koeflizienten gleicher
Potenzen von x vergleichen, erhalten wir

doag = cobo
d0a1 + d1a0 = Cob1 + Clbo
doag + d1&1 + dgdo = Cob2 + Clbl + Cgbo
dn—Qam + dn—lam—l - Cm—2bn + Cm—lbn—l
dnflam = Cmflbn

Wir fassen dies als lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten d; und —c¢; auf,
eine von Null verschiedene Losung existiert genau dann, wenn die Determinante der
Koeffizientenmatrix verschwindet. Die Determinante der transponierten dieser Matrix
wird als Resultante von f(z) und g(x) bezeichnet:

ap ar ... Qm
ag ap e Qe
(07 a o Qi
Res(ho)=lp 0y
bp b1 ... b,
bo b1 bn

(Die Matrix enthélt n a-Zeilen und m b-Zeilen.)

Folgerung 5.8 Die Polynome f(x) und g(x) besitzen genau dann gemeinsame Null-
stellen, wenn Res(f,g) = 0 ist.

Beispiel: f(z)=12%—1, g(z) =2* +2z + 1

1 0 -1 0
01 0 -1
1 2 1 0 =0
0 1 2 1

Sei f(z) = [I(z—=x;), g(z) = II(x—y;) normierte Polynome, dann sind die Koeffizienten
von f bzw. von g die elementarsymmetrischen Funktionen der Nullstellen z; bzw. y;,
also ist auch die Resultante ein Polynom in den z; und y;. Da die Resultante stets
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verschwindet, wenn ein z; gleich einem y; ist, ist sie durch alle Differenzen (z; — y;)
teilbar, und wenn wir uns Grad und hochsten Koeffizienten genauer anschauen, finden

Res(f,9) = [[(zi — yj)-

Die Resultante von f und f’ wird als Diskriminante von f bezeichnet, sie verschwindet
genau dann, wenn f mehrfache Nullstellen besitzt.

Rationale Funktionen in einer Variablen und Potenzreihen

Sei r(x) = z(z)/n(x) eine rationale Funktion. Mittels der Taylor-Entwicklung kann
man sie in eine Potenzreihe umformen:

r(z) =r(0) +7'(0) -x+r”(0)-x2/2—|—...+r(")(0)-x”/n! 4.

Es kann also sein, daf} eine Potenzreihe (die wir nicht im Computer speichern kénnen,
weil sie nichts Endliches ist) eigentlich eine rationale Funktion ist, die wir sehr wohl

im Rechner behandeln kénnen. Wie kann man nun feststellen, ob dies der Fall ist?
Also

Zax ZZbe

i
i— 1011’

Wenn wir den Nenner hochmultiplizieren und wieder einen Koeffizientenvergleich ma-
chen, erhalten wir
bk = Z aiCj,

itj=k

und dies ist fiir £ > m gleich Null. Wir schreiben das ein biichen anders:
ar = hiag_1+ ...+ hpap_n fir £ > m.

Die Koeffizienten einer rationalen Potenzreihe geniigen also einer Rekursionsformel.

Wir kommen nun zum interessanten Begriff der Padé-Approximation einer Potenzreihe

f(@).
In der Literatur hat sich eine altertiimliche Bezeichnungsweise erhalten: L und M

seien vorgegebene natiirliche Zahlen, gesucht sind Polynome py, gy mit deg(py) <
L, deg(qn) < M und

f(@) = po(@)/qu (@) = o(a"M*1),

weiterhin sei ¢/ () normiert und py und gy, teilerfremd. Die rationale Funktion py (z)/qu ()
wird mit dem Symbol [L/M] bezeichnet, dies ist die Padé-Approximation von f(z).
Man kann versuchen, einen Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten zu machen. Sei

pr(x) =po+prx+ ... +prat,

qM(x)zl—f—qlx—i-...—l—quM
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dann erhalten wir fiir die Koeffizienten das folgende inhomogene Gleichungssystem:

Gy = DPo
a1 +aqn = p1
as +a1q1 + apqa = Po
ar+ar1qn+...+apq = pL
aL+1+an1—|—...+a0qL+1 = 0 (quofur]>M)
arym +arenm—1gr+ ... +apgy = 0

Dieses Gleichungssystem mufl nicht 16sbar sein, z.B. ist die [1/1]-Approximation von
1+ 2% + ... durch die Gleichungen

1 =po
g1 =P
=0

bestimmt. Falls aber eine [L/M]-Approximation existiert, so ist sie eindeutig bestimmt,
wie man leicht sieht.

6 Algebraische Korpererweiterungen

Eine (komplexe) Zahl a heifit algebraische Zahl, wenn es ein Polynom f(x) € Q[z] gibt,
so da f(«a) = 0 ist. Das normierte Polynom m(z) minimalen Grades mit m(a) = 0
heift das Minimalpolynom von a.

Satz 6.1 Das Minimalpolynom m(x) einer algebraischen Zahl o ist irreduzibel, d.h. es
gibt keine Polynome f(X), g(z) € Qlz| mit m(z) = f(z) - g(x).

Beweis: Wenn m(z) = f(x) - g(x) gilt, so gilt auch m(«a) = f(«) - g(a), also mufl wegen
m(a) = 0 auch f(a) =0 oder g(a) = 0 gelten. Dies widerspricht der Minimalitét des
Grades von m(z).

Von nun an wollen wir mit griechischen Buchstaben stets algebraische Zahlen bezeich-
nen.

Der kleinste Korper, die sowohl alle rationalen Zahlen als auch die Zahl o enthélt,
besteht aus allen Briichen der Form % mit g(a) # 0, er wird mit Q(«) bezeichnet.
Solch ein Korper wird als einfache Erweiterung des Korpers Q bezeichnet. Wir werden
sehen, dal wir seine Elemente etwas einfacher darstellen konnen, so dafl sie auch ein

Computer versteht. Denken Sie an o = V2.

1
Zunéachst tiberlegen wir uns, daf es ein Polynom wu(z) gibt, so das u(a) = (—> gilt,
g(a

d.h. jedes Element von Q(«) ist ein Polynom in «, nicht ein Bruch zweier Polynome.
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In der Tat: Da das Minimalpolynom m(z) von « irreduzibel ist, gibt es nur zwei
Méglichkeiten: Entweder ist m(x) ein Teiler von g(z), dann wére aber g(«) = 0, oder
der grofite gemeinsame Teiler von g(x) und m(x) ist gleich 1. Dann gibt es aber Poly-
nome u(x), v(x) mit g(z) - u(x) + m(x) - v(x) = 1, nun setzen wir x = « und sehen
g(a) - u(a) = 1, wie gewiinscht.

Weiter: Der Grad von m(z) sei gleich n. Dann gibt es fiir jedes Polynom f(z) ein
Polynom r(z) von einem Grade, der kleiner als n ist, mit f(«) = r(«). Wenn der Grad
von f(x) grofer oder gleich n ist, so dividieren wir f(z) durch m(x):

f(x) = q(x) -m(z) +r(z), deg(r) <n.
Wir setzen wieder # = a und erhalten f(«a) = r(a).
Folgerung 6.2 Q(«) ist ein Q-Vektorraum der Dimension n.

Beweis: Die Menge {1,a,a?,...,a" '} bildet eine Q-Basis von Q(«).

Da das Minimalpolynom m(x) irreduzibel ist, ist das von m(x) erzeugte Ideal (m(x))
des Polynomrings Q[z]| ein maximales Ideal, also ist der Faktorring Q[z]/(m(x)) ein
Korper. Durch die Zuordnung

2 mod m(z) — o

wird ein Isomorphismus Q[z]/(m(x)) — Q(«) gegeben. Also konnen wir die Elemente
B € Q(a) folgendermafen im Rechner darstellen: 8 = 3 b;x’ ist ein Polynom vom
Grade < n — 1, wir rechnen mit diesen Elementen modulo m(z). Wenn der Grad
eines Produkts zweier Polynome die Zahl n — 1 iibersteigt, ersetzen wir es durch seine
Restklasse mod m(z). Wie wir oben gesehen haben, ist das Inverse eines Polynoms mit
Hilfe des Euklidischen Algorithmus berechenbar.

Es wire aber auch zu iiberlegen, ob man die zugegebenermafien zeitaufwendige Inver-
senberechnung nicht so lange wie moglich vor sich herschieben sollte. Wir fiigen einfach
jedem Element von Q(«) einen Nenner hinzu, der anfangs gleich 1 gesetzt wird. Nun
wird wie mit gewochnlichen Briichen gerechnet, bei einer Division wird einfach mit dem
reziproken Bruch multipliziert, und Zahler und Nenner werden stets modulo m(z) redu-
ziert. Erst, wenn eine Ausgabe notwendig ist, werden die Nenner bereinigt: der Zahler
wird mit dem Inversen des Nenners multipliziert.

Damit haben wir die Arithmetik in endlichen algebraischen Erweiterungskérpern von
Q im Griff.

Schwieriger wird es, wenn wir zwei beliebige algebraische Zahlen «, 3 addieren oder
multiplizieren wollen. Beide Zahlen sind als Nullstellen ihrer jeweiligen Minimalpoly-
nome zu verstehen, wir miiffiten also das Minimalpolynom von « + (3 bestimmen. Alle
drei Zahlen liegen im Koérper Q(«, 3), der folgende Satz sagt aus, dafi dies ebenfalls
eine einfache Erweiterung von Q ist.

Satz 6.3 (Satz vom primitiven Element) Seien «, 5 algebraische Zahlen, dann gibt
es eine algebraische Zahl & mit Q(a, B) = Q(0), d.h. es gibt Polynome p(x,y), q(z), r(z)
mit 6 = p(a, B), o =q(0), B =r(0).
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Beweis: Sei f(z) das Minimalpolynom von «, seine Nullstellen seien o« = a1, g, . . ., v
Sei g(z) das Minimalpolynom von [, seine Nullstellen seien 3 = 3y, (s, ..., 3. Dann
gibt es eine rationale Zahl ¢ mit

a; + B # aq + ¢fy fiir alle 4, k,

denn jede der Gleichungen
oy + .Tﬁk = o1 + .1'51

hat hochstens eine Losung = € Q. Wir setzen § = a + ¢ € Q(a, 3), also ist Q(d) C

Q(a, B).
Wir betrachten nun g(z) und f(d — cx) als Polynome in Q(0)[z]. Es gilt g(3) = 0 und

f(0 —cB) = f(a) =0 sowie
0 —cfr = a1 + ¢ — cf # « fiir alle k,

also f(d—cf) # 0 fiir £ > 1. Also ist 3 die einzige gemeinsame Nullstelle der Polynome
g(x) und f(d — cx), demnach ist ihr grofiter gemeinsamer Teiler, der im Polynomring
Q(0)[z] zu berechnen ist, gleich x — 3. Das heifit aber, dal 5 im Koeffizientenkorper

Q(0) liegt, damit ist auch a« = § — ¢f5 € Q(0), also Q(9) = Q(«, ).

Beispiel: a = v2, 3 =3, § = v2+ /3, das Minimalpolynom von ¢ ist z* — 1022 + 1,
es gilt V2 = (0° — 90)/2, V3 = (116 — 6°)/2.

Man kann auch direkt ein Polynom angeben, dafl als Nullstelle die Zahl o + 3 besitzt:

Wir wihlen eine neue Unbestimmte y und betrachten das Polynom f(y—z) als Polynom
in x, die Resultante

r(y) = Res(f(y —x),9(x))

verschwindet genau dann, wenn f(y —z) und g(x) eine gemeinsame Nullstelle besitzen,
dies ist fiir y = a + ( der Fall, die Nullstelle ist gleich x = j3.
In unserem Beipiel sieht das folgendermaflen aus:

fla) =2 =2, g(x) =2* =3, fly —2) = 2” = 22y +* - 2,

1 -2y y*—2 0
0 1 —2 22

r =1, o a4 Lo |=y-10y+L
0 1 0 -3

Folgerung 6.4 Die Menge der algebraischen Zahlen ist ein Kdérper.

7 Gleichungen dritten und vierten Grades

Nun sollen explizite Formeln fiir die Nullstellen von Polynomen mit reellen Koeffizien-
ten entwickelt werde, soweit dies moglich ist.

Sei
fy)=v’+ay’ +by+c
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ein Polynom dritten Grades, dessen Nullstellen wir suchen. Wenn wir y = x+m setzen,
so hat der Koeffizient von z? in f(y) den Wert 3m + a, er verschwindet fiir m = —2.

3
Somit kénnen wir annehmen, dafl die Gleichung in der Form
P +pr+qg=0

zu 16sen ist. Wir leiten zunéchst die nach Geronimo Cardano (1501-1576) benannten
und von Niccolo Targaglia (1500-1557) gefundenen Cardanische Formel her.

Wir machen den Ansatz z = u + v und erhalten durch Einsetzen von z?® in die obige
Gleichung
u® +v° + 3uv(u +v) + plu +v) + g = 0.

Wir suchen solche Werte u, v, dafl
w0 4 q=0

und
3uv+p =20

gilt, dann wére die Gleichung gel6st. Dies ist der Fall, wenn
w40 = —q

und ,
3,3_ _ P

uv —2—7

gelten. Nach der Formel von Vietd heifit das, dafl die Werte «® und v? die Losungen

der Gleichung
22+ qz — i =0
27

sind. Fiir quadratische Gleichungen kennen wir schon eine Losungsformel, also gilt

B ¢ p?
=Tyt Ty

[\l et

s_ 4 ¢ P
Ty 4 To7

Sei € € C eine primitive dritte Einheitswurzel, dann haben u3 und v drei verschiedene
dritte Wurzeln, die sich jeweils um einen Faktor e unterscheiden, dies ergébe neun
mogliche Werte fiir x. Beachten wir aber (s.o.), dafl uv reell sein soll, so erhalten wir
als folgende drei Losungen der gegebenen Gleichung:
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2 3 3
:cg,:e?j—h q—+p—+ej—g— L

2 4 27 2 4 27
Dies also sind die Cardanischen Formeln. Sie haben allerdings ihre Tiicken, wie den
Mathematikern des 16. Jahrhunderts schmerzlich bewuf3t wurde. Betrachten wir ein
Beispiel:

x> — 981z — 11340 = 0,

wir erhalten

T] = 6/—5670 + /32148900 — 34965783 + . ...

hier wéren also dritte Wurzeln aus (echt) komplexen Zahlen zu ziehen. Die , alten Her-
ren“ haben vielleicht weniger die imagindren Terme gestort, seit jeher haben Mathe-
matiker mit Dingen operiert, die sie nicht verstanden haben. Aber: die drei Losungen
dieser Gleichung sind reell, wie wir noch sehen werden, sie lassen sich aber nicht durch
,normale“ Rechenoperationen (Addition, Multiplikation, Wurzelziehen) aus den Koef-
fizienten der Gleichung berechnen. Eine dritte Wurzel aus einer beliebigen komplexen
Zahl durch ,Radikale” darstellen zu kénnen, wiirde bedeuten, dafl man einen Winkel
mit Zirkel und Lineal in drei gleiche Teile teilen kénnte; die Galois-Theorie lehrt, dafl
dies unmoglich ist. Um diesem Problem wenigstens einen Namen zu geben, nannte man
diesen Fall ,casus irreducibilis®.

Mit algebraischen Methoden ist dieses Problem prinzipiell nicht 16sbar, hier zeigen sich
auch Grenzen der Computeralgebra.

Jedoch hat Vieta um 1600 eine , transzendente® Losung gefunden: Wir haben

2 +pr+qg=0

und die Zahl p ist notwendigerweise negativ. Sei

3 q . ¢ p? ..
U = —= 41— — = =r(cosa + 181 w),
2 4 27 ( )
dann errechnet man r = —12’—; und cosa = —% also
_ /3 a 1/3 o
Ty =7 CcoS — + 7sin — T CcosS — — i sin —
1 (cos o + ) T (cos g 3)
=2, /- cos &
3 3
—p oa—T
Ty = 24/ —— cos
2 3 3
—p o+ T7
T3 = 24/ — cos
3 3

Im oben angefiihrten Beispiel gilt

r ~ 5913, 1872
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cosa = 0, 9588
a~ 16,5
cos(5,5%) ~ 0,9954
1 ~ 35,99
To ~ —21
T3~ —15

Wer nachrechnen mochte, wird sehen, dafl die Losungen ganzzahlig sind, sich aber nicht
seinfacher® aus den Koeffizienten berechnen lassen.

Als néchstes betrachten wir Gleichungen 4. Grades, diese moge bereits in die Form
4 2 _
T +pr-+qr+r=0

gebracht worden sein.
Wir machen wieder einen Ansatz x = u+v+w und fithren folgende Rechnungen durch:

2® = u® 4+ v* + w® + 2(w + uw + vw),

22— u? + v+ w? = 2(ww + uw + vw),
at — 202 (u? + v + w?) + (v + v® + w?)?
= 4(u*? + vw? 4+ v*w?) + 8(vPvw + viuw + wiuv)?
= 4(u*v? + v*w?® + v’w?) + Suvwx,
nun setzen wir 2% in die obige Gleichung ein:
222 (u? + v+ w?) — (u? + v? + w?)? + 4(u?0? + v w? + v?w?) + 8(vvw + v uw + wruw)? +
4(u*v? + vPw? + v*w?) + 8uvwz + pr? + qr +1r = 0.
Nun wihlen wir u, v, w so, dafl die Koeffizienten von 2, 2 und 1 Null werden:

w? 4ot = L,
2
Suvw = —q,
daraus folgt
2
2.2 2 4
wvtw” = o7,

und )
2.2 2, 2 2.2 P T
U7+ utwt +vw =16 1

d.h. die Zahlen u?, v?, w? sind die Nullstellen des Polynoms

2 2
s P o P T\ 4
T —|—2x +(64 4)1’ v

Diese seien gleich 2y, z5, 23, dann erhalten wir

u =121, v==ET2,w = E£/x3,
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wegen Suvw = —q legen die Vorzeichen von u und v bereits das von w fest, es gibt also
vier Losungen.

Man konnte versuchen, nach demselben Verfahren Gleichungen fiinften Grades zu l6sen,
ich habe es nicht probiert, weil ich weif}, das es nicht geht, dies ist ein Resultat der
Galois-Theorie. Hier bei dem konkreten Ansatz x = t+u-+v+w wird man wahrschein-
lich wieder auf eine Gleichung fiir Terme, die aus ¢, u,v,w gebildet werden, gefiihrt,
und diese wird mindestens den Grad 5 haben.

8 Matrizen

Matrizen sind ,,zweidimensionale Gebilde“. Wenn wir in einer héheren Programmier-
sprache einen Typ

matrix = array[l..m, 1..n] of number

erkldaren, so werden bei einer Belegung einer Variablen dieses Typs die einzelnen Ein-
trage (hoffentlich) zeilenweise in den (eindimensionalen) Speicher geschrieben. Dabei
muf} der Compiler wissen, wieviel Speicherplatz er fiir eine Variable vom Typ matrix
bereitzustellen hat. Deshalb miissen die Zeilen- und Spaltenanzahlen (m und n) Kon-
stanten sein, die zur Compilierungszeit feststehen; man kann also eine Matrix nicht bei
Bedarf vergroflern.

Dies ist listig. Stellen Sie sich vor, Sie wollen mit demselben Programm Ubungsaufga-
ben mit 2 x 2-Matrizen, aber auch ein aufwendiges Problem, wo 20-reihige Matrizen
vorkommen, bearbeiten. Dann miifite man sich fiir maximal mdégliche Zeilenzahl fest-
legen, bei ,kleinen* Anwendungen wiirde, wie immer, Speicherplatz verschenkt.

In unserem Modell besteht eine rationale Zahl aus zwei Pointern, dies nimmt 8 Byte ein,
eine 20 x 20-Matrix belegt also bereits 3 Kilobyte, ohne daf} irgendetwas in ihr steht; der
Platzbedarf des Inhalts kommt schliefllich hinzu. Wenn Sie nun 100 Matrizen verwalten
wollen, wird es schon eng.

Wie schon bei der Darstellung langer ganzer Zahlen konnte man versuchen, dynamische
Arrays zu verwenden.

Bei einer m x m-Matrix a steht der Inhalt von afé, j] an der Speicheradresse
(Startadresse von a) * (i — 1) x n + j,

wenn wir (provisorisch) als Matrix-Typ

matrix = pointer to array[l..1] of number

vereinbaren wiirden, so konnten wir mit

getmem(a, m*n)

genau den bendétigten Speicherplatz reservieren und auf a;; durch af(i — 1) % n + j]
zugreifen. Der wie iiblich faule Programmierer schreibt hierfiir zwei Prozeduren:

procedure getmat(a: matrix; i, j: integer; var z: number);
begin z:= al[(i-1)*n + j] end;

procedure putmat(var a: matrix; i, j: integer; z: number);

begin al[(i-1)*n + jl:= z end;

denn eine Anweisung putmat(a,i, j,zehn) ; ist {ibersichtlicher als a[(i-1)*n + j]:=
zehn;
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Dieser Versuchung zu widerstehen ist schwer, bedenken Sie jedoch, daf§ ein Prozedur-
aufruf etwas Zeit kostet und daf ein guter Compiler bei den Anweisungen z:= a[(i-1)*n
+ jl und z:= ali,j] im zweiten Fall wahrscheinlich effektiveren Code erzeugt.

Es folgt ein Vorschlag, wie man mit dem Speicherplatz sparsam, wenn auch nicht
knausrig, umgehen und dennoch die Ubersicht iiber die Matrixelemente behalten kann:
type zeile = array[l..matsize] of number;

zelilp = pointer to zeile;

matrix = array[l..1] of zeilp;

Wenn man nun eine m x n-Matrix a einrichten will, so wiren folgende Anweisungen
notig:
for i:= 1 to m do

getmem(afi|~, sizeof(zeile));
und auf a;; greift man iiber a[i]”[j] zu. Das erfordert etwas mehr Schreibarbeit, aber
man sieht doch, wohin man greift.
Natiirlich kann man auch noch den Zeilen-Typ dynamisieren, dann ist noch ein Zir-
kumflex () mehr zu tippen.

Wie die elementaren Rechenoperationen mit Matrizen zu implementieren sind, braucht
an dieser Stelle sicher nicht erldutert zu werden. Wir kommen also zu den weniger
elementaren Operationen.

Zuerst wollen wir uns ein Verfahren ansehen, mit dem man zwei 2 x 2-Matrizen nicht mit
8, sondern mit 7 Multiplikationen berechnen kann. Dieses Verfahren von Strassen (1969)
gestattet es, durch Zerteilung von n x n-Matrizen in Blocke der halben Grofle die fiir
die Multiplikation notwendige Zeit von n? auf n>7 zu verringern. Es sei aber bemerkt,
dafl dieses Verfahren von keinem der gingigen Computeralgebrasysteme genutzt wird.

Wir betrachten das Produkt zweier 2 x 2-Matrizen:
G D - 2)
Ao Ay bg by B 3 ¢4

Wir fassen a und b als Elemente des R* auf, dann sind die ¢; Bilinearformen auf R*,
zu denen folgende Darstellungsmatrizen gehoren:

1 00 0 0100 0000 00 0 0
.00 vrof ~Hooo 1| ~fo 000 ~|0OOO0O
1o oo of” (oo o0 o[ 1000”0100

00 0 0 0000 00 10 00 0 1

Zu einer Bilinearform, die das Produkt zweier Linearformen ria; + roas + r3a4 + r4a4
und s1by + s2bs + 5303 + 54 — by ist, gehort die Matrix

181 T2S1 T3S51 T4S51
1S2 T282 T3S82 T4S2
183 T283 T3S83 T4S3
184 T2S4 T384 T4S4
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diese hat den Rang 1. Das Problem besteht also darin, die obigen c-Matrizen als Sum-
men von Matrizen vom Rang 1 darzustellen. Dies gelingt mit folgenden Matrizen:

00 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0
. 00 1 1 0000 0O 0 0 0
1o o0 o of[""™ oo oofl"" " |=1 =10 0]

00 —1 —1 1 0 0 1 0 0 0 0
00 0 1 01 0 —1 0 0 0 0
- 000 1| 000 0] 0 0 0 0
Yoo oo™ oo o0 o> o 0 o0 0
00 0 0 00 0 0 -1 0 1 0
00 0 0
o 00 0 0
7110 0 0
1 0 0 0
Es gllt mq = (CZQ — Cl4)(b3 + b4), mo = (Gl +G4)(b1 + b4), ms3 = (CL1 — ag)(bl =+ bg), my =

(a1 + az)by, ms = ai(ba — by), me = as(bs — b1), my = (az + a4)b;.
Schlielich gilt

cL =my1 +mo — My + Mg
Co = My + Mg
Cc3 = Mg + mr
Cq4 = Mo — M3 + My — My
Die gesparte Multiplikation ist durch 18 (statt 4) Additionen erkauft worden.

Strassens Publikation von 1969 ist zwei Druckseiten lang, sie enthélt keinen Hinweis,
wie er diese Resultate erhalten hat. Es hat sich in den Folgejahren ein Wettlauf ent-
wickelt, wie schnell man (theoretisch) die Matrixmultiplikation ausfithren kénnte, der
Weltrekord lag in den 80er Jahren bei n?4.

Im ersten Semester haben Sie gelernt, dal man eine Matrix, die zu einem linearen ho-
mogenen Gleichungssystem Ax = 0 gehort, mit Hilfe von Zeilenoperationen (GauBscher
Algorithmus) in eine Gestalt wie die folgende bringen kénnen:

0 ... 1 arpy41 -+ @lho—1 0 Qrpyy1 oo Qig—1 O ... b
0 ... 0 ... 0 1 agpet1 - Q2p—1 0 agp+1 ... by
0 ... 0 1 Grpr . b
0 0 b
| 0 - e 0 by, |

Es ist nicht schwierig, den Gaufischen Algorithmus zu implementieren. Tun Sie es (ver-
tauschen Sie keine Spalten, merken Sie sich die Nummer der i-ten ausgezeichneten
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Spalte in k[i])! Dabei konnen Sie solche Tricks wie Pivotisierung und Equikalibrierung,
die Sie in der numerischen Mathematik kennengelernt haben, beiseitelassen, bei exakter
Arithmetik gibt es keine numerische Instabiltét.

procedure GAUSS(var a:nummatrix; var l:zeil; var rk: integer; m,n:byte);
(* Auf die Matrix a wird der Gausssche Algorithmus angewandt,
es werden keine Spalten vertauscht.
Die in der ’Zeile’ 1 ausgegebenen, von O verschiedenen Zahlen
sind die Numern der ausgezeichneten Spalten in der reduzierten
Form von a; rk = Rang(a). *)
label exitr, exitO;
var 1i,j,k,p:integer; h,x,y:Zahl;
begin
1[0]:=0;
rk:=0;
for k:=1 to m do
begin
if 1[k-1]=n then goto exitr;
for j:=1[k-1]+1 to n do
for i:=k to m do
if not zero(al[il~[j]) then goto exitO
else if (j=n) and (i=m) then goto exitr;
exit0: 1[k]:=j;
inc(rk);
if i>k then
for p:=j to n do
xchg(alil ~[pl,alk]" [pl);
nlCopy(alkl~[j1, x);
kurz(x) ;
nlDelete(alk]~[j1);
assig(l,alk]"~[j1);
for p:=j+1 to n do
begin
nlDiv(alk] " [p],x, h);
kurz(h) ;
nlDelete(alk] " [pl);
alk]~[p]:= h;
end;
nlDelete(x);
for i:=1 to m do
if i<>k then
if not zero(al[il~[j]) then
begin
nlCopy(alil~[j], x);
kurz(x) ;
altsign(x);
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nlDelete(alil~[j1);

assig(0,alil~[j1);

for p:=j+1 to n do

begin
nlMult(alk] "~ [pl,x,y);
plus(y,alil~[pl, h);

nlDelete(y);
nlDelete(alil " [p]l);
ali]l~[p] := h;
end;
nlDelete(x) ;
end;
end;
exitr:
for i:=rk+1 to matsize do 1[i]:= O;
1[0]:= n;
end;

Die oben angegebene Form nennen wir die reduzierte Form der Matrix A. Die folgende
Prozedur berechnet eine Matrix, deren Spalten die eine Basis des Losungsraums des
Gleichungssystems Az = 0 bilden:

procedure nullraum(var ein, aus: nummatrix; 1l: zeil; m,n,r: integer);
(* Die Matrix ein soll in reduzierter Form vorliegen, in 1 sollen
die Nummern der ausgezeichneten Spalten dieser Matrix stehen,
r = Rang(ein) (alles wie bei der Ausgabe von Gauss).
aus ist eine n x (n-r) - Matrix, deren Spalten eine Basis des
Loesungsraums des zu ein gehoerigen homogenen Gleichungssystems
bilden. *)
var i,j,k,kk: integer;
begin
newmat (aus,n,n-r) ;
k:=1;
kk:=1;
for j:=1 to n do
if (k<=r) and (j=1[k]) then inc(k)
else
begin
assig(-1, aus[j]~[kk]);
for i:=1 to r do
nlCopy(einlil~[j]1, aus[1[il]~[kk]);
inc(kk) ;
end;
end;

procedure loesung(var ein, aus: nummatrix; 1: zeil; m,n,r: integer;
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var ok: boolean);
(* Die Matrix ein soll in reduzierter Form vorliegen, in 1 sollen
die Nummern der ausgezeichneten Spalten dieser Matrix stehen,
r = Rang(ein) (alles wie bei der Ausgabe von Gauss).
aus ist eine (n-1) x (n-r) - Matrix, deren erste n-r-1 Spalten
eine Basis des Loesungsraums des zu ein gehoerigen homogenen
Gleichungssystems bilden, die letzte Spalte ist eine spezielle
Loesung des inhomogenen Systems.
ok: Gleichungssystem ist lsbar *)
var i,j,k,kk: integer; mz: zahl;
begin
i:=1;
while (i<n) and zero(ein[r]~[i]) do inc(i);
ok:= i<n;
if not ok then exit;
assig(l,mz);
newmat (aus,n-1,n-r) ;
k:=1;
kk:=1;
for j:=1 to n-1 do
if (k<=r) and (j=1[k]) then inc(k)
else
begin
assig(l, aus([j]~[kk]);
for i:=1 to r do
begin
nlCopy(einlil~[j]1, aus[1[il]~[kk]);
altsign(aus[1[i]]"[kk]);
end;
inc(kk) ;
end;
for i:= 1 to r do
nlCopy(ein[i] “[n], aus[1[i]l]~[n-r]l);
end;

Wenn wir die Prozedur Gauss, die die Matrix in ihre reduzierte Form iiberfiihrt, durch
eine dhnliche ersetzen, die ohne Divisionen auskommt, so 16st die angegebene Proze-
dur auch lineare Gleichungen, deren Koeffizienten in einem Polynomring Q[z,y, z, . . .|
liegen.

Nun kénnen wir mit den Unterrdumen des Vektorraums R™ operieren: Wir beschreiben
einen Unterraum U C R"™ durch eine Matrix M, deren Spalten ein Erzeugendensystem
von U bilden. Der Gauflsche Algorithmus kann genutzt werden, um linear abhéngige
Elemente zu entfernen; wir kénnen also voraussetzen, dafl die Spalten von M eine

BAsis von U bilden.
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Zur Summe U + V zweier Unterrdume U,V C R" gehort dann die Matrix (M, My ),
die durch Hintereinanderschreiben beider Matrizen entsteht.

Wir iiberlegen, wie man aus zwei Basen {z1, ..., z;} von U und {yi,...,y} von V eine
Basis des Durchschnitts U NV bestimmen kann:

Die Vektoren seien so numeriert, dafl

T Tk Ylse -y Ys

eine Basis von U + V bilden. Die restlichen Vektoren y,.1,...,y; haben dann eine
Darstellung

Yi = anT1+ ...+ appxp + 0y + ...+ bisys, t =5+ 1,... L.
Dann sind die [ — s Vektoren
Zies = —buyr — ... — bisys + yi
linear unabhéngig und liegen in V', alerdem ist
Zi—s = Qi1 X1 + .. . + Qi Tk,
also liegen sie auch in V' und da sie die richtige Anzahl haben, bilden sie eine Basis von

unv.

Eine wichtige Operation mit Matrizen ist die Determinantenberechnung. Hierzu eignet
sich, falls die Komponenten in einem Korper liegen, ebenfalls am Besten eine Variante
des GauBschen Algorithmus. Dieses Verfahren ist nicht anwendbar, wenn Divisionen
nicht gestattet sind. Bleibt dann nur der Laplacesche Entwicklungssatz mit seinen n/!
Rechenoperationen?

Wir werden bald ein originelles Determinantenberechnungsverfahren kennenlernen, das
mit n* Rechenoperationen und fast ohne Divisionen auskommt.

Wir wollen uns dazu genauer mit dem Zusammenhang zwischen den Koeffizienten und
den Nullstellen eines Polynoms befassen. Sei

f(2)=2"+b2"" "+ . bzt b, =(2—21)... (2 — z)

ein Polynom mit den Koeffizienten b; und den Nullstellen z;. Wir wissen, daf8 f(z) durch
die Linearfaktoren z — z; teilbar ist. Wie sehen die Koeffizienten von f(z)/(z — z;) aus?

Satz 8.1 . , ,
Pobg o nel
szo z _ Z Zn—l—z Z ij1 J
=0

A i=0

Den Beweis wollen wir weglassen, multiplizieren Sie bitte selbst > 277174 3" bjzi_j und
z — z; miteinander und stellen Sie fest, ob Sie f(z) herausbekommen. O

Abkiirzung: Sei f(z) ein Polynom vom Grade n mit den Nullstellen zi,...,z,. Wir
setzen
Sop =N,
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si:zi+...—|—zfl.
Die Zahl s; heifit die i-te Potenzsumme der ;.

Wir stellen nun eine Beziehung zwischen den Potenzsummen der Wurzeln und den
Koeffizienten des Polynoms auf, dies sind die sogenannten Newtonschen Formeln.

Satz 8.2
1 1—1

) Zb Si—j
Beweis: Es ist f(z) =[I(z — z;). Wir betrachten die Ableitung f’(z) von f(z):

:2:1_[(2—2Z Zf /(z — zx)

k itk

i
L

I
NE

anlzbz

7

=
Il
—
.
I
o

i
L

n—i—1p i—j
< bj > 2
k

i j=0

I\
=)
<.

n—1 1

=" 2 s

i=0 j=0
Andererseits gilt '
=> 2" n— i)

und durch Koeffizientenvergleich erhalten wir

% i—1
(n — Z)bZ = Z bjSi_l = Z bjSi_j + nbi,
=0 j=0

und daraus ergibt sich die Behauptung. O

Wir kehren nun doch nach diesem Seitensprung wieder zu unseren lieben Matrizen
zuriick. Aber wir wenden das Gelernte an:

Lemma 8.3 Seien z1, ...z, die Eigenwerte der Matriz A, dann ist s; = Sp(A?).
Beweis: A’ hat die Eigenwerte 2%, ..., 2* und die Spur einer Matrix ist die Summe ihrer
Figenwerte. 0O

Nun kénnen wir die Newtonschen Formeln verwenden, um die Koeffizienten des charak-
teristischen Polynoms einer Matrix zu bestimmen, ohne irgendwelche Determinanten
ausrechnen zu miissen.
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Folgerung 8.4 Sei A cine Matriz und c4(z) = Y. b;z""" ihr charakteristisches Poly-

nom. Dann st
i-1

b =—1/iY biSp(A™). O

J=0

Umgekehrt wissen wir, dafl (—1)"b,,, der konstante Term des charakteristischen Poly-
noms der Matrix A, gleich der Determinante von A ist. Zu ihrer Berechnung brauchen
wir also nur die Spuren der Matrizen A, A%, ... A" zu berechnen und die obige Formel
anzuwenden.

Der Leser moge sich aber keinen Illusionen hingeben, das Problem liegt hier weniger
in der Rechenzeit, sondern im Speicherbedarf. Wenn zum Beispiel A eine ,,generische*
Matrix ist, deren n? Eintriige unabhiingige Variable sind, so hat schon fiir n = 6 der
Term Sp(A°®) so viele Summanden, dafl er mehr als 1/2 Megabyte Speicher verbraucht.

Der Algorithmus von Bareiss

Ganzzahlige Matrizen kénnen ohne Erzeugung von Briichen in eine Dreiecksform iiberfiihrt

werden. Seien

die Komponenten der Eingabematrix, wir setzen

(1) _ ¢

Moo
und fiir k < 4,7 < n setzen wir
k) 1 (k-1 k-1 (k-1 k—1)
mz(j = T’(mkk )'mz(j — My, )'ml(cj ),

mMyg_1k-1

dies ist eine ganze Zahl. (Beim Gaufischen Algorithmus steht m;; — myy, - my;/myy auf
der echten Seite.)

Wir weisen die Teilbarkeit nach:

a b ¢ a b c
f g h|—=|0 ag—>bf ah—cf
E Il m 0 al—-0bk am—ck

und im néchsten Schritt steht an der Stelle (3,3) der Term
(ag — bf)(am — ck) — (al — bk)(ah — cf),

dieser ist durch a teilbar; analog gilt dies fiir groflere Matrizen.
Die Smithsche Normalform

Die folgenden Operationen konnen mit Matrizen iiber beliebigen Euklidischen Ringen,
insbesondere iiber Z und Qx| durchgefiihrt werden.

Sei eine (rechteckige) Matrix (a;; gegeben. Wir wenden Zeilen- und Spaltenoperationen
an:



9 PRIMZAHLTEST UND FAKTORISIERUNG GANZER ZAHLEN o7

1. Durch Vertauschungen bringen wir an die Stelle (1,1) ein Element minimalen
Grades.

2. Wir dividieren mit Rest:
Qo1 = G11-q+T.

3. Wir subtrahieren das ¢-fache der ersten Zeile von der zweiten, danach steht an
der Stelle (2,1) gerade r.

Wenn r = 0 ist, so bearbeiten wir die néchste Zeile.

Wenn r # 0 ist, so hat es einen kleineren Grad als aq;, wir gehen zuriick zu 1.

4. Wenn wir unterhalb von (1,1) Nullen erzeugt haben (das ist nach endlich vielen
Schritten gelungen), so bearbeiten wir die erste Zeile und bringen dort Nullen
hin. In jedem Schritt verkleinert sich evtl. der Grad von aq;.

5. Wenn nun aq; alle restlichen Eintrédge teilt, so ist es gut. Wenn aber a;; kein
Vielfaches von aq; ist, so addieren wir die i-te Zeile zur ersten und gehen zuriick
zu 1.

6. Nach endlich vielen Schritten haben wir es erreicht, dafl a;; den Rest der Matrix
teilt. Nun behandeln wir die Restmatrix analog.

Am Ende haben wir eine Diagonalmatrix, die sogenannte Shmithsche Normalform der

Matrix A:
d;

d
? mit dy [ ds | ... | dn

d,

Diese Diagonalelemente heiflen die Invariantenteiler der Matrix A. Zwei Matrizen A, B
aus M,,,(R) sind genau dann dquivalent (d.h. X AY = B mit invertierbaren Matrizen
X € My, Y € M,,), wenn ihre Invariantenteiler {ibereinstimmen.

Bei den betrachteten Operationen hat sich die Determinante der Matrix nicht geéndert,
sie kann also ohne Divisionen berechnet werden. Wenn wir auf diese Weise das charkte-
ristische Polynom det(A — zE) einer Matrix A berechnen, erhalten wir eventuell schon
eine Faktorisierung des Polynoms.

9 Primzahltest und Faktorisierung ganzer Zahlen

Eine Zahl p ist genau dann eine Primzahl, wenn sie keinen Primteiler < ,/p besitzt.
Um also grofle Zahlen auf Primalitdt zu untersuchen, sind Tabellen kleiner Primzahlen
niitzlich.

Wenn wir zum Beispiel alle Primzahlen zwischen 100 und 200 suchen, so miissen wir
aus diesen Zahlen alle Vielfachen von 2, 3, 5, 7, 11 und 13 wegstreichen, was ganz
einfach ist; es bleiben 21 Zahlen iibrig.
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Lehmer hat 1909 eine Tabelle aller Primzahlen unter 10 Millionen als Buch verdéffentlich,
und in einem zweiten Buch sind die kleinsten Primteiler aller Zahlen unter 10 Millionen
enthalten, die nicht durch 2, 3, 5 oder 7 teilbar sind. Damit ist eine vollstéindige Fak-
torisierung dieser Zahlen moglich. Man sollte aber bedenken, dafl ein Computer eine
solche Zahl schneller zerlegen kann, als man in einer Tabelle nachschlagen kann.

Fiir ein Sieb-Programm braucht man nicht viel Speicherplatz: man reprasentiert jede
Zahl durch ein Bit (die i-te Zahl durch das i-te Bit), setzt alle Bits auf 0, geht fiir alle
relevanten Primzahlen p in per Schritten iiber die Bits und setzt Einsen. Die restlichen
Null-Bits repréasentieren Primzahlen.

Wenn aus irgendeinem Grund alle Primzahlen nacheinander durchforstet werden miis-
sen, so sollte man (p; — p;_1)/2 tabellieren, hierfiir reichen 6 Bit fiir p < 10°, also
braucht man insgesamt 59 KByte, die Primzahldifferenzen fiir p < 10° passen in 8 Bit,
dafiir braucht man insgesamt 51 MByte, und fiir p < 10'? benétigt man 12 Bit (72
GByte).

Die Anzahl 7(z) der Primzahlen unterhalb einer gegebenen Schranke x berechnet sich
nach Lagrange (1830) wie folgt (alle Briiche sind als ihre ganzen Teile zu verstehen):

1+7r(x):7r(\ﬁx))+x— > Z 4 > T

pi<y/(x) bi pi<p;<+/(@) Pibs

Nach dem Ein- und Ausschlulprinzip wird die Zahl der Vielfachen kleiner Primzahlen
weggenommen, die der Vielfachen zweier kleiner Primzahlen hinzugefiigt usw. Lagrange
berechte so die Zahl der Primzahlen unter 10° zu 78.526; eine damals aktuelle Prim-
zahltabelle enthielt 78.492 Eintrége, der richtige Wert ist 78.489.

Meisel hat 1885 7(10) = 50.847.478 berechnet, dies sind 56 Zahlen zu wenig, wie von
Lehmer erst 1958 bemerkt wurde.

Ein Primzahltest ist eine Bedingung P(n) € {0, 1} mit P(n) = 1 genau dann, wenn n
eine Primzahl ist. Demgegeniiber ist ein Kompositionstest eine Bedingung K, so dafl

aus K(n) =1 folgt, dafl n zusammengesetzt ist, d.h. wenn n eine Primzahl ist, so gilt
stets K(n) = 0, es ist aber auch K (xy) = 0 moglich.

Der kleine Satz von Fermat besagt: Ist p eine Primzahl und ggT(a,p) = 1, so gilt
a?~t =1 (mod p).

Wenn also
a¥ "' #1 (mod N)

gilt, so ist N zusammengesetzt.

Allerdings kann dieser Test versagen: 341 = 11 - 31, aber 231° = 1 (mod 341), jedoch
wird die Zahl 341 entlarvt, wenn wir a = 3 wihlen: 3% = 56 (mod 341). Man sagt:
341 ist eine Fermatsche Pseudoprimzahl zur Basis 2.

Von Lehmer (1936) stammt eine Liste aller Pseudoprimzahlen zur Basis 2 zwischen
107 (dem Ende damaliger Primzahllisten) und 108, die keinen Faktor < 313 haben.
Pomerance, Selfrigde und Wagstaft veroffentlichten 1980 eine Liste von 1770 Zahlen
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unter 25 - 10%, die pseudoprim zu allen Basen 2, 3, 5, 7 sind. In diesem Bereich geniigen
also vier Fermat-Tests als Primzahltest. Man bedenke, dafl zur Berechnung von a”, n ~
10° = 239 jeweils nur 60 Multiplikationen und MOD-Operationen nétig sind.

Leider gibt es Zahlen, die pseudoprim zu jeder Basis sind, diese heiflen Carmichael-
Zahlen; die kleinste ist 561 = 3 - 11 - 17, es gibt etwa 100000 unter 10%°.

Der Fermat-Test kann durch weitere Tests ergénzt werden, fiir die wir im folgenden die
theoretischen Grundlagen legen.

Definition: Es sei ggT'(a,n) = 1, dann heifit a ein qudratischer Rest von n, wenn
2?2 = a (mod n) fiir ein x gilt, anderenfalls heiit a quadratischer Nichtrest. Wenn p
eine ungerade Primzahl ist, so ist das folgende Legendre-Symbol definiert:

a\ _ { 1, a quadratischer Rest mod p
p)  L-1, a Nichtrest

Lemma 9.1 1. Die Menge der quadratischen Reste von n st eine Untergruppe von
(Z/nZ)*.

2. Wenn (Z/nZ)* zyklisch ist (z.B. wenn n eine Primzahl ist), dann gibt es gleichviele
Reste wir Nichtreste und das Produkt zweier Nichtreste ist ein Rest.

Beweis: 1. Sei 22 = a, y*> = b, dann ist (zy)* = ab.
2. Wenn (Z/nZ)* = (g) ist, dann sind 1, ¢°, ¢*,... quadratische Reste und g, ¢3,...
sind quadratische Nichtreste. Schlieflich ist das Produkt zweier ungerader Potenzen
eine gerade Potenz. O
ab
(%)

Satz 9.3 (Euler) Wenn ggT'(a,p) = 1,p # 2 ist, so gilt ( ) = a2 (mod p).

a
p

Folgerung 9.2 (9) (9) =

p p

Beweis: Sei Z/pZ = (g). Es sei g° = —1. Dann ist g** = 1, also ist 2s ein Vielfaches von
p— 1, denn ord(g) = p — 1. Also sind fiir s nur die Werte 0, (p — 1)/2, p — 1 mdoglich.
Im ersten und dritten Fall ist aber ¢° = 41, also folgt ¢?"~1/2 = —1. Sei nun a = ¢,
dann ist aP~1/2 = ¢tP=1)/2 = (—1)*, also ist a genau dann quadratischer Rest, wenn ¢
gerade ist, und genau dann gilt «® Y2 =1. O

Ohne Beweis geben wir das folgende ,,quadratische Reziprozitéatsgesetz* an:

Satz 9.4 Seien p,q ungerade Primzahlen, dann gilt

()-(p)

Wir kénnen dies anwenden, um das Legendre-Symbol schnell zu berechnen:
4567 ist eine Primzahl.

(1) - () (i) = () -7 (5) 0= () - () = -1
Das folgende Jacobi-Symbol verallgemeinert das Legendre-Symbol:
Definition: Sei n = [ p}", wir setzen (%) =11 (“ )a

pi
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Satz 9.5 Wenn a,b,n ungerade sind und ggT(a,n) = ggT(b,n) = 1 ist, so gilt
) =) o
Wenn also a ein quadratischer Rest ist, so gilt (%) = 1, aber die Umkehrung gilt nicht.

Wir kommen zuriick zum Primzahltest.

Wenn N ungerade und ggT(a, N) = 1, aber a"z # +1 (mod N) ist, so ist N zu-
sammengesetzt, denn nach dem Eulerschen Satz ist dieser Term im Primzahlfall gleich
dem Legendre-Symbol.

Falls aber a" 7 = +1 ist, so berechne man das Jacobi-Symbol (%) Wenn nun a7 %

+ (%) ist, so ist N zusammengesetzt, denn wenn N eine Primzahl wire, so wéren

Jacobi- und Legendre-Symbole gleich und man wendet den Satz von Euler an.

Eine Zahl N mit a"7 = + (%) heifit Euler-pseudoprim zur Basis a.

Einige Carmichael-Zahlen werden durch Euler entlarvt, z.B. 1729, denn 11364 = 1
(mod 1729), aber (1;—;)) = -1

Pinch (1993) hat festgestellt, dafl so bekannte Computeralgebrasysteme wie Mathema-
tica, Maple V und Axiom einige bekannte Carmichael-Zahlen als Primzahlen passieren
lassen.

Der folgende Satz von Lucas und Lehmer kehrt den Satz von Fermat um:

Satz 9.6 Sei N — 1 =1[[q" die Primzahlzerlegung. Wenn ein a existiert, so dafs

aN V% £ 1 (mod N) fiir alle i,
aber

a¥"' =1 (mod N),

dann st N eine Primzahl.
Beweis: Wenn N prim ist, so existiert in Z/NZ* ein Element der Ordnung N — 1, und
sonst nicht, da dann ¢(N) < N ist. Nach Voraussetzung ist die Ordnung von a ein
Teiler von N — 1. Jeder echte Teiler von N — 1 ist ein Teiler von (N — 1)/¢;, diese sind
aber nicht gleich der Ordnung von A, also ist die Ordnung von A gleich N —1. O

Fiir die Auswahl dieser Zahl a sollte man keine mit (%) = 1 nehmen, denn diese
konnen keine Erzeugenden sein.
SchlieBlich erwdhnen wir den Lucas-Primzahltest fiir die Mersenne-Zahlen M,, = 2" —1.
Diese Zahl ist genau dann prim, wenn fiir die rekursive Folge
vy =4, v; = v2_( mod M,)
gilt:
Va2 = 0( mod M,)

gilt.
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Wir wollen uns nun mit der Faktorisierung von Zahlen beschéftigen. Als Beispiel fiir
die Schwierigkeiten, die hier zu erwarten sind, beginnen wir mit den Fermatzahlen

F,=2% 41,

diese Zahlen sind fiir kleine Werte von n Primzahlen: 3, 5, 17, 129; Fy = 65537 ist
die groBite bekannte Primzahl unter den Fermatzahlen. Pépin hat gezeigt: F), ist genau
dann eine Primzahl, wenn

3% = 1 (mod F},)
ist. Die kleinste Fermatzahl, wo die Zerlegbarkeit unklar ist, ist Fy, = 10°Mi; die Zahl
Fy ist seit 1963 als zusammengesetzt bekannt, aber man kennt keinen Faktor.

Die Feststellung, ob eine Zahl eine Primzahl ist, ist relativ schnell zu machen. Faktori-
sierungen sind schwierig und langwierig. Deshalb sollte einen Faktorisierungsalgorith-
mus nur auf eine Zahl anwenden, von der man weif3, daf sie zerlegbar ist.

Ein erstes Beispiel der Zerlegung einer wirklich grolen Zahl wurde durch Cole (1903)
gegeben:
20T —1~10”-10".

1. Als erstes sollte man Probedivisionen durch kleine Primzahlen machen, die als
Tabelle vorliegen oder on-line erzeugt werden.

Besser ist es, nicht nur durch Primzahlen zu teilen, sondern durch alle Zahlen der Form
6k £+ 1 (sowie durch 2 und 3), dann braucht man in keiner Tabelle nachzuschlagen. Die
Zahlen dieser Form erzeugt man sich, indem man z = 5 und d = 2 als Anfangswerte
wahlt und dann z := z + d, d := 6 — d iteriert.

Die Grenze der Probedivision liegt bei z > v/ N, also wenn z > N/z ist, man braucht
also keine Wurzel zu berechnen, wéihrede der Quotient sowieso berechnet werden muf.
Man achte darauf, dafl jeder gefundene Faktor sofort wegdividiert werden mufl und dafl
Primfaktoren auch mehrfach auftreten konnen.

2. Wir fassen Produkte von Primzahlen blockweise zusammen:

po= ][] P=~10¥

2<p<97

m= JI P=10%
101<p<199

po= [ P=10"
907<p<997

Der mit dem Euklidischen Algorithmus berechenbare ggT' (N, p;) teilt N.
3. Fermatsche Methode

Wir versuchen, die Zahl N = a-b in der Form N = 2% —y* = (z+y)(z —y) darzustellen.
Dabei ist z > /N, wir beginnen also mit m = [v/N| + 1, setzen z = m? — N und
iiberpriifen, ob dies eine Quadratzahl ist. Wenn nicht, so erhéhen wir m um 1, d.h. die
ndchste zu testende Zahl ist z 4+ 2m + 1.
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Es sei nebenbei bemerkt, da$ man Quadratwurzeln wie folgt berechnen kann (eine Zahl
ist dann eine Quadratzahl, wenn sie gleich dem Quadrat ihrer Wurzel ist): zunéchst
gibt es ein Iterationsverfahren

Lp— 1+$n1

Ty = 9 >

oder man verwendet die binomische Formel

1 1
:1+<1>x+<;>x2+~'.

Schliellich kann man es einer Zahl schnell ansehen, daf§ sie keine Quadratzahl ist, denn
die letzten beiden Dezimalstellen einer Quadratzahl haben die Form

(S

(1+2)

uu, gl, g4, 25, ub, g9,

wobei u eine ungerade und ¢ eine gerade Zahl bedeutet.
4. Legendre
Wir suchen z # £y mit 22 = y* (mod N). Dann ist

2 —y*=0= (z+y)(x —y) (mod N),

also (x +y)(xz —y) =tN, aber N teilt dieser Faktoren. Also sind die Primteiler von N
auch in z + y vorhanden, man berechne also ggT'(N,z — y).

Aber wie soll man solche z,y finden?

Wir suchen fiir ,,kleine® Primzahlen p; folgende Kongruenzen zu l6sen:

zj = (=1) rpit - pi (mod N).

Wenn wir geniigend viele gefunden haben, so sind die Vektoren (e, . . ., i) modulo
2 linear abhéngig, also gibt es a; mit

Z ak(eok, Ce ,emk) = (O, Ce ,0),
k=1

also .
Z ag(Coks -+ s €mk) = 2(Vo, -+, Un)-

Wir setzen dann x = [[x}*, y = (—=1)%p{* - pm, es gilt

2=TI6D" = QI pip)”
1)2 (lkeok Zakelk . .pnzl: Apemi

(-
— ( 1)21]0 201 . pzrzbjm
y
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Moderne Faktorisierungsmethoden wie die von Pollard, auf die wir aber hier nicht
eingehen, haben ihre Leistungsgrenze bei 120 bis 150 Dezimalstellen.

Daf3 eine Zahl N durchschnittlich Inln N verschiedene Primfaktoren hat, wollen wir
einmal hinnehmen. Wie grof3 aber sind diese?
Wir ordnen die Primteiler von N der Gréfle nach:

N:PS(N)Psfl(N>P2(N)P<N)a

wobei P(N) der grofite sei. Dann hat N/P(N) noch s — 1 verschiedene Primteiler, also

n
s—lwlnlnm = In(InN —In P(N))
In P(N)
= InlnN +1In(1 -
nln N + In( N )
In P(N)
= In(1l — ————=
s+ In( N ),

also In(1— lnlf%\f)) ~—1,dh 1- lnlf%v) ~LalsolmP(N)~ (1-1)InN =0,632InN
und somit

P(N) ~ N%6%2,

Primzahlen und Krytographie

Bei der Krytographie geht es darum, zunéchst einer Zeichenkette eine Zahl T zuzuord-
nen, die mittels einer Verschliisselungsfunktion f zu einem Code C' = f(t) chiffriert
wird. Der Code C wird an den Empfinger gesandt, der iiber die Inverse f~! der Ver-
schliisselungsfunktion verfiigen mufl; um den Originaltext lesen zu kénnen.

Die Funktionen f und f~! sind im einfachsten Fall Tabellen. Besser sind Funktionen,
die von einem Parameter abhéngen (einem Schliissel), diesen Schliissel sollte man héufig
wechseln.

Ein erfahrener Verschliifiler geht davon aus, dal dem unberechtigten Mithorer seiner
Nachricht der Verschliiflungalgorithmus bekannt geworden ist, (hoffentlich) nicht aber
der jeweilige Schliissel.

Ein einfacher Schliissel, der schon von Caesar benutzt wurde, besteht im Verschieben
der Buchstaben um eine konstante Zahl: C' = T + k. Durch Rivest, Shamir, Adleman
ist nun Codierungsverfahren mit 6ffentlichem Schliissel entwickelt worden, das RSA-
Verfahren. Dabei ist

C =T" (mod N), alsoT = VN (mod N),

die erste Operation ist schnell durchgefiihrt, die zweite ist schwierig, falls N eine zu-
sammengesetzte Zahl ist.

Wir verfahren wie folgt: Wir suchen Zahlen N, k, so da ein &’ mit T = C* (mod N)
existiert, d.h. a** = a (mod N) fiir alle a, und es soll schwer sein, eine Zahl s mit
a** = a (mod N) zu bestimmen.
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Fiir die Eulersche Funktion ¢ gilt a?™) = 1 (mod N), falls ggT(a, N) = 1 ist. Die
Carmichael-Funktion A(V) ist ein Teiler von ¢(N), und es gilt

™) =1 (mod N),

fiir alle a, falls N ein Produkt verschiedener Primzahlen ist. Wenn p # ¢ Primzahlen
sind, dann gilt

(r=1(g-1)
Apq) = =kgV(p—1,q—1).
(Pa) gT(p—1,q—1) 7 ( )
Dann gilt a** = a (mod N) genau dann, wenn kk' = 1 (modA(n). Wir setzen also

N = pq und suchen ein m mit
mAN)+1=Fk-k

indem wir am Besten k vorgeben und die Kongruenz mA(N) + 1 = 0 (mod k) 16sen.
Wenn A(NN) nicht bekannt ist, kann ein Unbefugter die Zahl &’ nicht bestimmen.

Wir bestimmen dann C' = f(T) = T* (mod N) und versenden diesen Code. Dabei
sollte k nicht zu klein sein, damit 7% > N wird und tatséchlich eine (mod N)-Reduktion
vorgenommen wird.

Der Empfanger berechnet

CF = T = 7AW+ = T (1mod N).

Die Schliissel N und k£ kann man als Zeitungsinserat verdffentlichen. Der unbefugte
EntschliiBler muf} die Zahl A(N) berechnen, dazu muf§ er die Zahl N zerlegen, und das
schafft er nicht in einer verniinftigen Zeit, wenn p und ¢ grof§ sind.

10 Faktorisierung von Polynomen

Gegeben ist ein Polynom f(z) € Q[z] mit rationalen Koeffizienten. Das Polynom f(x)
ist entweder irreduzibel, oder es gibt Polynome g(x), h(x) € Q[x], so dal f(x) =
g(x)h(x) gilt. Solche Teiler von f(z) wollen wir berechnen.

Als erstes wollen wir eine Schranke fiir die Koeffizienten eines Faktors eines Polynoms
angeben:

Satz 10.1 Sei f(z) € Clz|, deg(f) = n, die Betrige der Nullstellen von f(x) seien
durch die Zahl b beschrinkt, dann haben die Koeffizienten eines Teilers p(x) von f(x)
hochstens den Betrag maxy ’(;) V*|, wobei r = deg(p).

Beweis: Sei p(x) = [I(z + 2;) = X piz"", dann gilt nach Vietd
p=z+...+ 2z,

P2 = 2122+ ...+ 212,
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Pr=21...%,
also |p; [< (Y. O

Bleiben wir bei Polynomen mit rationalen Koeffizienten. Wenn wir etwa vorhandene
Nenner der Koeffizienten von f(z) ,,hochmultiplizieren“, erhalten wir ein Polynom mit
ganzzahligen Koeffizienten. Wir iiberlegen schnell, wie die Zerlegungen in Q[z] und in
Z[z] zusammenhéngen:

Sei f(z) = Y a;xz"" € Z[x], der grofite gemeinsame Teiler der Koeffizienten heifit der
Inhalt von f: cont(f) = ggT(ao,...,a,).

Ein Polynom f(z) heift primitiv, wenn cont(f) = 1 ist. Es gilt das

Lemma 10.2 (Lemma von Gaufl) : Wenn f(x) und g(z) primitive Polynome sind,
so ist auch h(x) = f(x)g(x) primitiv.

Beweis: Andernfalls gibt es eine Primzahl p, die alle Koeffizienten von h(z) teilt. Seien
f»(x), g,(x), hy(x) die Polynome aus Z/(p)[z], deren Koeffizienten die Restklassen der
Koeffizienten von f, g, h sind. Dann gilt

fo(®)gp(x) = hy(x) = 0 in Z/(p)[z],

ein Widerspruch, da es in einem Polynomring iiber einem Korper keine Nullteiler gibt.
O
Nun beweisen wir den

Satz 10.3 (Satz von Gaul) Wenn sich ein Polynom f(x) € Z[x] in ein Produkt
zweier Polynome mit rationalen Koeffizienten zerlegen ldfst, so lafit es sich auch in ein
Produkt von Polynomen mit ganzzahligen Koeffizienten zerlegen.

Beweis: Jedes Polynom f(x) € Q[z] kann als

mit a,b € Z und einem primitiven Polynom f*(x) dargestellt werden. Sei also
a * *
f(@) = g(@)h(z) =+ f*(2)g"(x)

mit primitiven f* g* (die Briiche haben wir schon zusammengefafit). Dann ist das
Polynom f*(x)g*(x) primitiv, auf der linken Seite stehen nur ganzzahlige Koeffizienten,
also muf ¢ eine ganze Zahl sein. O

Wir beschrianken uns also auf die Faktorisierung ganzzahliger Polynome. Kronecker
hat gezeigt, dal dieses Problem algorithmisch 16sbar ist: Sei deg(f) = n, dann kann
ein Teiler von f hochstens den Grad m = n/2 haben. Seien m + 1 verschiedene Zahlen
ao, - - - a4y, gewdhlt, wir berechnen f(ao), ..., f(am). Wenn es einen Teiler g(x) von f(z)
gibt, so gilt g(a;) | f(a;) fiir alle i. Sei F; die Menge aller Teiler von f(a;). Nun wéhlen
wir fiir K = 1,...,m (k+ 1)-tupel (b;,,...,b; ) aus, wobei b;; € Fj, gilt und bilden
das (eindeutig bestimmte) Polynom g(z) vom Grade k mit g(a;,;) = b;,. Wenn es einen
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Teiler g(z) gibt, so ist es eines von diesen. Wir miissen also alle k-elementigen Mengen,
deren Elemente in verschiedenen F; liegen, durchforsten, das sind ungefdhr 2™ Stiick.
Das Polynom g(z) mit g(a;;) = b;; erhalten wir wie folgt: Sei

(r1 —ap)(r1 —az) ... (r —ai—1)(x — ay1) ... (x — ag)
(ai — CL())(CLZ' — CLQ) e (CLZ' — ai_l)(ai — a'i—f—l) . ((IZ‘ — Cbk)’

dann gilt L;(a;) = d;j, also leistet g(z) = > b;L;(z) das Verlangte.

Betrachten wir ein Beispiel: f(z) = 2% + 4, m = 2, wir wihlen a9 = 0, a; =
1, ay = —1 und erhalten f(0) = 4, f(1) = f(—1) = 5, also die Teilermengen
Fy = {£1, £2, £4}, F, = F, = {£1,45}. Probieren wir by = 1, by = —1, by = 5,
das Polynom, dafl diese Werte annimmt, ist gleich 22 — 3z + 1, dies ist kein Teiler von
f(z). Von den insgesamt 96 Moglichkeiten ist by = 2,b; = 5,by = 1 eine giinstige, sie
fiihrt zum Polynom z? + 2z + 2, dies ist ein Teiler von f(z).

Als ein Verfahren, dafl die Problemgrofie reduziert, behandeln wir zunéchst die qua-
dradfreie Zerlegung von Polynomen.

Gegeben sei ein Polynom f(z), gesucht ist eine Zerlegung f = [;,e1 g., wobei g; alle
ireduziblen Faktoren von f enthélt, die i-mal in f vorkommen. Um diese Zerlegung
herzuleiten, zerlegen wir f iiber C in Linearfaktoren:

f@) =]z - a)™

. Die Ableitung von f hat dann die Form

fr=>"(ni(x —a;)" " [[(z — a;)™.
i j#i
Demnach hat ggT(f, f') die Faktoren (z—a;)™, wobei m; = n; oder m; = n;_; ist. Also
teilt (x —a;) alle Summanden von f’ aufler einem und es ist ggT(f, f') = [1(z —a;)™ .
Das Polynom g(z) = m = [I(z —a;) hat also dieselben Nullstellen wie f, aber jede
nur als einfache, und ggT(g, ggT(f, f')) = [I,,>1( —a;) hat alle mehrfachen Nullstellen
von f als einfache Nullstellen. Somit besitzt

g = r — a;) = (g1
ggT(g,88T(f, [") ngl( =9

genau die einfachen Faktoren von f.

Wenn wir dasselbe Verfahren auf f; = ggT(f, f') anwenden, erhalten wir die einfachen
Faktoren von f;, also die zweifachen Faktoren von f, usw.

Wir bemerken schlieflich, dal die g; teilerfremd sind.

Wir wollen nun versuchen, mit weniger Versuchen als Kronecker auszukommen. Wir
werden Polynome faktorisieren, indem wir folgende Schritte unternehmen:

1. Mehrfache Nullstellen von f(z) werden entfernt (s. o.).

2. Wir suchen eine Primzahl p, so da8 f,(z) denselben Grad wie f(x) hat (p darf den
hochsten Koeflizienten von f(z) nicht teilen) und daf8 f,(z) weiter quadratfrei ist (p
darf die Diskriminante von f(x) nicht teilen. Wir zerlegen nun f, = g,h, im Ring

Z/(p)[x).
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3. Wir liften® die mod—p-Zerlegung zu einer mod—p*-Zerlegung fiir hinreichend grofies
k' f(z) = [T hi(x)(mod p).

4. Jeder Faktor g(x) von f(z) ist das Produkt einiger der h; (vielleicht selbst eines der
h;). Wir iiberpriifen, ob h; | f, ob h;h; | f, ...

Die ,,durschnittliche“ Anzahl der Faktoren eines Polynoms vom Grade n ist log(n), also
sind etwa 2'°8(") = n Probedivisionen nétig. Jedoch entspricht nicht jeder Zerlegung
modulo p einer Zerlegung iiber Z:

2?+2=(z+1)(x+2) (mod 3)

Wir beschéftigen uns noch einmal mit endlichen Kérpern.

Ein endlicher Korper K hat die Charakteristik p, besitzt also F, = Z/pZ als Un-
terkorper. K ist als F,-Vektorraum endlichdimensional, hat also ¢ = p" Elemente.
Die multiplikative Gruppe von K hat dann ¢ — 1 Elemente, also gilt a? = a fiir alle
a € K, d.h. K ist als Zerfallungsképrer des Polynoms x?—x bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt; er wird mit F, bezeichnet.

Umgekehrt: Sei F; ein Unterkorper eines Korpers L, dann ist die Menge

E={beL|t=0b)

ein Unterkorper von L, wie wir gleich sehen: Seien x,y € E, dann ist (zy)? = x29y? =
vy € B, wenn z # 0 ist, soist 27! = 1, alsox9™ 2 =zt und (z7')7 = (29)1 2 =272 =
z~! € E. Weiter folgt aus (z + y)? = zF 4+ y? durch Induktion (z + y)? = 27+ y? =
x +y € F und schliellich (—x)? = (—1)%2? = —z, da entweder ¢ ungerade oder p = 2
ist.

Der Korper E besteht aus den Nullstellen des Polynoms f(z) = z¢ — x in L, das
Polynom f hat nur einfache Nullstellen, weil f'(x) = qz? ! — 1 = —1 # 0 ist, es gibt
also genau ¢ Stiick, also ist £ = F,,.

Wir halten fest:
F,={be L|b =b}.

Auferdem gilt 77 — z = [[ep, (7 — a).

Sei K =F, und f(z) = fi(x)--- fe(x) € Klz] ein quadratfreies Polynom mit den
irreduziblen Faktoren f;. Wir wollen die Anzahl k der Faktoren bestimmen.
Wir betrachten die Faktoralgebra A = Klz|/(f(x)), nach dem chinesischen Restsatz
gilt

A =& Kla]/(fi(z) = OK;
wobei die K; Korper mit ¢4 Elementen sind (d; = deg(f;). Wir betrachten die Funktion
Q:A— A Q(a) =a?— a. Da alle Kérper K; die Charakteristik p haben, ist @) eine
K-lineare Abbildung. Die K; sind @Q-invariant, wir setzen Q; = Q |k, und wissen, da8
KerQ; =F, = K ist. Also ist KerQ = K*, d.h. die Zahl k der irreduziblen Faktoren
von f(x) ist gleich dimg (Ker@).

Wir betrachten ein Beispiel:
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Seiq=p=7 f(r) =a2*—32%— 322 — 32 + 1. Dann hat A die Dimension 4; wir
berechnen die Bilder der kanonischen Basis.

Q)=1"-1=0

Qz)=a2"—x=—-2>+22* —22+1
Qz?) =™ —2* = —22° — 227 + 32 + 2
Q*) =2 —2® =32 — 2 + 243

Die Darstellungsmatrix vom () ist dann

0 1 2 3
0 -2 3 1
0 2 =3 —-1]°
0 -1 -2 =3

sie hat den Rang 1, also hat f drei irreduzible Faktoren. Es ist ggT(f, f') = = — 1, dies
ist also ein doppelter Linearfaktor von f und wir erhalten f(z) = (z—1)*(z—3)(z+2).

Im Folgenden werden wir ein Polynom a(z) = 3 a;2" ! € Z/(p)[x] mit dem Zeilenvek-

tor a = (ao, . ..,a,) seiner Koeffizienten identifizieren.
Sei f(x) € Z/(p)[x] ein gegebenes Polynom. Wir konstruieren die Matrix
Q = (ry;)

folgendermafien: Die Zeilen von @ seien die Koeffizienten von z modulo f(z) fiir
1=0,...,n—1.

Satz 10.4
a@ = d” (mod f(z)).

Beweis: Es ist
a(z)? = a(z?) =Y ax” =Y a; > rya® (mod f(z))
= Z(Z a;irg)r® = aQ. O

Nun kénnen wir f(z) modulo p zerlegen:

Satz 10.5 (Berlekamp) Sei h(x) € Z/(p)[x] ein Polynom mit h? — h = 0(mod f),
dann gilt f = 1"y 99T(f,h—1). Die Zahl der irreduziblen Teiler von f(x) in Z/(p)[z]
st gleich der Dimension des Nullraums der Matriz () — E.

Beweis: Es gilt h* —h = h(z? —x) = h([I(z — 1)) = [1(h — i) (siehe oben). Wenn nun f
ein Teiler von h? — h ist, so folgt f | [TegT(f, h — 7). Andererseits gilt ggT(f,h —1i) | f
und fiir ¢ # j sind h — ¢ und h — j teilerfremd, also gilt die behauptete Gleichheit.
Weiter gilt f | (h* —h) genau dann, wenn h@) = h? = h (mod f), also wenn h(Q — F) =
0.
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Sei f = fi...[f. ein Teiler von [[(h — i), die f; seien die paarweise verschiedenen
irreduziblen Faktoren von f. Dann gilt f; | (h — s;) fiir gewisse s; € {0,...,p— 1}. Zu
gegebenen si,...,s, gibt es nach dem chinesischen Restsatz ein modulo f eindeutig
bestimmtes A mit h = s; (mod f;), also gibt es zu jedem der p” r-tupel (sq,...,s,)
eine Losung h, der Losungsraum des Gleichungssystems h(Q — E) = 0 hat also die
Dimension r. O

Beispiel:

Wir wihlen p = 2 und betrachten f(x) = 2? 4+ z. Dann ist Q = <0 1

QQ—FE) = 0 einen 2-dimensionalen Nullraum. Wenn wir die Losung h(x) = 1 verwenden,
erhalten wir ggT'(f, h—1i) = 1, also keinen nichtkonstanten Teiler. Die Losung h(x) = x
liefert mit ¢ = 0, 1 die beiden Teiler ggT(f,x — 7).

1 O> dann hat

Den néchsten Schritt, das Liften einer Zerlegung modulo eine Primzahlpotenz, machen
wir mit Hilfe des Henselschen Lemmas:

Lemma 10.6 (Lemma von Hensel) Seien f(z), go(z), ho(z) € Z[x] Polynome, so

dafs
f(c) = go(z)ho(z) (mod p),

wobei go, ho teilerfremd sind, dann gibt es Polynome gi(x), hi(z), so dafs

(@) = ge(@)hi(x) (mod p™*),

gi(z) = go(z)  (mod p),
hi(x) = ho() (mod p).

Beweis: Wir fithren die Induktion {iber k. Seien gr und h; schon konstruiert. Nach
Voraussetzung ist

f(@) = gr(@)hi () = p"* - w (1)
ein Polynom, dessen Koeffizienten durch p**! teilbar ist. Wegen der Teilerfremdheit
von go und hg gibt es Polynome [(x), m(x) mit

[(z)go(x) + m(x)ho(z) =1 (mod p), (2)
wir setzen

gr+1(2) = g(2) + p"u(z),

hipr () = by () + p*o(x),

wobei die Polynome u und v noch zu bestimmen sind. Dann gilt
grirhesr — = gehw — f + P (gev + hyw) + p?* o,

wegen (1) folgt

Gt — =0 (grv + hiu — w) (mod p**?),
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k+2

die rechte Seite ist durch p**= teilbar, wenn

gV + hpu = w (mod p)
wire. Wir multiplizieren (2) mit w:
wlgy +wmhy = w (mod p),
fithren eine Restdivision durch:

wm = qgo + u

und setzen dies in die letzte Gleichung ein:
(wl 4+ qho)go + uhy = w (mod p).
Wenn wir den Klammerausdruck mit v benennen und berticksichtigen, dafl gy = gx(mod

p) und hy = hy(mod p) gilt, erhalten wir das Gewiinschte. O
Beispiel: Sei f(z) = 52 + 57z + 70; wir withlen p = 2 und erhalten modulo 2 das schon

oben betrachtete Polynom 22 +x. Die Hensel-Liftung liefert bei der Eingabe von  und
x — 1 schrittweise:
t=1:z+2, x—1
t=2:2+2 -1
t=3:x+2, -3xr—1
t=4: -6, 5x+7
t=5: x4+ 10, bx + 7,
dies ist die Zerlegung von f(x) iiber Z.

Multivariate Polynome

Wir wollen nur kurz und ohne Beweise ein Verfahren vorstellen, wie E. Kaltofen (1982)
die Faktorisierung von Polynomen in zwei Variablen durchfiihrte.
Sei f(z,y) € Zlx,y] ein Polynom, so das 1) f(z,0) quadratfrei ist und 2) f(z,y) =
S bi(y)x™ " mit by(y) = 1 gilt. Weiter sei h(z) ein irreduzibler Faktor von f(z,0). Wir
setzen

d=2-deg, f-deg, f,
im Koérper

F=Qlt]/(h(1))

ist (¢t mod h) eine Nullstelle von h(z), wir bestimmen ein Element b € F[y] mit

flb,y) =0 (mod y™)
mit Hilfe einer (abgednderten) Newton-Iteration wie folgt: wir setzen

_of

ap =t mod h, fa 9

§= 1/f:c(a0)7
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und fir k=1,...,d
ar = ap_1 — 5 - f(ax_1,y) modulo y**
(d.h. hohere Potenzen von y werden weggelassen), und schliellich
b=ay.

Nun suchen wir die kleinste Zahl i, degh < i < deg, f, so daB ug, ..., u;—1 € Q[y] mit
deg, (u;) < deg, f existieren, so dafl

b4+ ub =0 (mod y**1)

gilt. Dann ist . .
g(z,y) = 2"+ Y _u;a’ € Q,y]
ein Faktor von f(x,y).

11 Grobner-Basen

Der Ausgangspunkt ist die Untersuchung von Losungen polynomialer Gleichungen in
mehreren Unbekannten:

fl(ﬂfl,...,ﬂfn) =0

fm(xl, R ,.Z'n) = 0.

Die Losungsmenge dieses Gleichungssystems dndert sich nicht, wenn wir mit diesen
Gleichungen Operationen (z.B. Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer an-
deren) durchfiihren, die riickgidngig gemacht werden konnen, also wenn wir wenn wir
ein anderes Erzeugendensystem des von den Polynomen f1, ..., f,, erzeugten Ideals in
Q[x1, ..., z,] betrachten.

In der Menge S der Monome z}' ..
Forderungen erfiillt:

.k fiithren wir eine Ordnung ein, die folgende

1. fiir alle a,b,c € S gilt: wenn a < b, so gilt auch ac < be,
2. fiir b # 1 gilt a < ab.

Ein Beispiel fiir eine derartige Ordnung ist die ,, Grad-lexikographische* Ordnung: Wenn
deg(a) < deg(b), so setzen wir a < b fest; wenn deg(a) = deg(b) gilt, so setzen wir a < b,
falls

G =Tj . .TyTp...
b=z ...x;7,...
und p < q gilt.

Wenn dann f € Q[xy, ..., x,] ist, so nennt man das grofite in f vorkommende Monom
das Leitmonom LM (f), den zugehorigen Koefizienten nennt man des Leitkoeffizienten

le(f).
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Sei nun F' = {f,...,fm} € Q[z1,...,2,] eine Menge von Polynomen und f €
Q[x1, ..., x,], dann nennen wir ein Polynom ¢ eine F-Reduzierte von f, wenn es Po-
lynome hq, ..., h,, gibt, so dafl

g:f_zhifi

gilt und entweder g = 0 oder LM (g) < LM(f) ist. In dieser Situation schreiben wir
kurz
f—ryg.

Wenn sich eine Reduzierte weiter reduzieren 1483t, so kann man dies solange wiederholen,
bis ein Polynom g, entsteht, dessen Leitmonom durch kein Leitmonom der f; teilbar
ist, das also nicht F-reduziert werden kann. Ein derartiges Polynom nennen wir eine
F-Normalform von f. Solche Normalformen miissen nicht eindeutig bestimmt sein, z.B.
hat fiir F' = {z* — 1,2® — 5} das Polynom z® die beiden Normalformen z und 5z2.

Definition: Ein Erzeugendensystem F' eines Ideals I C Qz1, ..., x,] heifit Grobner-
Basis von I, wenn fiir jedes f € I das Nullpolynom die einzige F-Normalform von f
ist.

Beispiel (Davenport):
Wir suchen die Losungen des folgenden Gleichungssystems

¢ = 2yz — 222 =0,

g2 = xy’z — xyz = 0,
gs = 2°y* — 2 =0,

wir setzen x > y > z, eine Grobner-Basis des von g1, g2, g3 erzeugten Ideals besteht aus
g2, g3 und den folgenden Polynomen:

2 2
ga =T Yz — 2,

2 2
95 =Yz — =,

go = 1°2° — 2°,

wie wir spéter sehen werden. Wenn z = 0 ist, so erhalten wir aus der dritten Gleichung,
daB z = 0 oder y = 0 gelten mufl. Wenn z # 0 ist, so folgt aus der fiinften Gleichung
y = 1 und aus der dritten 22 = 2. Die Menge aller Losungen besteht aus zwei sich
schneidenden Geraden und einer Parabel.

Sei I C Qlzy,...,x,] ein Ideal und LM(I) C S die Menge aller Leitmonome von
Elementen aus I. Sei m € LM(I) und b € S, dann gibt es ein f € I mit m = LM (f)
und weil [ ein Ideal ist, gilt bf € I, wegen der Monotonie der Ordnung ist dessen
Leitmonom gleich bm, also gilt bm € LM(I), wir sagen: LM (I) ist ein Ideal der
Halbgruppe S.

Satz 11.1 F ist genau dann eine Grobner-Basis des Ideals I, wenn LM (F) das Halb-
gruppenideal LM (1) erzeugt.
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Beweis: Sei LM (F)-S = LM(I) und 0 # g € I, dann ist LM (g) = LM (f) - b fiir ein
geeignetes b € S und ein f € F, also laf3t sich g reduzieren:
h=g—bf,

nun ist A = 0 oder LM (h) < LM(g). Da es keine unendliche absteigende Folge von
Monomen gibt, erhalten wir nach endlich vielen Schritten das Nullpolynom als Nor-

malform.
Sei umgekehrt LM (F)-S # LM(I), dann gibt es ein 0 # ¢ € I, das sich mittels keines
Polynoms f € F' reduzieren 1af3t, also bereits seine Normalform darstellt. O

Definition: Seien f, g € Qlz1, ..., z,] normierte Polynome, das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache ihrer Leitmonome sei gleich

h=p-LM(f)=q-LM(g),
das folgende Polynom s(f,¢g) heiBt das S-Polynom von f, ¢:

s(f,9) =pf —ag.

Der folgende Algorithmus (Buchberger 1970) berechnet eine Grobner-Basis des von F
erzeugten Ideals:
Wir bilden die Menge aller Paare

P={(fi, i) | fi, fi € F i # [i}-

Solange die Menge P nicht leer ist, bilden wir fiir jedes Paar (f;, f;) € P das S-
Polynom s(f;, f;), entfernen es aus P und priifen, ob dessen F-Normalform h;; von
Null verschieden ist. Wenn dies der Fall ist, so fiigen wir h;; zu F’ hinzu und beginnen
von vorn. Als Resultat erhalten wir ein Erzeugendensystem des von F' erzeugten Ideals,
wo die Normalform jedes S-Polynoms Null ist.

Satz 11.2 Das Resultat des obigen Algorithmus ist eine Grobner-Basis von I = (F').

Beweis: Wir zeigen, dal LM (I) von LM (F') erzeugt wird. Sei g € I,g = Y ¢;p; fi mit
¢i € Q, fi € F und p; € S. Weiter gelte

LM (p1fi) =...= LM(p,r,) > LM(p; f;) fur alle i > r.

Wenn r = 1 ist, so ist LM (g) = LM (p1f1) = p1 LM (f1) € S+ LM(F) wie gewiinscht.
Wenn r > 1 ist, so werden wir diese Zahl schrittweise verkleinern: Wir setzen

li =LM(f;), fi =1+ h,,

dann gilt
pili = pals.

Dann tritt einer der folgenden Félle auf: [; teilt ps oder [; und ls haben einen echten
gemeinsamen Teiler. Sei zunéchst [, ein Teiler von py, lyw = py, dann gilt

p1 = wly
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und
poho = lhiwhy < Liwly = pals = pily,

also ist jeder Summand in pohy auf der rechten Seite von
p1f1 — pafo = prhi — paho

kleiner als p;l; und wir kénnen g mit weniger als r gleichen Anfangstermen darstellen:

g = (c1 + ca)pafo + ciprhy — copahy + Z cipi fi-

i>2

Im zweiten Fall haben wir
wll = yl27 P1 = twv

dann 148t sich nach Voraussetzung das S-Polynom
s=s(fi, fo) =wfi —yfo = rufr
durch Polynome f;, € F' erzeugen, fiir die gilt
LM (rifr) < LM(s) < wly < pily,
also hat

g=ct Zrkfk + citpa fo + Z cipi fi

i>2
weniger als r gleiche Anfangssummanden. O
Wir wollen eine Grébner-Basis fiir die obigen Polynome berechnen: Wir setzen
91 = 5(92,93) = —a?yz + 2%,
kénnen g; = xg4 weglassen, das S-Polynom
5(92, 91) = —a?yz + 2*
kann mittel g4 reduziert werden, wir erhalten
gs = yz* — 22
Folgende Eigenschaften der Losungsmenge eines Gleichungssystems F' = 0 kann man
an der Grobnerbasis G von I = (F') ablesen:
e ['=0und G = 0 haben dieselbe Lésungsmenge.
e F'=0 hat keine Losung, wenn G ein konstantes Polynom enthélt.

e F'=0 hat nur endlich viele Losungen, wenn folgendes gilt: Beziiglich der lexiko-
graphischen Ordnung gibt es fiir jede Unbekannte x; ein f; € G mit LM (f;) = z;".
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Beweis: Wir haben f; = ' + niedrigere Terme, in f; kommen keine x; mit ¢ > 1 vor,
sonst wére 7! nicht das Leitmonom. Also ist f; ein Polynom nur in der Variablen x,
hat also nur endlich viele Nullstellen. Weiter ist fo = 5% + niedrigere Terme, in f,
kommen also nur die Variablen z1 und x5 vor also hat f = 0 fiir jede Nullstelle von f;
auch nur endlich viele Losungen.

Wir betrachten zwei einfache Spezialfélle:

Es seien fi(z),..., fi(x) Polynome in einer Variablen. Wenn
fi=aq-fi+r

ist, so ist das S-Polynom von f; und f; gerade gleich r. Wenn also f = ggT'(f1,..., fm)
ist, so ist {f} eine Grobnerbasis des von den f; erzeugten Ideals.

Es seinen f;(z1,...,x,) Polynome vom Grad 1. Wenn wir ihre Koeffizienten zeilenwei-
se in eine Matrix schreiben, so entspricht der Bildung eines S-Polynoms gerade eine
elementare Zeilenoperation.

Wir betrachten noch einige Anwendungen:

1. Essei S =< xy,...,2, | fi = g; > eine endlich erzeugte kommutative Halbgruppe
und f, g € S. Wir fragen, ob aus den gegebenen Gleichungen die Gleichung f = g
folgt. Dazu bestimmen wir eine Grobnerbasis des Ideals (f; — g;) und vergleichen
die Normalformen von f und g.

2. Rechnen in Faktorringen K|z, ..., z,]/I: Wir bestimmen eine Grobnerbasis des
Ideals . Dann haben wir eine Bijektion: Restklasse f + [ — NF(f) und (f +
1)+ (g+1) = NF(f +g) sowie (f + 1) - (g + ) = NF(f - g).

3. Wir suchen in [ ein univariates Polynom f(z;): Wir priifen fiir Uy = {1, z;,2%,...,x

y e I

ob {NF(u) | u € Uy} linear abhéngig ist; in diesem Fall existiert solch ein f und
hat den Grad k — 1.

4. Sei F' eine Grobnerbasis des Ideals I; dann heiflen die Variablen zq,...,x; un-
abhéngig modulo F', wenn [ kein Polynom enthélt, das nur von z, . . ., x; abhéngt.
Wenn 1 < 29 < ... < Rest ist, so ist dies genau dann der Fall, wenn F N
Klzy,...,zx] = {0} ist. Die Dimension der Nullstellenmenge von [ ist dann > k.
Beispiele:

{r—1,y—1} 0-dim.
{22 +y* = Lay} - {y° -y} 0-dim.
{z+ 2+ 1,92 + 2y} 0-dim.
{2? +y* — 1} 1-dim.
{zy} 1-dim.
{22 + 92 + 22— 1} 2-dim.
5. Esist fi(z) = ... = fi(z) =0 = g(z) = 0 genau dann, wenn 1 € GB(F U {y -

g—1}).
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6. Appoloniuskreis Wir zeigen: Im rechtwinkligen Dreieck liegen der Hohenfuf3-

12

punkt und die Seitenmittelpunkte auf einem Kreis.

B

oM

A:<y170)7 B:(07y2)7 C:<070)7

E = (y?no)a F = (y47y5)a G = (0796)7 H = (y97y10)7 M = (y77y8)
fi=2ys—1y1 =0 F ist Mittelpunkt von C'A
f2=2y4—y1=0} : .

F ist Mittelpunkt von AB

f3=2ys =42 =0 P
Ji=2ys —y2=0 G ist Mittelpunkt von BC
f5=(y7—y3)2+y§—(y7—y4)2—(yg—y5)2:0 EM =FM
fo=(yr—us)* + 48 — (ys —y6)2—y3 =0 EM = GM
Jr= o —v1)Y2 + 1410 =0 Hec AB
fs =ys — y1yo + Y2110 =0 CH1AB

Behauptung:

f=Wr—y)"+us—(r—y) — (ys —y0)* =0 EM=HM
Esist 1 € GB(f1,..., fs,y - f — 1) zu priifen.

Diskrete Fourier-Transformation

Wir benétigen hier einige Hilfsmittel aus der Algebrentheorie, die hier ohne Beweise
zusammengestellt werden sollen.

Sei K ein Korper, A ein K-Vektorraum und gleichzeitig ein Ring; vermoge der Abbil-
dung K — A mit k — k-1 wird K in A eingebettet, wir identifizieren K mit K - 1.
Es gelte

k-a=a-kfiralle k€ K,a € A.

Dann heifit A eine K-Algebra.

Sei M ein linker A-Modul, wegen K C A operiert auch K auf M, d.h. M ist auch ein
K-Vektorraum.
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Wir vereinbaren, daf} alle in diesem Abschnitt betrachteten Vektorrdume endlichdi-
mensional sind.

Sei A ein Ring und M ein linker A-Modul, M heifit einfach, wenn M keine echten
Untermoduln besitzt. Ein Linksideal L C A heifit minimal, wenn {0} das einzige echt
in L enthaltene Linksideal ist. Ein Linksideal L heifit maximal, wenn A das einzige L
echt enthaltende Linksideal ist.

Satz 12.1 1. Jedes minimale Linksideal ist ein einfacher A-Modul.
2. Fir jedes maximale Linksideal L C A ist A/L ein einfacher A-Modul.
3. Jeder einfache A-Modul ist isomorph zu A/ L fiir ein geeignetes mazximales Linksideal

L CA.

Eine K-Algebra A heifit einfache Algebra, wenn A genau zwei Ideale besitzt, ndmlich
{0} und M.

Satz 12.2 (Wedderburn) Jede einfache C-Algebra A ist isomorph zu einer Matri-
zalgebra M, (C).

Sei A eine beliebige K-Algebra, ein A-Modul M heifit halbeinfach, wenn M = M; &
... ® M, eine direkte Summe einfacher A-Moduln ist.

Zu direkten Zerlegungen M = M; & ... M, gehoren Endomorphismen py,...,p, €
End(M), fiir die p; o p; = p;0;; galt (man nennt solche Elemente ,,orthogonale Idempo-
tente”) und es galt M; = p;(M).

Wenn wir nun eine Zerlegung einer Algebra A = L1®...® L, in Linksideale vornehmen,
so entspricht dem die Existenz orthogonaler Idempotenter e; in Endr(R) = R und es
gilt L; = Ae;.

Eine K-Algebra A heifit halbeinfach, wenn A = L, & ... & L, eine direkte Summe
minimaler Linksideale ist.

Satz 12.3 Sei A = @®L; eine halbeinfache Algebra, die L; seien minimale Linksideale
und Ly = ... =2 L, und Ly 2 L; fiuri >r. Dann ist [ = L1 ® ... & L, ein minimales
zweiseitiges Ideal von A.

Folgerung 12.4 Sei A eine halbeinfache Algebra, dann ist A eine direkte Summe mi-
nimaler Ideale: A =1, &...® 1, jedes I; ist eine direkte Summe paarweise isomorpher
manimaler Linksideale.

Satz 12.5 Sei A=1, & ... & I, mit minimalen Idealen I;. Dann gilt I; - I; = {0} fir
1 # j und jedes I; ist eine einfache Algebra.

Sei nun G = {¢1,...,g,} eine endliche Gruppe. Mit

KG = {anl ’ r; € K}
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bezeichnen wir die Menge aller formaler Linearkombinationen der Elemente der Gruppe
G, dies ist ein n-dimensionaler Vektorraum. Wir fithren eine Multiplikation ein, die
durch die Multiplikation in G induziert wird:

O rig) (O sig5) = > risi(9i9;),

diese erfiillt offenbar das Assoziativgesetz, die Korperelemente kommutieren mit allen
Elementen und das Einselement von G ist das neutrale Element. Die Menge KG ist
also eine K-Algebra, sie heifit die Gruppenalgebra der Gruppe G.

Satz 12.6 (Maschke) Wenn die Zahl | G| in K invertierbar ist, so ist KG eine hal-
beinfache Algebra.

Die Gruppe G sei kommutativ, dann ist KG kommutativ. Wir betrachten den Spezial-
fall K = C. Nach dem Satz von Maschke ist CG eine halbeinfache Algebra, wir haben
gesehen, das halbeinfache Algebren sich als eine direkte Summe einfacher Algebren
darstellen lassen:

CG=A1®...0A,.

Nach dem Satz von Wedderburn ist jede einfache C-Algebra isomorph zu einer Matri-
xalgebra:

A; = M., (C).

Fiir n; > 1 ist diese Algebra nichtkommutativ, also miissen alle n; = 1 sein, also
A; = C. Insgesamt erhalten wir
CG=Cx...xC.

Es sei C, = {1,9,9% ...,¢9" '} mit ¢" = 1 die zyklische Gruppe mit n Elementen.
Dann ist CC,, isomorph zur Faktoralgebra C[z]/(z"™ — 1) des Polynomrings C[z]. Die
Multiplikation in ist relativ komplex, wenn das Produkt zweier Polynome zu berechnen
ist, so sind etwa n? Multiplikationen von Koérperelementen durchzufiihren. Nach den
obigen Resultaten ist aber

CC,=2Cx ...xC

und die Multiplikation in dieser Algebra geschieht komponentenweise, fiir eine Multi-
plikation von Algebra-Elementen benttigt man also nur n Mutiplikationen von Korper-
elementen. Es wire schon, wenn wir den obigen Isomorphismus explizit kennen wiirden.

Dies ist moglich. Wir bestimmen némlich die Idempotenten e; mit

Lemma 12.7 Sei G eine kommutative Gruppe und f : G — C\{0} ein Homomor-
phismus von multiplikativen Gruppen, dann ist

ﬁ > flgi)gi € CG

tdempotent.
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Beweis:
1

1 1
ﬁ Z f(gi)gi : m Z f(gj>gj = W Z f(gigj)gz’gj

1 1
= WZJE(%)Q@‘C” :@waz)g’

Wenn speziell G = C,, =< g > ist, so ist jeder Homomorphismus f : C,, — C\{0}
durch f(g) € C bestimmt, wegen ¢" = 1 mufl f(g)" = 1 sein, d.h. f(g) ist eine n-te
Einheitwurzel. Sei also w eine primitive n-te Einheitwurzel, dann gibt es die folgenden
n Homomorphismen f; : C,, — C\{0} mit f;(g) = w’. Also haben wir n Idempotente
in der Gruppenalgebra:

1 : , ,
ei=—(1+wyg+wrg?+wm Vg v =0,...,n—1.
n
Also hat der Isomorphismus
F1:aeCC,e; — CC,

beziiglich der Basen {ey,...,e,} und {1,g,...,¢9" '} die Darstellungsmatrix

1 1 1
l 1 w PN wn_l
n .
]_ wn_l [P w(n_l)(n_l)

der (eigentlich interessante) inverse Isomorphismus F' hat die zu dieser inverse Darstel-
lungsmatrix, diese hat die Gestalt

1 1 o 1
1 ¢ .. ¢t
1 ¢t C(n—l)(n—l)

mit ( = w™L.



