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Kapitel 1
Einfiilhrung

Konstruktionen mit Zirkel und Lineal
Delisches Problem Verdopple einen gegebenen Wiirfel mit Zirkel und Lineal.

Dreiteilung des Winkels Dreiteilung eines gegebenen Winkels mit Zirkel und
Lineal.

Konstruktion des regularen n-Ecks Mit Zirkel und Lineal

Quadratur des Kreises Konstruiere mit Zirkel und Lineal zu einem gegebenen
Kreis ein Quadrat mit demselben Flacheninhalt.

(Unmoglich, da 7 transzendent ist, d. h. 7 ist nicht Nullstelle eines Polynoms
mit rationalen Koeffizienten. Lindemann (1882) (1852-1939))

e Descartes (1596-1650): Einfithrung von Koordinaten.

o Gauf$ (1777-1855): Gibt ein Kriterium an, wann ein regulires n-Eck konstru-
ierbar ist (z.B. fiir n = 3,4,5,6,8,10,... 16sbar; n = 7,9, ... nicht lésbar).

e Hermite (1822-1902)
Auflésung von Gleichungen
™ + ap 12" -+ ayzy +ao=0 (ao,...,a, €C)
(i) az®? +br+c=0 (a#0)
b+ Vb2 — dac

€r1,2 = — %

>0 <& 2 reelle Losungen,
b> —4ac{ =0 < 1 reelle Losung,
<0 < 2 komplexe Losungen.

(i) 2> +br? +cx+d=0

(1.1.a)

<
I
8
+
wl o
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MATHEMATISIERUNG DES PROBLEMS 5

Einsetzen ergibt:

v +py+q=0 (1.1.b)
mit
26 be 3¢ — b2
2q=———+d, 3p=
=% g T% 9P 3
Man setze

= —q+ V@ +p3, vi=i/—q¢—V@+p> mit uv=—p.

1, 1
g1 = B 22, g9 = 5 7

Lésungen von (1.1.b):
Y1 =u+v, Yz =E1U+ EV, Y3 = E2U + E10.

pgeR: D=p*+¢

1 reelle Losung D > 0
2 reelle Losungen < D = 0
3 reelle Losungen D < 0

Formeln von Cardano (1501-1576)
Gleichungen 4-ten Grades: Ferrari

Gleichungen vom Grad n > 5:

Abel (1802-1829): die allgemeine Gleichung vom Grad n > 5 ist nicht explizit
auflosbar.

Galois (1811-1832) : Hat die Bedeutung der Gruppentheorie erkannt (Galois-
theorie).

1.1

Mathematisierung des Problems

M: Menge von Punkten in der Ebene (R?)

?

G(M) := Menge der Geraden, die durch 2 Punkte von M bestimmt sind.

K(M) := Menge der Kreise, deren Mittelpunkt ein Punkt von M ist,und deren

Radius der Abstand zweier Punkte von M ist.

Operationen:

(01) Schnitt von Geraden in G(M)
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(02) Schnitt einer Geraden in G(M) mit einem Kreis in K (M)
(03) Schnitt zweier Kreise in K (M)

M={P,Q}, GIM)={g}, KM)={Ky, K>}

~ -

~1-
/*\
7/ N\

M’ := Menge aller Punkte, die man aus M durch die Operationen (O1) - (O3)
erhalt.

Mc M.
Wir definieren induktiv die folgenden Mengen

MO = ./\/l
Mn+1 (Mn)l

Dies ergibt eine Inklusionskette:

MyCcMiCMyC---CM,C--- (M; CR? i eNy)

M= M,|, MCR?

n>0

Qeﬁnition 1.1
M heifit die Menge der Punkte, die sich aus M mit Hilfe von Zirkel und Lineal
konstruieren lassen.

Bemerkung 1.2
(i) Jeder Punkt aus M ist in endlich vielen Schritten konstruierbar.
(i) (A1) = A1

Beispiel 1.3
(i) Konstruktion des gleichseitigen Dreiecks: M = {P;Q}

(ii) Delisches Problem: M = {P,Q},|PQ|=a. Q' € M?
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2a
———
P'I—TQ ”Q’

a

(iii) Dreiteilung des Winkels: M = {P,Q,Q’}. Konnen annehmen, dass |PQ| =
|PQ'|. Qe M?

(iv) Konstruktion des reguliren n-Ecks: Q € M?

(v) Quadratur des Kreises: M = {P,Q},|PQ|=r. Qe M?

rym
——————
P——Q ¢

1.2 Algebraisierung des Problems

MCR*=C mit z=(z,y)=x+iy fir 2€C, zyeR
Konnen annehmen, dass P,Q € M mit

P=(% o={('). b PQ=0.1cC
0 0
Satz 1.4

Es sei M eine Teilmenge von R* = C mit 0,1 € M. Dann ist M ein Unterkérper
von C.
Beweis. z1, 22 € M. Zu zeigen: z1 + 22, 21 — 22, 2122, z—; (22 #£0) € M

(i) z1 + 2z2: Kjp: Mittelpunkt z2, Radius |z1] K : Mittelpunkt z;, Radius |22]
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K,
\
<1
21 + 29 \:
\
M K
z2
(ii) 21 — 2zo: geniigt zu zeigen, dass —zo € M.
I \
* X x
—2z9\ 0 122
(ili) z122: >0, €]0,2m)
21 = et ;
! ! i = 2120 = r1reet(P1192)
29 = Tr9e'?

Bemerkung 1.5 X
21,20 E M = 11,19 € M

(a) riry € M:

Hilfsiiberlegung: Man kann fiir einen Punkt 2z auf der Geraden g die
Senkrechte zu g durch z konstruieren.

gL

ro > 1, reM

Im

i) ] Try

Nach dem Strahlensatz gilt

X )
— = — =T =T1T2
T1 1

Betrachten nun
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Trage auf der Geraden ¢’ die Lange r1ro auf.

= Z1%292 € M
(iv) z:;: Es gentigt zu zeigen, dass % eM.
Es gilt
1 1

—=_¢
z2 T2

—ip2

Da man die Spiegelung eines Winkels an einer Achse leicht mit Zirkel und
Lineal durchfithren kann, soll hier nur gezeigt werden, dass % € M. Dies
ergibt sich mit folgender Konstruktion (rg > 1):

|

0 ] Ty

Strahlensatz = x = L

T2

SatzA1.6 R
zEM= £z M.

Definition 1.7
Ein Korper K € C heifit quadratisch abgeschlossen, falls mit z € K auch +/z € K.

Folgerung 1.8
Der Kérper M st quadratisch abgeschlossen.

Beweis. (i) Winkel kénnen in M halbiert werden. z = re’® € M.

(i) zeM=reM

Annahme: £ > 1
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Pythagoras:
=124y = u=/1+y>
2 2
Ty (5-1) =P T okl =14y
Daraus folgt

Vi=V1+yl=ueM.

Annahme: £ <1

T

2

obiges Argument
=

Wihle dann ein N € N mit N?Z > 1. Es ist dann N?r € M
VNZr = Nyre MYEM Jfrem.

Adjunktion

Lemma 1.9
Es sei K ein Korper, K; C K, i € I Unterkorper. Dann ist der Durchschnitt
Nicr Ki wieder ein Unterkorper von K.

Beweis. z,y € [),e; Ki = z,y € K; fur alle ¢

i€l
= zty,zy, 7 (y #£0) € K; fir alle i

= wtyay,L(y#0) €K
el

Definition 1.10
Es sei X # 0, X C K eine Teilmenge eines Korpers K.

(X) = N K'.
K’'CK ist Kérper
K'DX

Dann heifit (X) der von der Menge X erzeugte Unterkdrper von K.

Bemerkung 1.11
(X) ist der kleinste Unterkorper von K, der die Menge X enthélt.

Definition 1.12
K()(X) = (KO U X)
Man sagt, dass Ko(X) aus Ko durch Adjunktion der Menge X entsteht.

Beispiel 1.13
(i) K=C, Kg=R, X ={i}; Ko(X)=R(i)=C
(i) K=C, Ko =Q, X = {i}; Ko(X)G C (Korper der algebraischen Zahlen)

Schreibweise: X = {z1,...,2,}, Ko(X):= Ko(z1,...,2n)

Bemerkung 1.14

Ko(z1, ... 2n) = (Ko(z1))(2))(3) - .. ) (2n)
Bemerkung 1.15

Jeder Unterkorper von C enthalt Q.

Beweis. Denn: K C C Unterkérper = 0,1 € K = n € K firallen € Z = - €
K nmeZm+#0=QCK. O
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Damit: X CcC= (X)=Q(X)

Zuriick zu M C C, 0,1 € M.

M:={zz€ M} mit z=re"?, z=re ¥

Lemma 1.16 X
Es sei z € M,z =x +iy. Dann ist Z,xz,y,|z| € M.

Beweis. (1) ze M= |z|=r€ M

r=lz]

(iii) i € M

(iv) z=L1(z+2)eEM, y=2(z-2eM

Definition 1.17

Ko:=(MUM)=Q(MUM) C M,

Lemma 1.18
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Beweis. Ko = {z;z € Ko} C C ist ein Unterkérper, da mit Z1,22 € K ist auch

- — — z z
21:&22:2’1:&226K0, 21'22:,21'2’261(0, Tli(—l)GKO
22 22

Da K der kleinste Korper ist, der MUM enthilt, und auch K, diese Eigenschaft
hat, folgt:

Kogko
Ko C Ky =Ky

} = Ko = KO
Sei L C C ein Unterkérper mit L = L (spiter L := Ko = Q (./\/l U M))
G(L) := Menge der Geraden durch Punkte von L

K (L) := Menge der Kreise, deren Mittelpunkt ein Punkt von L ist und deren Radius
der Abstand zweier Punkte in L ist.

Lemma 1.19
Es seien g,g' € G(L),z=gNg'. Dann ist z € L.

Beweis.
qg: 7 = ZO+)\1(22_ZO), A ER
—
—=:z1 €L
qg: 2z = z20+ Az1; 20,21 € LA €ER
g 2 = zi+Xz; z,21€L,MER

z=gnNg: 20 + A1z1 = 2 + Aoz} (1.1.c)

Zerlegung von (1.1.c) in Real- und Imaginérteil ergibt

To + A1 = l‘lo + )\2,%/1
. . . . 1.1.d
iyo + Aiyr = iy + Ay ( )
1 - L
Ty = 5(,20—1—20) €L (dazeL,zoeL=1L)
iyo = 5(20 —Zo) €L

Auf gleiche Art erkennt man, dass gilt z1, 2}, iy1, 1y}, iy € L.
(1.1.d) ist ein lineares Gleichungssystem fiir A1, A2. Da alle Koeffizienten in L
sind, ist auch A\, Ay € L.

=z=zy+A 1 €L

Lemma 1.20
FEs sei z der Schnittpunkt einer Geraden aus G(L) mit einem Kreis aus K(L). Dann
gibt es ein w € L mit z € L(y/w).
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Beweis. z€ gNK.g € G(L),K € K(L)
g: 20+ Az, zo,z1 € LLAER

K: Kreis mit Mittelpunkt zo € L, mit Radius r = |25 — 24];23,24 € L

7‘2:(23—24)(53—24)611 (daL:l_})

Sei z =z + iy € K. z9 = x9 + iyo. Dann gilt:
(x = 22)* + (y —y2)? = r?
S —x2)* = (iy —iys)” =1° (w2, 2,0y2,7” € L)
Seizeg: z=z9+Az1, z20,21€L,AeR
zegnNK: ((wo + Azy) — zg)zf((iyo + Xiy1) — iy2)2: r? (1.1.e)

mit xo, 1, T2,1Yo, Y1, iy2, 7> € L.

(1.1.e) ist eine quadratische Gleichung fiir A mit Koeffizienten in L. Falls der
Koeffizient von \? verschwindet, ist dies eine lineare Gleichung und A\ € L. Ansons-
ten:

Ntaod+ar=0 aj,02€L

a1 a1 2
AMo=——+ (—) -
1,2 2 9 (%)

Setze: w := (%)27042 €L=Mp€Lyw) (dado=-%+Vw, a1€l).
o

Lemma 1.21
FEs seien Ko, K1 € K(L). Es sei z € Ko N K1(Ko # K1). Dann gibt es ein w € L

mit z € L(y/w).

Beweis.
Ky : (x —w0)? — (iy — iyo)? =13 To,iy0, 78 € L (1.1.1)
K : (x — 1) — (iy —iyn)? =13 Ty, iy1, 75 € L (1.1.¢)
(1.1.f) und (1.1.g) ergeben
a1x + az(iy) =b ai,az € L (1.1.h)

Es ist (a1,a2) # (0,0) sonst ist Ky = K3 oder Ko N K1 = ().
ay #£0: (1.1h) =z =—2(iy) + L;
Einsetzen in (1.1.f) ergibt quadratische Gleichung fiir ¢y mit Koeffizienten in L.

= jyel(yw) firemwelL )
Mit (1.1.h): xye L(v/@) } = z=w+iy €L(Vw)

O

Definition 1.22
Es sei K ein Unterkorper von L. Man sagt, dass L durch Adjunktion von Quadrat-
wurzeln aus K hervorgeht, falls es Elemente wy,...,w, € L gibt mit:

L:K(wla"'awn)v

sodass:
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(i) wieK
(i) wi, € K(wi,...,w;) (i>2)

Satz 1.23
Es sind dquivalent:

(i) ze M

(ii) z ist in einem Unterkorper L von M enthalten, der aus Ko = Q (./\/l U ./\;l)

durch Adjunktion von Quadratwurzeln entstanden ist.
Beweis. (ii)=(i) Wir wissen Ko C M. Da M quadratisch abgeschlossen ist, folgt
LcM.
(i)=(ii) =z € C entstehe aus Ky durch Operationen (01-03)

(1'19)5(1'21) z € Ko(y/w) fiir ein w € K
- zeKO(\/J,\/Eu).EsisweKo (da Ko = Ko)
—_————
=K,
Jetzt argumentiere man induktiv. O
Setze
VKo = {+w;w? € Ky}
Kl = Ko(\/KQ)
Induktiv:
Kn+1 = KQ(\/ Kn)
KycKi,CcKyCc---CK,C---
Satz 1.24
M=K,
n>0

“.

Beweis. ,O% Gilt, da M quadratisch abgeschlossen ist.

A (1.24
,C% Seit e M (:>) z € L mit L = Ko(wi,...,w,) mit w? € Ko,w? €
Ko(wl,...,wi,l) =z e K,. O

Korollar 1.25
M ist der Durchschnitt aller quadratisch abgeschlossenen Unterkérper von C, die
Ky enthalten.

Beweis. ,,C*“ M= Unso Kn = M ist in jedem Korper enthalten, der Ky umfasst
und quadratisch abges;hl%ssen ist.
»2"  Folgt, da M selbst Ky enthélt und quadratisch abgeschlossen ist. O

(i) Delisches Problem (s.a. Seite 7)
Ist ¥/2 in einem Korper enthalten, der aus Q durch Adjunktion von Quadrat-
wurzeln entsteht?
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(ii) Winkeldreiteilung (s.a. Seite 7)
Ist €% in einem Korper enthalten, der aus Q (ei‘/’) durch Adjunktion von
Quadratwurzeln entsteht?

Im Allgemeinen nein, in manchen Féllen ja.

Beispiel 1.26
p=3m @/3=73 )
ei?/3 = i3 = . Bs ist stets i € M.

(iii) Kreisquadratur (s.a. Seite 7)
Ist /7 in einem Korper enthalten, der aus Q durch Adjunktion von Quadrat-
wurzeln hervorgeht? (Nein)
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Korpererweiterungen (Teil 1)

K C L; K, L seien Korper, K sei ein Unterkorper von L. Man spricht auch davon,
dass L eine Korpererweiterung von K ist.

Schreibweise: L/K

K[X] := Polynomring der Polynome mit der Unbestimmten X und Koeffizienten
in K.

KX of=f(X)=a X"+ an 1 X" '+ +a1X +ao, ag,...,an €K

Definition 2.1
Ein Element 2 € L heifit algebraisch iber K, wenn es ein Polynom f € K[X], f # 0,
gibt, sodass f(x) = 0. Ansonsten heifit  transzendent tiber K.

Beispiel 2.2

(i) K=Q,L=C;az=+>2.
x ist algebraisch iiber Q:  f(X) = X3 — 2 € Q[X]. Dann ist f(+/2) = 0.
(i) K=Q,L=Cz=7

7 ist transzendent liber Q (schwierig zu beweisen)

Spezialfall: K=Q,L=C
Man nennt dann die {iber Q algebraischen (transzendenten) Zahlen einfach die al-
gebraischen (transzendenten) Zahlen.

Satz 2.3
Die Menge der algebraischen Zahlen ist abzahlbar.

Beweis. Q,[X] = {P € Q[X],deg P < n}

Q. Xl ={an X"+ ap 1 X" 1+ -+ a1 X +ap;ao,...,a, €Q}
Q.[X] = Q"
Q,,[X] ist abzéhlbar
Q[X] = U,>0 Q,[X] ist abzéhlbar
(da jedes Polynoxr; endlich viele Nullstellen hat)
Die algebraischen Zahlen sind abzéhlbar.

Pl

16
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Folgerung 2.4
Jedes Intervall [a,b],a < b enthdilt Gberabzdhlbar viele transzendente Zahlen.

Definition 2.5
Ein Polynom heifit normiert, falls der Leitkoeffizient 1 ist, d. h. falls

FX)=X"4a, 1 X" "+ a1 X +ag

Lemma 2.6
L/K sei eine Korpererweiterung. x € L sei algebraisch iber K. Dann gibt es genau
ein normiertes Polynom f minimalen Grades mit f(x) = 0.

Definition 2.7
Dieses Polynom f heifit das Minimalpolynom von x.

Beweis. Es sei g(X) = a, X" +ap1 X" 1+ +a1X + ag,a, # 0 ein Polynom
minimalen Grades mit g(z) = 0.

1 a a
f(X):a—g(X):X"+---+a—1X+—O

n a’n/
Es gilt f(z) = 0. Es sei h(X) = X" + b,1 X" + -+ + 01X + by ein weiteres

normiertes Polynom mit h(z) = 0.

= (f=h)(z) = f(x) —h(z) =0-0=0
#0

Aber deg(f — h) < n. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von ¢ als Polynom mini-
malen Grades mit der Eigenschaft g(x) = 0. O

Definition 2.8
Der Grad von z iiber K wird wie folgt definiert:

o K] deg f , falls = algebraisch iiber K und f das Minimalpolynom ist

z: K| :=
0 , sonst

Beispiel 2.9

() K=Qz=¢3[r:Q <3
Denn: f(X)=X3-2,f(V2)=0
(i) [z: K]=1oze K
fX)=X+ap,a0 € K, 0=f(x)=r=—-a €K

Definition 2.10
Eine Korpererweiterung L/K heifit algebraisch, falls jedes Element x € L algebra-
isch ist tiber K. Ansonsten heifit die Kérpererweiterung transzendent.

Beispiel 2.11
(i) R/Q,C/Q sind transzendent, da sie iiberabzéhlbar sind.

(ii) C/R ist algebraisch.
z=a+1ib, a,beR
fX) = (X—(a+ib))(X - (a—ib))
= X?—(a+ib)X — (a—ib)X + (a+ib)(a —ib)
= f(X)=X%-2aX+ (a®>+1V*) €R[X]
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mit f(z) = 0.
Sogar:

= 1 fallszeR
)2 fallsz¢R

K CcL: Korpererweiterung
Man kann L auffassen als Vektorraum tiber K.

+ : LxL—L, (z,y)—x+y
KxL—L, (vy)—a-y (-=-inlL)

Definition 2.12
Der Grad der Korpererweiterung L/K ist definiert als

[L: K] := dimg L
Beispiel 2.13
(i) C/R: [C:R]=2. Basis: 1,i.
(ii) [R: Q] =00, [C:Q]=00

Satz 2.14
Es sei L ein Erweiterungskorper von K. Es gebe ein Element © € L mit L = K(x).
Dann gilt:

[K(z): K] =z : K].

Beispiel 2.15
C=R(i); [C:Rl=2=[i:R (f(X)=X%2+1)

Beweis. Sei x transzendent tiber K. Dann ist [z : K] = oo. Andererseits sind
Lz, 22,...,2", ... linear unabhiingig iiber K (sonst ag + a1 X + -+ + a, X" =
0, ag,...,an € K).

Damit ist

[K(z) : K] =dimg K(x) = o0
Es sei also x algebraisch iiber K. Es sei
n:= [z : K] = Grad des Minimalpolynoms f von z
Setze
K=K+ Kr+Ka*+---+Kz"' < L

Es geniigt zu zeigen: K ist ein Korper.
Dann sind wir fertig, da:

dimg K =n und IN(:K(Q:)
Letzteres gilt, da:

(i) K C K(x)
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(i) Ist K ein Korper, so ist K (x) C K, da K(x) der kleinste Korper ist, der K
und z enthalt.

eyzeK=>y+tzeK (klar)
oy,zekéyz,%ef( (z #£0)
(i) yz€ K: Da
y = aot+aiz+---+an_12" ", a; €K
z = by+bix+-F+b,12"t, b eK

geniigt es zu zeigen: x'a’ € K fiir alle 1,7
i+j<n-—1 a'zd =2 € K klar
i+ 7 >mn: Esseifdas Minimalpolynom von z iiber K. Polynomdivision
mit Rest ergibt
=g f4+rmit g,r € K[X],degr <n —1

Einsetzen von x:

=0
et = g(x)f(2) +r(x)
=2 = r@@)=ctcart-tea" T EK g €K

(ii) Geniigt: y # 0,y € K= i cK.
y ist algebraisch iber K:

1,y,4%,...,y" € K siehe (i), linear unabhéngig

= Esgibt cg,...,cn € K: co+cy+---+cpy” =0.
Es sei g(X) das Minimalpolynom von y:

9 X)=dn X" +dp X" o di1 X+ dp
Es ist dp # 0, sonst g(X) = Xh(X) mit h(y) =0 und degh < degg.
Damit gilt:
#0

T sy R 4 dy
Yo oyt dmoy™ e+ dd)

=—dp#0
1 1 m—1 m—2
== =——(y"" +dnoy" "+ +di)
y do -
GVK €K
1 -
=>—-—cK
Yy

Folgerung 2.16
[z:K]=n=K(x)=K+ Kz +---+ Ka"" 1.
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Folgerung 2.17

Ist [v: K] < 00 = K(x)/K st algebraisch.

Denn: Sein = [z : K] < oo; sei z € K(x)
= 1,2,2%,..., 2" sind linear abhingig
= aytarz+az’+ - 4a,2"=0,a, € K
= z st algebraisch tuber K

Bemerkung 2.18

(i) K C C sei ein Unterkorper, a € K

1 fallszx e K

xzﬁé[x:[(]:{z falls & ¢ K

[r ¢ K = [z : K] > 2. Andererseits ist f(X) = X2 —a € K[X] mit f(x) =
0= [z: K] <2 Also [z: K]=2]

(i) K ¢ L C G;[L : K] = 2. Dann entsteht L aus K durch Adjunktion einer
Quadratwurzel, d.h. L = K (w) mit w? € K.
[Seix € L,z ¢ K. Wegen [L : K| = 2 hat das Minimalpolynom F' von x Grad

2.d.h.
f(X):X2+a1X+a0, ap,a1 € K
an aj 2
S
= T 5 5 aop
Setze w := 4/ (a—21)2 —ap. Dann ist w? € K. Esist w ¢ K (sonst z € K). Also
ist K(w) 2 K und damit dimg K(w) > 2. Es ist K(w) C L und dimg L = 2.

u
Also ist L = K(w).]

K CcLCM Korpererweiterungen
Satz 2.19 (Gradformel)

[M:K|=[M:L]-[L:K]
Beweis. (1) [M:Ll=o0c0o=[M:K]=00
(ii) [L:K]=00=[M:K]=0c
(iii) Sei [M : L],[L : K] < 00. wi,...,w, sei eine Basis von M tber L. v1,...,vs
sei eine Basis von L iiber K.

Behauptung: w;v;,1 <i<r, 1< 5 < s ist eine Basis von M iiber K.

Erzeugendensystem: Sei m € M. Da ws,...,w, Basis von M tuber L ist,
gibt es eine Darstellung

m=Mwi + -+ Aw, mit; €L. (2.2.a)
Da vyq,...,vs eine Basis von L iiber K ist, gibt es Darstellungen
Aj =01+ Fagus o €Kj=1,...,r (2.2.b)

Einsetzen von (2.2.b) in (2.2.a) ergibt

m = E Qi W;V; Q5 € K
i_:l ..... s
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Lineare Unabhéangigkeit:

Z ajjviw; =0 (zu zeigen: c; = 0)

1=1,..., s
Jj=1,..., T
= Z (Z Oziij) wj =0
j=1 \i=1
er

Da wy, ..., w, linear unabhangig tiber L, folgt

Zaijvi =0 j: 17...,7".

i=1
Da vy,..., v, linear unabhéngig sind iiber K, folgt a;; = 0.

Korollar 2.20
FEs sei L eine Kdrpererweiterung tber K,x € L. Dann teilt [ : K] den Grad [L : K]
der Kérpererweiterung L/K .

Beweis.
KCK() CL f:m‘%I [L:K]=[L: K@) [K(x): K]

=[z:K]
= [z : K] teilt [L : K].

Definition 2.21
Eine Korpererweiterung L/ K heifit endlich (von endlichem Typ), falls [L : K] < co.

Satz 2.22
Fir eine Kérpererweiterung L/ K sind dquivalent:

(i) [L: K] < 0o

(i1) L/K ist algebraisch und es gibt algebraische Elemente ay,...,a, von L iber
K mit L =K(a1,...,an).

(ii) Es gibt Elemente ai,...,a, aus L, die algebraisch iber K sind mit L =
K(ai,...,an).

Beweis. (i) = (ii) L/K algebraisch, denn: Sei € L. Dann teilt [z : K] den Grad
[L:K]<oo=[z: K] <oo= x ist algebraisch tiber K.

(i) = (iii) klar
(iii) = (i) Betrachte:

KO = K,Kl = Ko(al), . .,Ki = i,l(ai) = Ko(al, e ,ai)
Ko C Ki = Ko(al) C Ky = Kl(ag) C -
- C Kip1 = Ki(ai41) C - C Ky =K(a1,...,an) =L
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Es ist
(Kit1: K] = [Ki(aitr) : Ki] = [aiy1: K]
(da a;41 algebraisch ist iiber K und damit auch tiber K;)
Satz (2.19):
n—1 n—1
[L : K] = [Ki+1 : Kl] = [ai+1 : Kl] < 00

<oo

O

Korollar 2.23 ~
Es sei L/K eine Korperweiterung. Ist K die Menge der Elemente in L, die alge-
braisch sind uber K, so ist K ein Unterkorper von L.

Beweis. Zu zeigen: T,j € K S+ 7,27, (g #0) € K.

Betrachte K(z, 7).

S

K Cc K(z,y) C L.

Damit ist T + 3,27, £ € K(Z,7). Es geniigt zu zeigen: K(Z,y) ist algebraisch iiber
K (=2+y,1y,3 € K). Aus Satz (2.22) folgt genau dies ( (iii) = (ii) ). O

<8I

Definition 2.24
K heif3t der algebraische Abschluss von K in L.

Beispiel 2.25
QS QSR (Q: algebraischen Zahlen; abzihlbar).
Q/ Q ist algebraisch, aber nicht endlich.

Korollar 2.26
FEs sei K C L C M. Ist M/L algebraisch und L/K algebraisch, so ist auch M/K
algebraisch.

Beweis. Sei x € M. Da x algebraisch ist iiber L, gibt es eine Gleichung
" a2 4 tar+ag=0 (a; €L).
Setze:
L' :=K(ag,...,an—1) C L

Nach Konstruktion von L’ ist x algebraisch tiber L’. Auflerdem sind, da L/K al-
gebraisch ist, ag, ..., a,—1 algebraisch iiber K. Damit ist nach Satz (2.22) auch L’
algebraisch iiber K und endlich,

[L'(z): K] =[L(z): L']-[L' : K] < 00

<oo <oo

Da K(x) C L'(z), ist [K(z) : K] < [L'(x) : K] < co. Also ist z algebraisch iiber
————
=[z:K]
K. o
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Anwendungen auf Konstruktionen mit Zirkel und
Lineal

0,1e MCR*=C~» M CC (konstruierbare Elemente)

Satz 2.27 .

z sei aus M konstruierbar, d.h. z € M. Dann ist Ko(z) eine algebraische Kdrperer-
weiterung von Ko und es gilt

[ZQ : Ko] = [K(ZQ) : K] =2™,

Beweis. zg € M = zy € L wobei L = Ko(wy,...,wy,) mit wi € Ko, w?,, €
Ko(wi,...,w;). Betrachte:

Ki::KO(wl,...,wi) KihcKiCKyC---CK;C---CL=K,.

Dann ist

[Kiv1: Ki] =

1 y falls Wi+1 S Kz
2 sonst

Aus der Satz (2.19) (Gradformel) folgt

n—1
L: Kol = [[ (K1 Ki) = 2™
1=0

Esist Ko C Ko(z) C L

=[Ko(z) : K] =2" mit m < m'.

Korollar 2.28
Das Delische Problem (Wiirfelverdopplung) ist nicht losbar.

Lemma 2.29
¢Q.
Beweis. Annahme /2 = 4 s, teilerfremd

3
s
:>2=t—3:>53:2t3:s=28'

und damit

§° =23 = 45° =13 = t = 2’ = 4 zur Teilerfremdheit von (s, ).
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Delisches Problem

Notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit: [¢/2 : Q] = 2™. Wir wollen zeigen, dass
dies nicht der Fall ist, genauer: [v/2 : Q] = 3. Es ist [/2: Q] < 3, da f(¥/2) = 0 fiir
f=X3-2¢eQ[X]

Auszugrenzen ist, dass [¢/2 : Q] = 1 oder 2 ist.

(i) [V2:Q=1=V2€Q=¢
(i) [¥/2:Q] = 2. Sei g(X) das Minimalpolynom von /2
gX)=X*+aX+b, a,beQ.

Division von f durch g mit Rest:

f(X)=9g(X)- h(X) +r(X) mit degr <1
——
degh=1
1. Fall: » #0. f(5/2) = g(V2) h(¥2) + r(/2) = 7(/2) = 0. Sei
=0
r(X) =aX + 8, a,ﬂeQT(@:Of/ﬁ:—g €Q ¢
2. Fall: r=0.
f(X)=g(X)h(X), hX)=cX+djc,deQ,c#0
T 1= —%l € Q mit h(zg) = 0.
= f(z0) = g(x0) h(wo) =0
=0

=1 ist eine reelle Nullstelle von X3 — 2.

Da X3 — 2 echt monoton steigend ist, besitzt X3 — 2 nur eine Nullstelle,
namlich /2.

é\s/ﬁ:o:o:fgé(@ 4
=[V2:Q] =3 #2™

Quadratur des Kreises

M = {Oa 1}7 KO = @A
Frage: Ist /7 € M? Falls ja: [Q(v/7) : Q] = [/7 : Q] = 2™

Theorem 2.30 (Lindemann)

7 ¢ Q.
Korollar 2.31
Der Kreis ist nicht quadratierbar.

Beweis.
Satz(2.19)

[Q(v7): Q] <2,
.
=2m falls \/TEM

[Q(v7) : Q(m)] - [Q() : Q]

da /7 Nullstelle von X2 — 7 € Q(m)[X] ist.
Also:

VIieM=[Qn):Q <2 <co=71eQ 4
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Winkeldreiteilung

M={0,1,e%}, Ko=QM)=Q(e¥)
Frage: e's € M? Falls ja: [Ko(e!5) : Ko] = 2™. Es ist

[Ko(e'®) : Ko] <3,
da X3 — ¢ € Ko[X] das Element ¢'5 annuliert.

1, falls ei5 € Q(e'¥)
[Ko(e'5): Ko ={2 «— hier ist die Aufgabe losbar
3 «— hier ist die Aufgabe nicht 16sbar.

Konstruktion des n—Ecks

M={0,1}, Ko=Q, %7
Frage: [61'277r : Q]=2m7

2m

f(X):=X"-1€Q[X], f(e)=0
= [ei%’r :Q]§ n

2m

Es ist [ei no Q} <n,da

(X" -1 =X -1 (X" "4+ X" 2+ + X +1)

=:9(X)
= g(ei%ﬂ): 0
1< [ :Q<n—1 (n>3)
Frage: Wie erkennt man einem Polynom f mit f(z) = 0 an, dass es das Minimal-
polynom von x ist?

Aufl6sung von Polynomialgleichungen

fX) =X+ X"+ +aX+c=0 (c€K) (%)
Gibt es explizite Losungsformeln?

Definition 2.32
Eine Korpererweiterung L/ K heifit eine Radikalerweiterung, falls es Elemente aq, ..., a, €
L und Zahlen nq,...,n, € N gibt mit

(i) L= K(ay,...,a,)
(11) a’fl S K, a;” S K(al,...,ai_l)

Definition 2.33
Man sagt, dass () durch Radikale aufgelost werden kann, wenn es eine Radikaler-
weiterung L/K gibt, sodass () in L eine Nullstelle hat.



Kapitel 3

Teilbarkeitstheorie in Ringen

Motivation

Lemma 3.1

L/K sei eine Korpererweiterung, © € L sei algebraisch tiber K. Es sei f das Mini-
malpolynom von x und g ein weiteres Polynom mit g(x) = 0. Dann gilt g = f - h
(fir ein h € K[x]); “f teilt g”.

Beweis. Division von g durch f mit Rest ergibt g = f - h 4+ r mit r € K[x], degr <
deg f

=0=g(z) = @h(m) +r(z) = g(x) =0.
=0

Falls r # 0 ist, erhalten wir einen Widerspruch dazu, dass f Minimalpolynom ist.
Also:g=f-g. O

Definition 3.2
Ein Ring (mit Eins) ist ein Tripel (R, +,-) mit:

(i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(ii) (R,-) ist abelsch (d.h. a-b=b-a) und es gilt:
a-(b+ec)=a-b+a-c

(a+b)-c=a-c+b-c

(a-b)-c=a-(b-c)
(iii) Esgibt 1€ R, 1 #0 mit 1-a = a fiir alle a € R.
Beispiel 3.3
(i) QX]

3.1 Die Einheitengruppe

Bezeichnung: E(R) :=r € R, r ist eine Einheit in R

Definition 3.4
Ein Element r € R heiflt eine Einheit, falls es ein 7’ € R gibt mit rr’ = 1.

26
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Schreibweise: 71’ = %

Bemerkung 3.5
Ist r eine Einheit = r # 0

Lemma 3.6
(E(R),) ist eine abelsche Gruppe.

Beweis. Zu zeigen: r1,75 € E(R) Sorpomg € E(R)

r1 € E(R) = Es gibt ] mit ry -7} =1
ry € E(R) = Es gibt r4 mit 7o - 75 =1

= (ry-ra)(ry 1) =(r1-r)(ra-15)=1-1=1

Definition 3.7
E(R) heifit die Einheitengruppe des Rings R

Beispiel 3.8
(i) R=1Z, E(R) ={£1}
(ii) K sei ein Korper: E(K) = K* := K\{0}

Beispiel 3.9
Die Ringe 24, = Z4,,.

Sei n > 1 gewahlt.

Definition 3.10
a~b:e EsgibtkeZmita—b=Fk-n.

Dies ist eine Aquivalenzrelation:
(i) a~a
(i) a~b=>b~a

(ili) a~bb~c=an~c
Denn:

a~b=a—-b=Fkn

—c=(k k =an~
bwc:>b—c:k2n}a c= (ki +k)n=ar~c
Definition 3.11
Zs = 24,5 = {[a];a € Z} Auf Z4, fithren wir eine Addition und Multiplikation
wie folgt ein:
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Dies ist wohldefiniert, etwa:

!
a~a,b~b =ab~add

a~ad =a—d =kin=a=d +kin

b=(d +kn)(b + k
b~b/¢bb/k2n;sbbf+k2n}:’“ (@' + kin) (V' + kan)

= ab + kynb + kond' + ki1kon?
= a/b’ + n(klb/ + kga/ + klkgn)
= ab~ a't/

Beispiel 3.12
Sein=15=3"-5.
3#0,5#0€ Zy5,aber 3-5=3-5=15=0

Definition 3.13
Ein Element r € R heifit ein Nullteiler, falls es ein Element s # 0 mit rs = 0 gibt.

Definition 3.14
Ein Ring R heifit nullteilerfrei oder ein Integritatsring, falls es in R keine Nullteiler
# 0 gibt.

Beispiel 3.15
(i) Z ist ein Integritatsring.
(ii) Sei K ein Korper. Dann ist K ein Integrititsring.
. 1 1
Seir#0,r-s=0=—-(r-s)=(=-r)s=1-s=3s
T#0 T e~ r
=0
(iii) n sei keine Primzahl = Z,, ist kein Integrititsring.

n =mning, ni,ne # +1="n1,1g # 0, aber iy - iz =Ny -ng =n = 0.

(iv) M sei eine Menge. R™ := Abb(M, R)
RM kann man wie folgt zu einem Ring machen, f,g € RM, m € RM:

(f +9)(m) := f(m) + g(m)

(f-g)(m) := f(m) - g(m)
Falls |[M| > 2, dann ist R™ kein Integritiitsring, denn:

Sei m1 # ma, m1, mo € M.

1 , falls m = mq,

fiM= R fm) = {0 , falls m # m;.

1, falls m = mso,

: M — R, =
g 9(m) {0 , falls m # mo.

0# f,g € RM, aber (f - g)(m) = f(m)-g(m)=0= f-ge RM O
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Polynomring

R[X]:= {i a,XV; a, € R}
v=0

Alternativ:
R[X] = Abb|N,R] = {a: N — R mit a, := a(v) = 0 fiir fast alle v}

Addition:

n

ia,,X” + ib,,X” = Z (ay + b,) X"
v=0 v=0

v=0

Multiplikation:

n1 n2 ni+nz k
(Z aVX”> (Z bl,X”> = Z ¢, XY mit ¢ := Zaibk_i
v=0 v=0 v=0 =0

Definition 3.16
Ist f(X)=ap,X"+a, 1 X" 1 +... 4+ ap mit a, # 0, so heifit n der Grad von f.

Bezeichnung: n =deg f (falls f #0)

Konvention: deg(0) := —oco

Definition 3.17
Wir definieren den Polynomring R[X7, ..., X,] in n Variablen induktiv durch:

RIX1,..., X,] = (R[Xl,... ,Xn_l])[Xn]

Satz 3.18
R sei ein Integritdtsring. Dann gilt fir f,g € R[X]: deg(f - g) = deg f + degg.

Beweis. Klar, falls f =0 oder g = 0. Sei also f,g # 0.

f=a, X"+...+a1 X +ag,a, #0
g:mem++b1X+a0, bm#O

= f+g=anby X" + ...+ agbp (da R ein Integrititsring ist)
——
#0

=deg(f-g)=n+m=degf+degyg
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Korollar 3.19
Ist R ein Integritatsring, dann auch R[X1,...,X,].

Beweis. Geniigt fur n = 1, dann Induktion.

[,9#0, f,g € RIX]=deg f, degg >0

= deg(f-g) =degf+degg>0= f-g#0.

O
Korollar 3.20
E(R[Xl,... ,Xn]) - E(R)
Beweis. Genitigt fur n = 1, dann Induktion.
f € R[X] sei eine Einheit = Es gibt g € R[X] mit f-¢g = 1. Esist f, g #0.
= deg(f-g) =degl=0
——
=deg f+degg
=deg f=degg=0
=f=rme€R, g=ro€Rmit f-g=1r1-72
=nrfe E(R)
O

Beispiel 3.21
(i) E(Z[Xl, . ,Xn]) — B(Z) = {+1}

(ii) Sei K ein Kérper: E(K[Xl, . ,Xn]) — B(K) = K* = K\{0}

R C R[X1,...,Xy] (a0 € R+ ap: konstantes Polynom)

3.2 Teilbarkeitstheorie

R: kommutativer Ring mit 1

Definition 3.22
Sei s € R. Ein Element r € R heifit Teiler von s (s|r), falls es ein ¢ € R gibt, mit
s=rq.

Beispiel 3.23
15 € Z. Teiler: £1, +3, £5, +15.

Bemerkung 3.2/
(i) rlr
(i) r|s und s|t = r|t
(iii) r|s1 und r|sy = 7|(s1 + s2)
(iv) rls; und 7|(s1 + s2) = 7|s2

r|s1 = s1 = qr

= = — = — =
r|(sl+52):>51+52:q2r} 52 = @2r — 17 = (@1 — @)1 = 7|52

(v) r|s und ulv = rulsv

Definition 3.25
Die Elemente 7, s € R heiflen assoziert, falls r|s und s|r.
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Schreibweise: 7 ~ s.

Beispiel 3.26
R =7Z; +n, —n sind assoziert

Bemerkung 3.27
~ ist eine Aquivalenzrelation: r ~ r klar, r ~ s = s ~ r klar.

r|s und s|r

~s s~ =
e s st und ¢|s

}ér|tundt|r¢r~t.

Satz 3.28
R sei ein Integritdatsring. Dann sind dquivalent:

(i) r~s
(ii) Es gibt eine Einheit ¢ € E(R) mit s = re.

Beweis. = 0. Dann ist in (i) und (ii) auch s = 0. Dann sind (i) und (ii) trivialer-
weise dquivalent. Analog mit s = 0. Sei also r, s # 0.

(ii) = (i): s =re = r|s. Andererseits, da ¢ € E(R): se ' =r=s|r=r~s
(i) = (ii): r ~ s = r|s und s|r = s = @17 und r = ¢as fiir geeignete ¢1, g2 € R.

s#£0
= 5= (q1q2)s = s(1 —q1q2) =0 i> 1-qg2=0
R Integritatsring

=1=qq = q,¢ <€ E(R)
= s =rq, @1 € E(R).

Voraussetzung (fiir den Rest des Kapitels): R sei ein Integritétsring.

Definition 3.29
Ein Element r heifit ein echter Teiler von s (r || s), falls

(i) rfs
(i) r & E(R)
(ili) s

Beispiel 3.30
Echte Teiler von 15: £3, +5.

Definition 3.31
Ein Element r heifit dérreduzibel, falls r keine echten Teiler besitzt, sowie r # 0,

r & E(R).

Beispiel 3.32

Irreduzible Elemente in Z: £p, p > 2 Primzahl.
Bemerkung 3.33

i) r|ls, st=r]t
Denn: Klar ist, dass r ¢ E(R), r|t. Zu zeigen: r » t. Falls r ~ ¢t = t|r.
Zusammen mit r|s folgt ¢|s. Damit ist s ~ ¢t. Also ist r ~ ¢, s ~ ¢t und damit
auch r ~ s. Dies ist ein Widerspruch zu r || s. 4

(ii) 7 || s, ulv = ru || sv.
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Zurick zu unserer Motivation:

Lemma 3.34
x € L sei algebraisch dber K. Dann ist das Minimalpolynom d € K[X]| von x
trreduzibel.

Beweis. Zunichst ist f # 0, f € E(K[X]) = K*. Bleibt: f hat keine echten Teiler.
Sei f=g-h. Da f(z) =0 ist, ist g(z) = 0 oder h(z) = 0.

g(x) =0 Da deg f = degg + degh ist und da f das Minimalpolynom ist, muss
deg g = deg f sein. Also ist degh = 0 und daher h € K. Da f # 0 ist, ist
h #0, also h € K* = E(K[X]).

h(z) =0 Analog.

Bemerkung 3.35
(i) r € R irreduzibel, r ~ s = s ist irreduzibel.
(ii) r, s irreduzibel, r|s = r ~ s

Denn:

zu (i): Sei s nicht irreduzibel. Sei ¢ || s. Dann ist ¢ ¢ E(R). Nun ist r ~ s, also gibt
es € € F(R) mit r = se. Damit ist t|r. Da r irreduzieble ist, geht dies nur,
wenn r ~ t. Da r ~ s, folgt t ~ s. Dies ist ein Widerspruch zu ¢ || s.

zu (ii): zu zeigen: s ~ 7.

q € E(R): = r ~ s (fertig)

q ¢ E(R) Falls ¢ » s ist q || s, im Widerspruch zur Irreduzibilitidt von s.
Falls g~s folgt r¢ = s, dass r € E(R), sonst wére r ein
——

=-q|s und sl|q
echter Teiler von s, im Widerspruch zur Irreduzibilitat von s.

Definition 3.36
Eine Teilerkette ist eine Folge (7, )nen, n € R mit rp41|ry, fiir n > 0.

Definition 3.37
Man sagt, dass in R der Teilerkettensatz gilt, falls es fiir jede Teilerkette (y,)nen
ein ng gibt, mit r, ~ r,41 flir n > ng.

Beispiel 3.38
In Z gilt der Teilerkettensatz, da wenn 7,41 || 75, so folgt |rn11] < |rn|. Dies geht
nur endlich oft.

Bemerkung 3.59
(i) Man fordert, dass 7,41 || 7, in einer Teilerkette nur endlich oft vorkommt.
(ii) Es gibt Integritdtsringe, fiir die der Teilerkettensatz nicht gilt.

Satz 3.40
R sei ein Ring, in dem der Teilerkettensatz gilt. Dann gilt der Teilerkettensatz auch
in R[X1,...,X,].

Beispiel 3.41
Etwa R = K ein Korper.
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Beweis. Geniigt n = 1, dann Induktion. Sei

P=a,X"+...+a1X +ap, a;€R, apn#0

Q=b,X"+...+0 X +by, bjeR, b,#0

Feststellung: Q|P = deg@ < deg P und b,,|a,,. Denn: Q|P = P = QR mit etwa
R=c X4+ ... 4+co,ci €R, ¢, #0.

QR = b, X™F 4 £ boey = P

deg P = deg @ + deg R (vgl. frither) = deg@ < deg P und b,,cr, = ay,
——

>0
= by |an,

Es seien R,, € K[X] Polynome mit R,,+1|R,. = deg Ry > deg Ry > ... = es gibt
ein ng mit deg R,, = deg R,,+1, falls n > ng. Es sei nun r,, der Leitkoeffizient von R,,.
Dann gilt r,41|r,. Da in R der Teilerkettensatz gilt, gibt es ein ny mit: r,11 ~ 7y
fir n > n;.

Sei N := max(ng,n1). Behauptung: n > N = R,+1 ~ R,

Denn: Zunéchst ist fiir n > N: deg R,,+1 = deg R,,. D.h., aus R,1|R, folgt:

R,=Rpy1-¢6, c€R, €¢#0
Vergleich der Leitkoeffizienten liefert
T = Tn4l - €

Es geniigt zu zeigen, dass € € F(R) = E(R[X])(= Rn+1 ~ R,). Dies gilt, da

|l

Trgl ~ Tny, drpp = €'r, mit € € E(R).
W0
=7, =¢€er e 1=¢e=e€ E(R).

n
R ist Integritétsring

O

Satz 3.42 (Euklid)
In R gelte der Teilerkettensatz. Es seir € R, r # 0, r ¢ E(R). Dann gibt es eine
Darstellung

r=p1...ps  Mit p1,...,ps trreduzibel (3.3.a)

Beweis. (i) Es sei M C R eine Teilmenge, M # (). Dann gibt es ein r € M,
sodass kein Element von M ein echter Teiler von r ist. (Ansonsten gibt es eine
unendliche Kette mit 7,11 || 75 )

(ii) Wende dies an auf die Menge
M:={reR, r#0, r¢ E(R), r hat keine Darstellung wie in ((3.3.a))}

Ziel: M = 0.

Annahme M # 0. Dann wéhle man ro € M wie in (i). rq ist nicht irreduzibel,
da sonst rg = r( eine Darstellung wie (3.3.a) wire. Also gibt es r; mit 1 || ro.
Es ist auflerdem m ¢ M. Es ist auch 1 # 0, 71 # E(R).

Schreibe ro = T1T2 (3.3.b)
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Behauptung: 2 || 7o
Dann sind wir fertig, da ro € M r; ¢ M besitzen sie eine Darstellung

TL=P1"""Pny, T2=q1" " qm; pi, pj irreduzibel

= r=p1-Dn-q - Gm hat eine Darstellung von Typ (3.3.a). 4
Zur Behauptung: 72 || ro.

Klar ist ro|rg, ro # 0. Bleibt: ro » r.

Falls ry ~ 19, dann ist 3 = erg mit € € F(R). Dann gilt mit (3.3.b)

ro =rierg = re € E(R) = € E(R)

Dies ist ein Widerspruch zu 71 || ro. 4

Beispiel 3.43

R, = {a +bvn; a, be Z} C C, n€7Z fest gewahlt.

Ry ={a+bV-T; a, be Z}
8=2-2-2=(1+V-7)(1-V-7)

2, 1 + /=7 sind irreduzibel (betrachte die Betrage)
(Ja +bV=T° = a® + 7b%)

Moral: Man kann in Allgemeinen nicht erwarten, dass eine Zerlegung in irreduzible
Komponenten eindeutig ist.

Definition 3.44
Zwei Darstellungen

T=PLcPm =qucccqny Pis @G Prim.
heiflen dquivalent, falls:
(i) n=m
(ii) Es gibt eine Permutation o € S,, mit p; ~ qo;) (~ assoziert)
Beispiel 3.45
(i) R=Z

Alle dquivalent (3 ~ —3, 5 ~ —5)
(i) R={a+by/-T; a, beZ} CcC
8=2-2-2=(1+V=7) (1= V-7)
nicht aquivalent.

Definition 3.46
Ein Element p € R, p # 0, p ¢ E(R) heifit ein Primelement, falls gilt:

pl(a - b) = pla oder p|b.
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Bemerkung 3.47
(i) p prim = p irreduzibel.
(i) p irreduzibel AP prim.

zu (i): Sei p = ab. Da p prim ist, folgt p|la oder p|b. Sei pla, d.h. es gibt ein hA mit
ph = a.

= p=phb=p(l—bh)=0"2"1—bh=0=1=0bh=be E(R)

= p hat keine echten Teiler.
zu (ii): R= {a+bV/-T; a, be Z}
8=2-2-2=(1+V=7)(1-V=7)
2 ist irreduzibel, aber nicht prim, da
2/ (1+vV=7) (1—V=T7), aber 2 (1 £ V-T7).
Denn:

1 1 1,1
2(a+b\/—7):1i\/—7:>a:§, e (§i§\/—7) ¢ R

Satz 3.48
Es seip € Z eine Primzahl (p > 2). Dann ist p ein Primelement.

Beweis. Annahme, es gibt eine Primzahl p, die kein Primelement ist. D. h. es gibt
a, b € Z mit:

plab, aber pta, ptb.

Es sein nun p mit dieser Eigenschaft minimal gewé&hlt. Division von a, b durch p
ergibt:

a=pd +a (0<a;<p)
b=pb'+b (0<b; <p)

Es gilt
ab = p2a’b’ + pa’by + pa’by + pb'ay + a1b.

Da plab, folgt hieraus, dass plaiby. D.h wir kénnen a,b durch aq,b; ersetzen und
annehmen, dass a, b < p. Wir wahlen nun a, b so, dass ab minimal wird und noch
ein Gegenbeispiel vorliegt.

plab = Es gibt h mit ph = ab.

Es sei p’ ein Primteiler von h. Dann gilt, da ph = ab < p? ist, dass p’ < p. Wir
haben dann folgendes:

p'|h und h|ab = p’ab.
Da p’ < p und p als Gegenbeispiel minimal gewahlt ist, folgt:

p|a oder p’|b.
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Es sei p’la, d.h es gibt ein a’ mit p'a’ = a.
= ph =pp’h' = ab=7p'd’b= ph' = a'b < ab.
Wegen der Minimalitéit von ab folgt:
pla’ oder plb 4

=dla  pla 4

O
Bemerkung 3.49
(i) p sei prim, pla; - - - as. Dann gibt es ein ¢ mit p|a;.
(ii) p prim, , p ~ s = s ist prim.
(iii) p, q prim, plg=p~q
zu (i): Sofort durch Induktion aus der Definition.
zu (ii): Sei s|ab. Zu zeigen: s|a oder s|b
p~ s = Esgibt € € E(R) mit p = se, s = pe?
slab = sh = ab = pe~'h = a = ph = (ea)b "2=" plea oder p|b
(a) plea = ph' = ea = pe N =a = sh’' =a= s|a
(b) plb=ph" =b= s(eh”) =b= s|b.
plg = Es gibt a mit pa = q.
plg
(a) qb=p~gq -
qla = Es gibt ein h mit gh = a = ¢ = pa = pq Integftsrmglzph
b Es gibt ein h h Bt

= p€ E(R) 4 dazu, dass p prim ist.

Satz 3.50
Es seir € R. Es seien v = p1---Dm, T = q1 - -qn 2wei Darstellungen mit p;, q;
prim. Dann sind diese Darstellungen dquivalent.

Folgerung 3.51
Eindeutige Primzahlzerlegung in 7. .

Satz 3.52
Seir € R und

T=P1Pm=q1qn  Pi; G PTim.
Dann sind diese Darstellungen dquivalent.

Beweis. Sei | := min(m,n). Induktion nach [. Sei p1|¢;. Dann folgt aus Bemer-
kung (iii), dass p1 ~ q1, d.h. ¢ = epy fur eine Einheit € € E(R).

qo_prim

=pr=pi(ega- - qn) = 1=¢€q2 -2 = n=1und damit p; = ¢;.
-1 — 1:

wie oben

Pl Pm=q1  qn — D1|q, etwa p1]|q1, also ¢1 = ep; fiir ein € € E(R).

P12 Pm) =p1(€q2 - qn) = P2+ Pm = (€2)q3 - - qn

Mit g ist auch egz prim (Bemerkung ii). Nach IV folgt m = n und p; ~ g, fiir
eine Permutation o € S,,_1. O
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3.3 Faktorielle Ringe

Definition 3.53

Ein Integritdtsring R heifit faktorieller Ring (oder ZPE-Ring (Zerlegung in Prim-
faktoren Eindeutig), falls jedes Element r € R, r # 0, r ¢ E(R) eine Darstellung
T =D1...Pn, P; Prim besitzt.

Bemerkung 3.54 )
Solche Darstellungen sind eindeutig bis auf Aquivalenz.

Beispiel 3.55
(i) R=Z
(ii) K Koérper (trivial)
(i) Klz1, ..., x,] vel. Satz von Gauf (3.57)

Satz 3.56
Es sind fiir einen Ring dquivalent:

(i) R ist faktoriell.
(ii) In R gilt der Teilerkettensatz und jedes irreduzible Element ist prim.

(i) In R gilt der Teilerkettensatz und je zwei Darstellungen r = p1- ppm =
g1 - - - qn mit irreduziblen p;, q; sind dquivalent.

Beweis. (i) = (ii): Vorrede:

T:pl"'pmasqu"'ln; Dis qurlm
7“8:>m§n (s:rh:qlqn:plpmhlhl)

r]s=m<n.

Aus (i) folgt, dass der Teilerkettensatz gilt: Sei (ry,)nez eine Teilerkette, d.h.
Tnt1|Tn. Seil ro = p1 -+ pm (die) Primzerlegung von ro. Wenn immer r,41|r,
dann nimmt die Anzahl der Primfaktoren ab. Dies kann nur endlich oft eintreten.
Bleibt: p irreduzibel = p prim. Sei p = p; - - - p, mit p;prim. p1, ... ,p, sind
echte Teiler, ansonsten etwa p ~ p1, d.h p; = ep mit € € E(R).

=p=€pp2 - pp=>1=¢€pa- - pn 4 zu p; prim, falls n > 2.

Da p irreduzibel, folgt n =1 und p = p;, also ist p prim.

Satz (3.42
(ii) = (i): Teilerkettensatz Atz (342) jedes Element ist Produkt von irreduziblen
Elementen irredgprim jedes Element ist Produkt von Primelementen.
(if) = (iii): Vorherige Eindeutigkeitsaussage.

(iii) = (ii): Miissen zeigen: Jedes irreduzible Element ist ein Primelement.
Sei p € R. Sei p|lab = p|a oder p|b irreduzibel. Kénnen annehmen, dass a, b # 0.
Ebenso a, b ¢ E(R). [Etwa a € E(R) = aus ph = ab folgt dann pha™t = b =
plb.]

plab = Es gibt h mit ph = ab
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h e E(R): p= (h 'a)b und pla < p|h~ta (3.3.0)
D.h. in diesem Fall kénnen wir h = 1 annehmen.

h ¢ E(R): Wir schreiben h = hy - - - by mit h; irreduzibel. (3.3.d)

(3'3'%'3'@ phi---hy =ab= (p1-- pm) (q1 - gm) mit p;, g; irreduzibel.
—_—— —_—— ——

irreduzibel a b

Aus den Eindeutigkeitsaussagen folgt p ~ p; = pla oder p ~ ¢; = p|b.

O
Satz 3.57 (Gauf})
Ist R ein faktorieller Ring, dann ist auch Rlx1,... ,x,] ein faktorieller Ring.
Folgerung 3.58
K[X]; K[z1 ... ] faktorielle Ringe.
Lemma 3.59
p € R sei prim. Dann ist auch p als Element in R[x] prim.
Beweis. Seien g, h € R[z]. Zu zeigen: p{ g, pt h = p1 gh.
g(x) =ap+ a1z + ...+ aa”
h(z) =bo+brx + ...+ byaz™
ptg = Es gibt ein ¢ mit p{ a;.
pth = Esgibt ein j mit p1b,.
Sei  plao, play,... plai-1, pta;
plbo, plb, ... plbj-1, P1b;
Annahme: Es gibt f € R[X] mit
pf =gh (3.3.e)

Sei
f=co+ta X+ .. .4 cppmX™t™, n=degg, m=degh
Vergleiche die Koeffizienten beider Seiten von (3.3.e) von X7,
Linke Seite D P Citj

Rechte Seite Z arb;
k4l=i+j

PCitj = Z arb;

kl=i+j
Nach Wahl von i, j teilt p alle Summanden der rechten Seite bis auf moglicherweise

aibj.

= plab; pp:ri>mp|ai oder plb;. 4
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Lemma 3.60
p € R prim, dann ist auch p € R[X] prim.

Beweis. (vom Satz von Gau$} (3.57))

Genuiigt fiir R[X]. Dann Induktion.

In R[X] gilt der Teilerkettensatz (frither gezeigt). Genligt also: Zerlegung in irredu-
zible Faktoren ist eindeutig.

Annahme:

r(z) =pi(x)---pr(x) = qi(x) - gs(x) p, g irreduzibel. (3.3.1)

Sei deg r minimal, sodass es zwei nicht-aquivalente Zerlegungen gibt. Es gilt r, s > 1.
Ko6nnen annehmen:

m:=degp; > ... > degp,
n:=degq >...>degqs n, m>0,da R faktoriell ist.

n(X)=anX"+--+ap ,am#0
@(X)=b, X" +---+by by, #0.

Wir betrachten:
s(x) == amr(z) — bpp1(x) X" " qa(x) - - - gs ()
Es gilt deg s < degr. Es gilt auflerdem:
§(x) = amp1 (@) - - pn () = bppr () X" ga () - - - ()
s(x) = p1(x)(amp2(x) - - pr(x) = bp X" " qa(2) - - - gs(2))

Ebenso gilt auch:

s5(z) = amq1(z) -+ gn(2) = bap1 (2) X" 7" q2(2) - - g5 ()
s(2) = (amq1 () — bap1(x) X" "™ )ga(x) - - gs(2)
Behauptung: p1|amq.
s(x) =0: (2) = amqr — b1 X" ™ =0= p1lam@

s(xz) # 0: Da degs < degr, besitzt s eine eindeutige Zerlegung irreduzibler Fakto-
ren. Vergleich von (3.3.g) und (3.3.h) ergibt dann:

o q1 ~q;mit j €{2,...,s}. D.h. p1 = eq;, € € E(R) und wir kénnen
Gleichung (3.3.f) durch p; teilen. 4 zur Minimalitat von r.
o p1~ (anqr — by X" "p1) = prfangs — bupr X" = prlamar.
Wir haben damit folgendes gesehen:
p1h = amqy fir ein h € R[X]. (3.3.)

Betrachte a,,, = ¢1 - ¢q, ¢; € R prim (R ist faktoriell).

= ¢;|p1h Lemma cilp1 oder ¢;|h 4, da p; prim, degp; >0
¢;€R[X] prim

= c1,...,¢dlh = en|h(, da R faktoriell)
Also folgt: h = a,,h’ mit A’ € R[X].
Einsetzen in (3):

mh =qa=aqlp""E""p~aq

Integrititsring
l
Pramh’ = amq =

= Man kann in (3.3.f) kiirzen. 4 zur Minimalitat von r. O

(3.3.h)
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Folgerung 3.61

(i) Z[Xq,...,X,)]

(i) K[X,...,X,]; K Kérper
sind faktorielle Ringe.

Die Relation ~ ist ein Aquivalenzrelation auf der Menge der Primelemente von
R. Diese zerfallt also in Aquivalenzklassen.

e Z: {p,—p}, p> 2 prim.
o K[X]:{\f;f € K[X}irreduzibel} (A € K*)

Es sei P C R eine Menge von Repréasentanten dieser Aquivalenzklassen (z.B. R =
Z; P ={p; p>2 prim}.)

Lemma 3.62
R sei faktoriell, P ein Reprdsentantensystem von Primelementen. Dann besitzt jedes
Element R > r # 0 eine eindeutige Darstellung.

r=¢ H p® (e € E(R)); v(p) > 0 und v(p) > 0 fir nur endlich viele p.
peEP

(3.3.)
Beispiel 3.63
—54=(-1)-2'.3%.50.7%...

Beweis. Wenn r € E(R), dann klar. Falls » ¢ E(R), haben wir r = p}---pl, p}
prim. Es gilt

P, =€pi € P=1= (1 €,)p1 - pn; mit p; € P. Eindeutigkeit klar.

Darstellung (3.3.j) heifit die normierte Primfaktorzerlegung von r beziiglich des
Reprasentantensystems P.

r—c H p @) s —=¢ H pHp)
pEP pEP
(a) r|s < v(p) < p(p) fir alle p € P.

(b) 7 || s & v(p) < p(p) fur alle p € P und v(pg) < p(po) fiir zumindest ein
po € P.

(¢) r~s<v(p) = up) fir alle p € P.

Definition 3.64
v(p) heifit die Bewertung von r beziiglich p.

Beispiel 3.65
R = K[X], P ={normierte irreduzible Polynome}

Definition 3.66
Seien r, s € R\{0}. Ein Element g € R heifit grofiter gemeinsamer Teiler (ggT)
von r und s, wenn gilt:

(i) glr; gls
(ii) Ist t|r und t|s, so gilt t|g.
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Schreibweise:  (r,s) = ggT(r, s)

Definition 3.67
r,s € R\{0}. Ein Element v € E(R) heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV)
von r und s, falls gilt:

(i) rlv, slv

(i) Ist w ein Element mit r|w und s|w, so folgt v|w.

Schreibweise: kgV(r, s)
Bemerkung 3.68
(i) In beliebigen Ringen existieren ggT und kgV nicht immer.

(ii) Ist g ggT von r und s; € € E(R), so ist auch eg ggT von r und s. Analog mit
kgV.

Definition 3.69
r,s heiflen teilerfremd, falls 1 = (r,s) ist. (Falls 1 ein ggT von r und s ist). R
faktorieller Ring; P = Reprasentantensystem von Primelementen.

r—c H p @) s=¢ H pHp)

pEP pEP

ggT(r, s) = H pmin(v(p).1(p))

peEP

kegV(r, s) = H prax(v(p).n(p))

peEP

Berechnung des ggT in Z oder K[X] geschieht mit Hilfe des euklidischen Algorith-
mus (im Skript nicht aufgefiihrt).



Kapitel 4

Irreduzibilitatskriterien

Frage: Wie sieht man einem Polynom an, dass es irreduzibel ist?

4.1 Eisensteinkriterium

Sei R ein faktorieller Ring, R[X], h € R[X].

o deg(h) = 0: h = r¢ € Rist irreduzibel in R[X] genau dann, wenn ry irreduzibel
in R ist.

e deg(h) =1, h(X)=rX +ro; 10,71 € R

ro =0: h(X)=rX ist irreduzibel < r; € E(R)
ro # 0: h(X) =r1X + rg ist irreduzibel < ggT(rg, 1) = 1.

Satz 4.1 (Eisensteinkriterium)
Sei R ein faktorieller Ring. Sei

J(X)=ao+ar X + -+ a, X" € RX] mit a, # 0.
Es gelte:
(i) ggT(ag,...,an) =1
(ii) Es gibt ein Primelement p € R mit: pla; fir 0 <i <n — 1, aber p*|ao.
Dann ist f irreduzibel. Solche Polynome nennt man Eisensteinpolynome.
Beispiel 4.2

(i) f(X)=X?-2¢€Z[X]; p=2|ao, (a0 = 2), p* t ao. ggT (a0, a1) = ggT(2, 1) =
1. f ist irreduzibel iiber Z.

(ii) p sei ein Primelement. X" — p € R[X] ist irreduzibel.

(i) g € R[y] sei irreduzibel. f(X,y) = X" — g(y) € R[X,y] = (R[y])[X] ist
irreduzibel.

Beweis. (von Satz 4.1) Annahme: f sei reduzibel, d.h. f =g -h, g,h € R[X]

MX)=co+ca X+ +c¢X° r,s>0wegen ggT(ag,...,an)=1)

42
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Es gilt ag = boco. Da plag aber p2|ag. D.h. p teilt eines der Elemente by, cg, aber
nicht beide. Sei p|bg, p { co. Sei i so gewahlt, dass gilt: p|bo, p|b1, ..., plbi—1, aber
p1b;. Esist i <r, da sonst p alle a; teilt. (4 zu ggT(ag,...,a,) =1). Es gilt:

a; =boci+bicici+---+bi_ic1+bicy (pla;) <n—1)
-
enthélt p enthalt p
= plbico P pym plbi4 oder plcos
O
Bemerkung 4.3

Praktische Anwendung: In welchen Fillen kann man f so “transformieren”; dass f
in ein Eisensteinpolynom iibergeht?

Definition 4.4
R, S seien Ringe. Eine Abbildung ¢ : R — S heif3t ein Ringhomomorphismus , falls

(i) ¢(r1 +r2) = @(r1) + P(r2)
(i) ¢(r1-12) = d(r1) - B(r2)
(i) o(1) = 1

Definition 4.5

Ein Ringhomomorphismus ¢ : R — S heifit ein Ringisomorphismus, falls es einen
Ringhomomorphismus ¢ : S — R mit ¢ o ¢ =idg, ¢ oy = idg gibt.

Lemma 4.6

Es sei¢: R — S ein Ringhomomorphismus. Firr € R\E(R) sei stets ¢(r) # E(R).
Dann gilt folgendes: Ist a € R und ¢(a) in S irreduzibel, dann ist auch a € R
irreduzibel.

Beweis. Sei a = ajaz mit a1, az # E(R). = ¢(a) = ¢(a1 - a2) = ¢(a1) - ¢(az) mit
¢(a1),d(az) # E(R). = ¢(a) ist reduzibel. Aus der logischen Behauptung folgt die
Umkehrung. O

Beispiel 4.7
Sei p > 2 prim.

XP—1=(X-1)(XP 14 XP2 4. 4 X4)
=:f(X)

Frage: Ist f € Z[X] irreduzibel?
¢:Z[X] — Z[X]

¢ (Z aVX”> = Zal,(X + 1)

¢ ist ein Ringhomomorphismus, der Nichteinheiten auf Nichteinheiten abbildet. Es
geniigt zu zeigen, dass ¢(f) irreduzibel ist:

HX" —1) = (X = 1)p(X" -+ X +1)

= (X +1)P =1 =Xo(f)(X)
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ay—1 = (ﬁ) Dann gilt: ag = (f) = p, d.h. plag, aber p?|ag. Ebenso gilt: p\(fj) fiir

v <p—1L Undesist (2) = 1 28 (1)(X) ist irreduzibel = f(X) ist irreduzibel,

4.2 Quotientenkorper eines Integritatsrings
R: Integritatsring

Definition 4.8
Ein Korper K heifit Quotientenkérper des Integritatsrings R, wenn es einen injek-
tiven Ringhomomorphismus ¢ : R — K mit folgender Eigenschaft gibt:

Ist L ein weiterer Korper und j : R — L ein injektiver Ringhomomorphismus,
so gibt es genau einen Ringhomomorphismus h : K — L mit j = h o+, d.h. das

Diagramm
by
\

R

=

h

N<~—

kommutiert.

Bemerkung 4.9
K, L Korper, h: K — L ist ein Ringhomomorphismus, h # 0, dann ist h injektiv.

Denn: Sei « # 0 mit h(x) =0

= h(1) = h(zz™")

I

=
&

>

(zH=0=h=0 4

Satz 4.10
Zu jedem Integrititsring R gibt es einen Quotientenkorper K und dieser ist bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmdt.

Beweis. Eindeutigkeit: Seien i : R — K und ¢’ : R — K’ Inklusionen und K, K’
Quotientenkorper von R.

Da K, K’ Quotienkorper sind, gibt esh: K — K' und b/ : K/ — K
mit ¢/ = hoi,1=h o7

i’=(hoh’)oi’

i=(h'oh)oi } Eindeutigkeit liefert:

hOhI:idK, hIOh:idK/

= K>K'.
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Existenz: Betrachte die Menge M := {(r,s): r,s € R,s # 0}.
Schreibweise: £ := (r, s)
Fiihre auf M die folgende Relation ein:

ror , ,
-~ = s =7's
s s

Feststellung: ~ ist eine Aquivalenzrelation:

(i) £~ %. Klar
.. 7 7
(i) £ ~% =5 ~ . Klar
T R AP AT LA N RS 4
(111) s s g e = s S
!
LD ors'=r's ' n ron 7
o0 =rs's’ =1'ss" = ss'r
T_NT_”:>T/S,/:S,T//
s/ s
s'#0
= rs’" = sr”
N roor’
o
s S//
Setze K := M, . Wir miissen K zu einem Korper machen. Dies
geschieht wie folgt:
r 7 rs’ +1r's
-+ — =
s s ss
ror rr’
s s ss

Dies ist vertriglich mit der Aquivalenzrelation, d. h.

/

, R
~ ’ ~/ T T T T
I8 r. T s
ST YNy T JtavE Ty
s s 5§ 3
ror 7
- =~z
s s s s

Wir erhalten damit also eine Addition und eine Multiplikation auf
K. Damit wird K zu einem Korper.

e Additives neutrales Element: %

0 n r O+r r
1 s 1-5 s
e Zu % negatives Element: —*
e Multiplikatives neutrales Element: %
e Multiplikatives inverses Element: (%)71 =2
Bemerkung:
r 0
-~= &r=0.
s 1
0
L. < r#0.  Dann ist SeM.
s 1 r

Wir bezeichnen jetzt auch die Elemente in K mit <. Abbildung: ¢ : R — K. Dies
definieren wir durch i(r) := £. i ist injektiv: £ =0=9 < r =0.
Bleibt: Gibt es einen Korper L und j : R <— L, injektiver Ringhomomorphismus,

dann gibt es genau einen Korperhomomorphismus A : K — L mit j = hoq.
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Existenz von h: h(X) :=j(r) - j(s)~'. (s #0). Dann gilt hoi =j.,dar € R:

(hoi)(r) =h(3) = j(ri(1) ™" =j(r)

Eindeutigkeit von h: Sei b’ : K — L mit j = b’/ o¢. Dann gilt:

Bezeichnung: K= Q(R)
Beispiel 4.11
(i) Q(Z)=Q
(i) Q(K) = K, K: Korper
(i) Q(Q[X1,...,Xn]) = Q(X1,..., Xy)
Q(Xy,...,X,) = Korper der rationalen Funktionen in n Variablen iiber Q.

Xy, X)) = {H R,SGQ[Xl,...,Xn]}

4.3 Satz von Gaufl

Motivation: Wir wissen, dass etwa X3 —2 € Z[X] irreduzibel ist. Wir wollen nun
wissen: Ist X3 — 2 € Q[X] irreduzibel?

Satz 4.12 (Gauf})
R sei ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K = Q(R). Ist f € R[X], deg f >
0, irreduzibel, dann ist auch f € K[X] irreduzibel.

Lemma 4.13
FEs sei g € K[X]. Dann gibt es ein a € K mit:

(1) ag € R[X]
(ii) Der ggT der Koeffizienten von ag ist 1.

Beweis. Sei

gX)=ar+a X+ +a, X"

T H .
a,b- = — =€ pVPﬂ
54
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, wobei P ein Représentantensystem von Primelementen und € € E(R) ist.

n = max{—Vpo,...,~Vpn}t
a:= H p"
peEP
Dann ist aa; € R und ggT(aay,...,aa,) =1, da es fiir jedes p ein i gibt, sodass in
aa; der Faktor p mit Potenz 0 vorkommt. o

Beweis. (von Satz (4.12)) Annahme: f =g-h; g,h € K[X], degg > 0, degh > 0.
Wiéhlen a,b € K wie in Lemma (4.13), sodass ag, bh € R[X], und die Koeflizi-

enten von ag, bzw bh den ggT 1 haben. = (ab)f = (ag) - (bh) .
—~ O~
€R[X] €R[X]

ab € R: Ansonsten gibt es (Primfaktorzerlegung beachten) ein Primelement p,
das alle Koeffizienten von f teilt. Dies wire ein Widerspruch zur Irre-
duzibilitdt von f in R[X]. 4

ab € E(R): Ansonsten gibt es ein Primelement p mit p|ab.

p prim in R[X
) =

= p|(ag)(bh Fplag oder p|bh.

Das ist ein Widerspruch dazu, dass die Koeffizienten von ag, bzw. bh
teilerfremd sind. Da ab € E(R):

(ab)f = (ag)(bh)
= f=(ab)"}(ag)(bh)
= f € R[X] ist reduzibel 4

O

4.4 Anwendung auf Konstruktionen mit Zirkel und
Lineal

4.4.1 Verdopplung des Wiirfels

[Q(¥/2) : Q] = 3 (= Wiirfel ist nicht verdoppelbar.) Zu zeigen: X3 — 2 € Q[X] ist
Minimalpolynom von /2. Dies ist der Fall, da:

e X3 —2 ¢ Z[X] ist irreduzibel nach Satz (4.1) (Eisenstein) (p = 2)
e X3 —2¢€ Q[X] ist irreduzibel nach Satz (4.12) (GauB).

4.4.2 Dreiteilung des Winkels

Vorbereitung:

Satz 4.14
K sei ein Korper, x sei transzendent Gber K. Dann ist der Korper K(X) der ra-
tionalen Funktionen isomorph zu K(x) C L (x € L).

Bemerkung 4.15
Dies zeigt, dass K(X) nicht von dem Korper abhingt. Genauer: Es gibt einen
Isomorphismus ¢ : K(X) — K(x) mit ¢|x = idg.
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Beweis. Definiere

¢ K(X) — K(z)
¢ (Zal,X”> = Zal,X”
v=0 v=0

Wir nennen ¢’ den Finsetzungshomomorphismus. Nach der universellen Eigenschaft
gibt es ein kommutatives Diagramm

K[X]C : K(X)
N ( )/
K(x

(¢’ = ¢ 04). Behauptung: ¢ ist ein Isomorphismus.
e ¢ ist injektiv, da ¢ # 0.

o ¢ ist surjektiv: 3(¢) = ¢(K(z)) ist ein Korper mit K(z) D I(¢). Da K(x)
der kleinste Korper ist, der K und z enthilt, folgt S(¢) = K(z), d. h. ¢ ist
surjektiv.

Nachtrag: ¢’ ist injektiv, da z transzendent ist. = ¢ : K(X) = K(x) und nach
Konstruktion ist ¢|K =idg. O

Satz 4.16
(i) St = {e¥;p € R}

(ii) Ist €™ transzendent, so ist dieser Winkel nicht mit Zirkel und Lineal durch 3
teilbar.

Beweis. (i) Wir haben eine Bijektion
[0,27] — S*

[0, 27[ ist {iberabziihlbar = S? ist iiberabziihlbar = S\ (1! N Q) ist ebenfalls
iiberzahlbar.

(ii) Betrachte X3 —t € (QI[t])[X]. Das Element ¢ ist prim in R. Wende Eisenstein
—~

R
(Satz (4.1)) an mit p = t: (a3 = 1, ap = —t, tlag, t|ao, (ao,a3) = 1).
= X3 —t € R[X] ist irreduzibel.

S 1) ¥3 ¢ e Q(R)[X] st irreduzibel.

Es gilt:

¢ :Q(¢) =, Q(e%), falls ' transzendent
¢ =idg, ¢(t) =€

= @QM))[X] = (Q(*))[X]
X3t = X?—e¥=f(X)
= f(X) ist irreduzibel.
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4.4.3 Konstruktion des regularen n-Ecks
o(¥) g =2
(X7 =1) = (X - X"+ X2 4+ X+ 1) f(e%ﬂ) -

Satz (4.12)

f(X) € Z[X] ist irreduzibel f(X) € Q[X] ist irreduzibel.

27

:[Q(ﬁ);@}:p_lgw

Satz 4.17
Ist p eine Primzahl, sodass p—1 keine Potenz von 2 ist, dann ist das regulare p-FEck
nicht konstruierbar.

Bemerkung 4.18
Spéter: p = 2™ + 1 = das regulare p-Eck ist konstruierbar.



Kapitel 5

Restklassenringe

R, S Ringe, kommutativ mit 1
¢ : R — S Ringhomomorphismus

I =ker¢={reR;¢(r) =0}
Es gilt:

(i) (I,+) ist eine Gruppe
(rnsel=r+sel,—rel; ¢r+s) =é(r)+¢(s)=0+0=0)

(i) R-IcI
(reR,sel:¢(rs)=o¢(r)o(s) =0=rsecl).
ey

Definition 5.1
Ein Ideal in R ist eine Teilmenge I C R, sodass gilt:

(i) (I,4+) ist abgeschlossen
(i) RICI
Beispiel 5.2

(i) (ax)ren,ar € R

I:={(ax)ren) := { Z AN, TA € R}

endlich
I heifit das von der Familie (ax)xea erzeugte Ideal.
(ii) Spezialfall: a € R. {(a) = Ra = {ra;r € R}
ZB.. neZ;(n)={nk;kecZ}
(iii) K: Korper. Die einzigen Ideale sind: {0}; ] = K.
[rel,r#0=a1 -2 =1€l;y€ K beliecbhigy=y- 1 €l=1=K].
€I

Definition 5.3
Ein Ideal I heifit ein Hauptideal, falls es von einem Element erzeugt wird, d.h. es
gibt a € R mit I = (a).

Definition 5.4
R heiit ein Hauptidealring, falls jedes Ideal ein Hauptideal ist.

50
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Satz 5.5
Z st ein Hauptidealring.

Beweis. I # 0 Ideal. Mit z € I ist auch —z € I.

n:=min{k € I;)k >0} >0

Behauptung: I=(n) ({(n) C I klar)
Sei l € I, kann annehmen [ > 0. Dann ist [ = n oder [ > n. Sei [ > n. Division von
I durch n mit Rest:

Il =m-n+r mit 0 <r<n
~— =
el el

érelvglrzoél:m-nélevﬁ

von n

O
Satz 5.6
K Korper. Dann ist K[X] ein Hauptidealring.
Beispiel 5.7
K[X,Y] ist kein Hauptidealring.
m:= (X,Y) ist kein Hauptidealring.
Beweis. Sei 0 # I C K[X] ein Ideal.
n:=min{deg f;f€l,f#ce K} >0.
Sei f ein Polynom mit deg f = n, f € I. Kann annehmen, dass f normiert ist.
Behauptung: I = (f).
Sei g € I mit degg > deg f::
g=hf+r, degr < deg f (Division mit Rest)
érEI@}TzOégzhfégE(f}.
O

5.1 Restklassenringe

R: Ring, kommutativ mit 1, I C R Ideal.

Definition 5.8
R’ heifit Restklassenring von R nach I, falls gilt:

(i) Es gibt einen Homomorphismus ¢: R — R’ mit ker ¢ = 1.

(ii) Ist ¥: R — S ein Homomorphismus mit I C ker, dann gibt es genau einen
Homomorphismus h: R’ — S, sodass das Diagramm

R4¢>R’

Nk

S
kommutiert, d.h. ho ¢ = .
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Satz 5.9
(i) Es gibt stets einen Restklassenring R’.

(ii) Das Paar (R',4)) ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, d.h. ist (R, V) ein
weiteres solches Paar, so gibt es einen Isomorphismus h: R' — R, sodass

o R
/

R :J/h
N/
kommutativ ist, d.h. ¢ = h o ¢.
Beweis. (i) Wir fithren auf R die folgende Relation ein:

r~ser—sel (~ Aquivalenzrelation)
R :=Rs., [r]=r+I€R.

R’ erhélt eine Ringstruktur wie folgt:
[r] 4+ [s]:=[r+ sl [r]-[s] :=[r-s].

Unabhéangigkeit von der Wahl der Repréasentanten, etwa bei der Multiplikati-
on:

!
/ ’_ ’o
re~r,8~S = 1rSs~rs

rs—1's' =rs —rs +rs +r's' =r(s—s)+s (r—1")
=uel =:jel
=rit+sjel
R’ wird dadurch kommutativer Ring mit [1] als Einselement.

Brauchen:
¢: R— R

Definiere:

¢ ist ein Ringhomomorphismus, da:

¢(r+s) =[r+s] =[]+ [s] = ¢(r) + &(s)
¢(r-s) =[] - [s] = o(r) - &(s)-

Es gilt:

ker¢ = {r € R;¢(r) = 0} = {r € R;[r] = [0]}
={reRrel}=1I
Dies zeigt (i) der Definition (5.8).
Zu (ii) der Definition: Sei ¢: R — S, mit I C kert. Brauchen: h: R’ — S
mit h o ¢ = 1. Falls h existiert, gilt:

h([r])= h(¢(r)) =(r) (= Eindeutigkeit von h)
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Setze also:

Dies ist wohldefiniert, da

rl=["]=r—1"€ ek P(r—r)=0

= (r) = (') = 0= ¥(r) = ¥(r')
Nach Konstruktion ist h o ¢ = 1. Die Abbildung h ist auch ein Ringhomo-

morphismus:
W({r] +[s]) = A(lr + 5]) = ¢(r + s) = $(r) + ¢ (s) = h([r]) + h([s])
h([r] - [s]) = h(lr - s]) = o (r - 5) = (r)i(s) = h([r))([s])-

(ii) Ubliches Argument

h,h’ aus der universellen Eigenschaft. Eindeutigkeit:

hoh' =idp, W oh =idp

Dazu:

RI

v

R h'oh = idr = h' o h.

>\

RI
O
Bezeichnung:

(i) B4 :=R  (Restklassenring)

(ii) ¢: R — R’ = R/ ist surjektiv mit ker ¢ = 1. ¢ heifit die kanonische Abbil-
dung (Projektion).

(iii) Ist ¢: R — S mit I C kert), so hat man ein kommutatives Diagramm

R—Y g
¢l /

P
R/I

1 heiflt die durch v induzierte Abbildung.
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Beispiel 5.10

Satz 5.11 (Homomorphiesatz)
Es sei¥: R — S ein surjektiver Ringhomomorphismus mit kerv = I. Dann liefert

die induzierte Abbildung einen Isomorphismus v: R/q = 5.

Beweis.
rR—Y-g
¢l /
P
R/I

1 surjektiv = 1) surjektiv. ¢ ist auch injektiv, da

P([r) =0 (r)=0ercl<|r]=0
= 1) ist bijektiv = 1) ist ein Isomorphismus. O
Anwendung:

f(X)=ap+a1X +---+arX" € Z|X] irreduzibel?

Idee: Reduziere mod n.

7 — L = i)

Z[X] = Zn[X]
Zaka — f = deXk; ar = ar (mod (n)) € Zy, .

Untersuche f auf Irreduzibilitét.

f reduzibel = f reduzibel
f irreduzibel < f irreduzibel

Beispiel 5.12
fIX)=fX*+3X3+X2-6X+5

n=2 f(X) =X+ X3+ X2+1=(X+1)(X>+ X +1) g(X) irreduzibel, da
———
~ o - g(Xx)
g(0) =1 # 0,9(1) =1 # 0 = falls f reduzibel, dann zerfallt f in eine
Linearform und einen kubischen Teil.
n=3 f(X)=2X*+X2%2+2
Falls f reduzibel = f spaltet Linearfaktor ab = f hat eine Nullstelle.
Aber:
F0)=2+0 FO)=24+1+2=240
fQ=f(-)=f1)=2#0
= f irreduzibel.
Beispiel 5.13
f(X)=X*— X?+1 e Z[X] ist irreduzibel
Aber:  f(X) € Zp[X];p > 2 prim ist immer reduzibel.
Hier liefert dieses Verfahren zumindest fiir Primzahlen kein Ergebnis.

Bemerkung 5.14
Es gibt (deterministische) Algorithmen, die in polynomialer Zeit entscheiden, ob ein
gegebenes Polynom f € Z[X] irreduzibel ist.
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5.2 Der Primring eines Rings
R,S: Ringe (mit 1#0)

Definition 5.15
Ein Ringhomomorphismus ist eine Abbildung ¢: R — S mit

(1) ®(r1 +r2) = ¥(r1) +¥(r2)
(ﬁ) 1/’(7’1 '7"2) = 7/1(7"1) '7/’(7’2)
(it}) $(1) =1

Satz 5.16
Es gibt genau einen Ringhomomorphismus o: Z — R.

Beweis. Es ist (1) = 1. Damit muss gelten

(k>0) ok)=0(l4-+1)=p(1)+ --+o1)=1+--+1

k—mal k—mal k—mal

= Eindeutigkeit

Existenz:

Damit ist o(1) =1 und p ist ein Ringhomomorphismus:

olk1+k)=( ki+ks ) 1=k -14+ky -1=0(k1)+ o(ke)
——
=+l +---+1
———

|k + kg |—mal
o(k1 - k2) = o(k1) - o(k2) analog.
O

Definition 5.17
0o(Z) := im(p: Z — R) heifit der Primring von R. Die Abbildung ¢ heifit der

kanonische Homomorphismus.
(i) o seiinjektiv. Dann ist o(Z) 2 Z C R. [z.B. R=Q,0(Z) =7Z C Q]
(ii) o sei nicht injektiv.
I:=%kerpCZ (Ideal)
= [ = (n) fir ein n > 2 (n = 1 unméglich, da sonst p = 0)
)

N

Z/ker 0o — Zn

Z

0: induzierter Homomorphismus, o ist injektiv
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= p induziert also einen Isomorphismus
00 Ly — 0(Z) (Primring)

Also haben wir gesehen
Primring: o(Z) = {

Definition 5.18
Es sei R ein Ring. Dann definiert man die Charakteristik von R durch:

falls o(Z) 2 7Z
char R = 0 falls o(Z)
n falls o(Z) = Z,
Beispiel 5.19
char(Z,[X]) = n.
Bemerkung 5.20
Es sei K ein Korper, der als Ring die Charakteristik 0 hat. Dann hat man:

Z(%Q'K

o' definiert eine Inlusion von Q nach K, d.h. man kann jeden Korper der Charak-
teristik 0 als Korpererweiterung von Q auffassen.

5.3 Erzeugendensysteme von Ringerweiterungen

S Ring (kommutativ mit 1), R C S Unterring, Familie: (z))xea;xa € 0.
Definition 5.21

R(zx)ren] := ﬂ R

R’ ist ein Unterring, der R
und alle Elemente z enthélt.

Bemerkung 5.22
R[(xx)rea] ist der kleinste Unterring von S, der R und alle Elemente xx, A € A
enthalt.

Definition 5.23

(i) R[(zx)aea]heiBt der Ring, der aus R durch Adjunktion der Elemente z, A € A
entsteht.

(i) Ist S = R[(xa)aren], so sagt man, dass die Familie (z))xea ein Erzeugenden-
system von S iber R ist.

Beispiel 5.24
(i) S=C,R=R S =RJ]
z€C:z=a=x1ib, a,beR
(i) R=7Z,S8 =Z[X4,...,X,] Polynomring

Dann sind X1, ..., X, Erzeugende von S iiber R. Dies rechtfertigt auch die
doppellte Verwendung des Symbols R]...].
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5.3.1 Der Polynomring in beliebig vielen Variablen

R: kommutativer Ring mit 1
(Xa)rea: Variablen, paarweise verschieden

R[(X2\)aea] := {f,f = f(Xx,,.-.,Xy,) ist ein Polynom in X ,..., X,
mit {)\17---;)\71} - A}

Ringstruktur:
=X, ..., Xx) 9g=9Xpu, -, Xu,)
{0 {p, - ue CA
Setze
AN o={\, AU {p, e CA
Dann gilt:

fig€ RXx; A €N

Dann definieren wir f + g, f - g wie friiher.

Einsetzungshomomorphismus

R C S;(zy),zx € S, €A
Wir erhalten einen Ringhomomorphismus

o: R[(X\)aea] — S

wie folgt: Ist

F=FXn, 0 X0) = > ry, XP XY
endlich

S0 setzen wir

o(f):= Z Tuy o Ty« X"

endlich

Dies ist ein Ringhomomorphismus mit o|p = idg. o heifit dann Einsetzungshomo-
morphismus. Sei

I :=kero.

Satz 5.25
Dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus

g1 RIODAEAL = Rl(z)); X € A
Beweis. Die universelle Eigenschaft des Quotienten liefert uns:

R[(X2), A € A =4 R[(zx), €A C S

R[(XA),/\EA]/I
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Dabei ist 7 injektiv und ima C R[(x)), A € A]. Wir brauchen nur zu sehen, dass
imd = R[(zx),\ € A] (dann Homomorphisatz anwenden: FAery = ime)). Die
Surjektivitdt folgt, da im & ein Ring ist, der R und die Elemente x, umfasst und
R[(xx), A € A] der kleinste Ring ist mit dieser Eigenschaft. O

L/K: Korpererweiterung (K C L),(zx)xer;xr € L
Haben:

K((zx)xea) C L Korperadjunktion
K[(zx)xea] € L Ringadjunktion

(K[(zA)aea] ist im Allgemeinen ein Ring, aber kein Korper). Klar ist

K[(zx)aen] € K((22)ren)
K[(zx)aea] C L ist ein Integritatsring und besitzt damit einen Quotientenkorper.
Satz 5.26
(1) QUK[(xx)ren]) = K((22)ren)-
(ii) Jedes Element y € K((xzx)aea) ist von der folgenden Form:

flz1,...,xy)

y="—"—""—" mitxz,...,o, € (x); f,g Polynome
9(x1,. .., Tn)

Beweis. (ii) sofort aus (i), da der Einsetzungshomomorphismus surjektiv ist.

(i): Universelle Eigenschaft des Quotientenkérpers

K[(xx)aea] © K((wx)ren)

I

Q(K(xx)xenl)

Behauptung: ¢ ist ein Isomorphismus

(i) ¢ injektiv, da ¢|x = idk; also ¢ # 0.

(ii) ¢ surjektiv: im ¢ ist ein Unterkorper, der K und die zx, A € A enthélt.
Da K((xx)xea) der minimale Korper mit dieser Eigenschaft ist, ist ¢ auch
surjektiv.

O

Bemerkung 5.27

(i) = € L sei algebraisch iiber K. Dann ist:

Denn: K[z] C K(z) klar. Sei n der Grad von z iiber K. Hatten gesehen
K@)=K+Kr+Ka?+---+ Ka" ' C K[x]

= Kz] = K(x).
Aber: Q[X] G Q(X).
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(ii) Sei L/K algebraisch und L = K((zx)rea). Dann ist L = K[(zx)xea]-
Denn: K[(zx)xea] C L ist Klar. Sei 2 € L. Nach Satz (5.26) gilt:

o H {21, 2a} C{on A € A}
=X € K(Il, . ,Z'n) = (K(Zl'l, ce 7$n)) (zn) Tp alge:bl‘aisch
(K(frl, .. ,Z'n))[zn] R K[Ih o 7:rn] c K[(ng)AEA]'

5.4 Ideale und Homomorphismen
¢: R — S Ringhomomorphismus
Satz 5.28

(i) Ist J C S ein Ideal, dann ist auch $=1(J) C R ein Ideal.

(i1) Ist ¢ surjektiv und I C R ein Ideal, dann ist auch ¢(I) C S ein Ideal.
Beweis. (i) ¢71(J) C R ist abelsche Untergruppe (wurde frither gezeigt).

Zu zeigen: R-¢~1(J) C ¢ 1(J).
Hierzu: r e R,s € ¢~ 1(J)

B(rs) = ¢(r) p(s) € J = rs € p~1(J).
e

(ii) ¢(I) C S ist eine abelsche Untergruppe (wurde frither gezeigt).

Zu zeigen: S - ¢(I) C ¢(I)
Sei s € S,y = ¢(x) € ¢(I). Da ¢ surjektiv ist, gibt es r € R mit
o(r) =s.

:sy:q’)(r)gb(x):qb(\mﬁ)/reR,xelémceIE(ﬁ(I).

O
Satz 5.29
Es gibt eine Bijektion:
{J; J ist Ideal in R,I C J} <5 {J; J ist Ideal in R/ }
J i ¢(J) (5.5.a)

¢~ (J) i T
Beweis. Die Abbildungen (5.5.a) und (5.5.b) sind zueinander invers.
(i) ¢(¢p~1(J)) = J, da ¢ surjektiv ist.
(ii) Zu zeigen: ¢~ (¢(J)) = J.

,C“ st klar.
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L% Sei € o~ (p(J)) = ¢(z) € ¢(J) = Es gibt y € J mit ¢(z) = ¢(y) =
p(x)—9y) =0=9¢(r—-y)=0=z—-yel,dhr—y=imitiecl
x=y +_ 1 €J.

~
ej eleJ

O
Bemerkung 5.30

Falls J = ¢(J) ist, so ist J = {l;l € J} = {l + I;1 € J}. Dies rechtfertigt die
Schreibweise J = J/; .

Noetherscher Isomorphiesatz

I CLCR,R: Ring; I, L: Ideale in R
~ L/ C B/ oist ein Ideal (siehe Satz (5.29))

Satz 5.31 (Noetherscher Isomorphiesatz)
Es gibt einen natirlichen Isomorphismus

R g(R%/I).

Beweis. Wir betrachten die folgenden Projektionen:

R ( B )
Damit ist L C ker. Damit liefert uns die universelle Eigenschaft:

R v (R/I)/(
\ /
R/L

Behauptung: 4 ist ein Isomorphismus

L)

e 1 surjektiv, da 1) surjektiv ist.
e ¢ injektiv: Sei 7 € R mit ¢ (7) = 0.
= (7“) e Ly

=rey;'(Lr)=1L
=0=7r¢c B/

Es sei ¢: R — S eine Surjektion. Nach fritherem liefert uns dies:

R ¢ S
\ / dh. ¢ Bherg = 8. (Satz (5.11)).
3

R/ker )

Sei ¢ C S ein Ideal. Dann ist:

kerp C ¢ () C R
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Wir betrachten:
P: R— R/ker¢ =S5 - 54

Korollar 5.32
P induziert einen Isomorphismus

P By = 84

Beweis. Der Noethersche Isomorphiesatz (5.31) liefert

 (Bhas)
R/(bfl([) >~ %)/ke“ﬁ) = S/7.

5.5 Primideale und maximale Ideale

Definition 5.33
Ein Ideal p C R, p # R heif3t Primideal, falls gilt: rs € p = r € p oder s € p.

Beispiel 5.34
(i) Es gilt
{0} ist Primideal < R ist ein Integrititsring
[rs=0=r=0oder s =0].

(ii) R sei faktorieller Ring und p € R sei ein Primelement. Dann ist (p) ein Prim-
ideal.

Satz 5.35
p C R ist Primideal < R/p ist ein Integritatsring.

Beweis. ,=* B/ sei kein Integritatsring. Dann gibt es 7,5 € Bp. 7 # 0,5 # 0 mit
FTs=0=1r¢p,s ¢ paber rs € p= p ist kein Primideal.

« __ L —_ R/PIntegritéitsring _ _
y="rsep=0=7r5€ Bp = 7r5s=0 — F=0oders=0=r1rc¢€

p oder s € p.
O

Definition 5.36
Ein Ideal m C R heit mazimales Ideal, falls gilt:

(i) m # R.
(ii) Ist I ein Ideal mit m G I, dann ist i = R.

Satz 5.37

m C R ist mazimales Ideal < R4, ist ein Korper.

Folgerung 5.38

m maminﬁales Ideal = m ist Primideal.

R4, ist Korper
= Ry, ist Integritdtsring
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Beweis. ,,=“ Zu zeigen: Ist ¥ € R4, ,7 # 0, so hat 7 ein multiplikatives Inverses.
Definiere:
I:'=m+ Rr={s+r'r,s €m,r € R} C R Ideal

Da r ¢ m ist I 2 m. Da m maximal ist, folgt I = R. Also ist 1 € I, d.h. es
gibt sem,r’ € R:s+r'r=1=77r=1.

» < Sei I 2m,I C R Ideal. Zu zeigen: I = R.
Betrachte:
¢: R— R

o(I) = Ls, ist dann ein Ideal, # {0} in R4,. Da R4, ein Korper ist, folgt
Lin = Ry . Es gilt:

I=6¢""(o(I)) = ¢~ (L) = ¢ () = R.

Satz 5.39

(i) Die Primideale in Z sind (0) und die Ideale (p) mitp > 2 prim. Die mazimalen
Ideale sind (p) mit p > 2 prim.

(i) Im Ring R = K|[X] sind die Primideale die Ideale (0) und (f) wobei f € K[X]
irreduzibel ist mit deg f > 0. Die mazimalen Ideale sind die Ideale (f) mit
f € K[X] irreduzibel, deg f > 0.

Beweis. R =17 (R = K[X] vollig analog)

(0) ist Primideal, da Z Integritédtsring ist. (0) ist nicht maximal, etwa (0) &
(7) G Z. Z ist kein maximales Ideal.

Sei I = (n),n > 2. n sei nicht prim: n = p > 2. Zu zeigen: (p) ist maximales
Ideal: (= Primideal)

Sei I C Z Ideal, I 2 (p). Esist I = (k). Da (p) C I folgt pe (k) =p=k-l=

Elp "2 k=1 oder k=p = (k) = (1) = Z oder (k) = (p), dh. I=(p) 4. O
Korollar 5.40
(i) Fir jedes Primideal p > 2 ist Z, = 2/ ein Korper mit p Elementen.

(ii) Ist R ein Integritdtsring der Charakteristik p, so ist der Primring von R iso-
morph zum Korper Z,,.

Beweis. (i) klar

(i)

o(1) = 1,kerp = (p). Primring = o(Z) =
\ TQ o(“py) = 0(Zy,). Da p injektiv ist, ist der
Primring isomorph zu Z,,.

Z/<10)
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Anwendung: (spiter wichtig fiir die Galoistheorie)
K: Korper, f € K[X] irreduzibel, deg f > 0 = (f) maximal = K[X]/<f> ist ein
Korper.

Satz 5.41
f € K[X] sei irreduzibel, deg f > 0. Dann ist K[X]/<f> eine endliche Korpererwei-
terung vom Grad n = deg f tber K.

Wiederholung: L D K;[L: K| = dimg L Grad der Koérpererweiterung.

Beweis. Wir betrachten K C K[X] — K[X]/m. Diese Abbildung ist injektiv, d.h.

K [X]/< #y ist Korpererweiterung von K.

Diese Korpererweiterung wird erzeugt von X (X = X +(f)).
Gentigt: X ist algebraisch tiber K vom Grad n. In K[X]/m : f(X)=0.
Also ist X algebraisch vom Grad < n. Sei g das Minimalpolynom von X =

g|ffiguz'g=c~f,c€[(*:deg)_(:degg:degf:n. O
Beispiel 5.42

(i) In K[X,Y] ist etwa (X) ein Primideal, aber nicht maximal.

(ii) (X,Y) ist ein maximales Ideal.
Satz 5.43 (Krull)
Sei I g R ein Ideal. Dann gibt es ein maximales Ideal m C R mit I C m.
Zornsches Lemma M: System von Mengen, K C M
Definition 5.44

(i) K heifit eine Kette, falls gilt: K1, Ko € K = K1 C K3 oder Ko C K;.

(ii) Ein Element M €
mathcal M hei3t mazimal, falls gilt: Ist N € M, M C N so folgt M = N.

Lemma 5.45 (Zornsches Lemma (Axiom), 1. Fassung)
M sei ein nicht-leeres Mengensystem. Fir jede Kette I C M gelte

UKEM.

Kek
Dann gibt es ein maximales Element in M.
Beweis. (Satz von Krull (5.43)) Betrachte
M :={J;J # Rist Ideal und J D I}

M ist nicht-leer, da I € M. Ziel: Finde maximales Element in M. Dies folgt mit
Hilfe des Zornschen Lemmas (5.45).
K C M Kette. Sei

Zu zeigen: K € M. K ist Ideal:

(i) x,y € K=2z¢eK,ye K K Kegte Ky C Ky oder Ky C K3 etwa_KyC I

Ki,KeK
z,2yeKo=>ax4+ye Ko=>ao+yek.
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(ii) R- K c K véllig analog

(iii) K DI (trivial)

(iv) Bleibt: K # R. Sei K =R=1€K = Esgibt i mit 1 € K, "“5" K, = R =
Kig M ¢

O



Kapitel 6

Algebraische
Korpererweiterungen (Teil 2)

6.1 Einfache algebraische Korpererweiterungen
K: Korper

Definition 6.1
Der Primkorper von K ist der Durchschnitt aller Unterkorper von K.

Bemerkung 6.2
Der Primkorper ist der von 1 erzeugte Unterkorper von K.

char K = 0:
72— > K
\ / n—n-1=14+---+1
—_———
@ n
char K =p > 0:
Z(\\—L))K
Ly
Satz 6.3

(i) Ist die Charakteristik char K = 0, so ist der Primkérper isomorph zu Q.
(11) Ist char K =p > 0, so ist der Primkorper isomorph zu Z,.

Beweis. Siehe oben. O

Satz 6.4
Ist K ein endlicher Kérper, so ist die char K = p > 0. K enthdlt p™ (m € N)
Elemente.

65
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Beweis. char K = 0 = Q — K = |K| = oco. Also ist char K = p > 0, der
Primkorper ist isomorph zu Z,. D.h. K ist eine Korpererweiterung von Z,, also ist
K ein Z,—Vektorraum der Dimension

m::[K:Zp]<Oo.

= K Z;” (als Vektorraum!) = |K| = p™. [

Bemerkung 6.5
Es gibt zu jedem p, m genau einen (bis auf Isomorphie) Korper mit p™ Elementen
(GF(p;m).
Definition 6.6
Eine Korpererweiterung L/K heifit einfach, falls es ein Element x € L gibt mit
L =K(x).
Beispiel 6.7

(i) € = R()

(ii) L = K(X) (Korper der rationalen Funktionen iiber K in X)

(iii) f € K[X] irreduzibel deg f > 0.

— KX
L:=KX/ oK
L = K(z) mit x = X mod (f).
(iv) K(X,Y) ist keine einfache Kérpererweiterung von K.

Satz 6.8
FEs sei L = K(z) eine einfache, algebraische Korpererweiterung. Es sei f(X) das
Minimalpolynom von x. Dann induziert der Einsetzungshomomorphismus

¢: K[X] = K(z)  (¢lx =idr; o(X) = z)
einen Isomorphismus
¢: KX = K(z) = L.

Beweis. Es gilt (f) C ker¢. [f(z) = 0]. Da (f) ein maximales Ideal ist, folgt (f) =
ker ¢.

= ¢: KX — L = K(x).

Da im ¢ ein Korper ist, der K und z enthilt, ist ¢ surjektiv, also ein Isomoprhismus.
O

K CR,S (R,S: Ringe)

Definition 6.9
Ein Ringhomomorphismus f: R — S heifit ein K-Homomorphismus, falls f|x =
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Damit: Bis auf K-Isomorphie ist jede einfache algebraische Korpererweiterung

von der Form ¥ [X]/< s fiir ein irreduzibles Polynom f € K[X] mit deg f > 0.

Bemerkung 6.10

KXy = K 7‘;’ f~g

Satz 6.11
Es sei f € K[X]. Dann gibt es eine einfache algebraische Kérpererweiterung L von
K, sodass f in L eine Nullstelle hat. (deg f > 0)

Beweis. Es sei g ein irreduzibler Faktor von f, degg > 0. Betrachte:

L=k [X]/<g> oK (einfach algebraisch).

Es sei  := X mod g. (L = K(«)). Dann ist nach Konstruktion g(x) = 0. O
Satz 6.12

Es seien f1,...,fn € K[X], degfi > 0 Polynome. Dann gibt es eine endliche
Korpererweiterung L, sodass f1,..., fn in L eine Nullstelle besitzen.

Beweis. n—fache Anwendung des Satzes (6.11). O

6.2 Der algebraische Abschluss eines Korpers

KcL

Friiher:

Ky, := {z € L;z ist algebraisch iiber K}
KcKpCL yalgebraischer Abschluss von K in L*

Wir wollen nun den algebraischen Abschluss ohne Vorgabe eines Oberkorpers L
betrachten.

Definition 6.13
Ein Koérper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes Polynom f € KI[X],
deg f > 0 in K eine Nullstelle besitzt.

Satz 6.14 (Fundamentalsatz der Algebra)
Der Kérper C ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Funktionentheorie, bzw. spiter im Abschnitt (A.4). O

Beispiel 6.15
R, Q sind nicht algebraisch abgeschlossen. (f(X) = X2+ 1).

Satz 6.16
Es sind dquivalent:

(i) K ist algebraisch abgeschlossen.
(ii) Jedes Polynom f zerfdllt in Linearfaktoren (deg f > 0).
(iii) Die irreduziblen Polynome positiven Grades sind Linearformen.

(iv) Ist L/ K algebraisch, so ist L = K.
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Lemma 6.17
(i) Es sei f € K[X] und es sei f(¢) =0. Dann gilt f = (X — ¢)g mit g € K[X].
(i1) Ein Polynom vom Grad n hat hichstens n verschiedene Nullstellen.
Beweis. (i) Division mit Rest:
f=(X—-¢g+d mitd €K
Aus f(c) =0 folgt dann ¢’ = 0.

(ii) sofort aus (i).

Beweis. (von Satz (6.16))
(i) = (ii): Sofort aus Lemma (6.17).
(ii) = (iii): Klar.

(iii) = (iv): Sei z € L. Es sei f das Minimalpolynom von x. Wegen (iii) ist f eine
Linearform, d.h.

fX)=X—a, ac K.
flz)=0=>2=ac K=L=K.

(iv) = (i): Es sei f € K[X], deg f > 0. Kann annehmen, dass f irreduzibel ist.
Setze:

L=2X [X]/< 5 OK algebraisch, einfach.
Es ist f(z) = 0 mit « = X mod (f) € L. L/K algebraisch & K = L.
Dann hat f bereits in K die Nullstelle z.

O

Korollar 6.18 -
Der algebraische Abschluss Q von Q in C ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis. f(X) € Q[X]; degf > 0. Da @ C C hat f in C eine Nullstelle z. Dann
ist Q(z)/Q algebraisch und Q/ Q ist algebraisch = x ist algebraisch iiber Q = z €
0. O

Definition 6.19 ~
K sei ein Korper. Ein Kérper K heifit ein algebraischer Abschluss von K, falls gilt:

(i) K ist algebraisch abgeschlossen.
(ii) K/K ist algebraisch.

Beispiel 6.20

C/R, Q/Q

Ziel: Existenz und ,Eindeutigkeit von K.
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Zornsches Lemma (2. Fassung)

M: Menge, M # (.

Definition 6.21

Eine Relation R ist eine Teilmenge R C M x M.
Schreibweise: aRb:< (a,b) e RC M x M

Definition 6.22
Eine Teilordnung auf M ist eine Relation R mit folgenden Eigenschaften:

(i) aRb und bRc = aRe.
(ii) aRb und bRa = a =b.
(iii) aRa.
Schreibweise: aRb<:a <b

Definition 6.23
Eine Teilordnung heifit eine Ordnung auf M, falls fiir je 2 Elemente a,b € M a <b
oder b < a gilt.

Beispiel 6.24
(i) M’ = Menge, M = P(M') Potenzmenge von M’
Uy <Uy U CUs
Teilordnung, aber keine Ordnung.
(i) M =R, a < b im iiblichen Sinn (Ordnung).
Definition 6.25

(i) Ein Element m € M heifit mazimal beziiglich der Teilordnung <, falls gilt:
m<m =m=m.

(ii) Es sei N eine Teilmenge von M. Dann heifit ein Element m € M eine obere
Schranke von N, falls gilt:

neN=n<m.

Lemma 6.26 (Zornsches Lemma, 2. Fassung)
Es sei M eine Menge mit einer Teilordnung <. Falls jede total geordnete Teilmenge
N C M eine obere Schranke besitzt, dann gibt es in M ein mazimales Element.

Beispiel 6.27

M sei die Potenzmenge einer Menge M': < sei durch C definiert. Dann ist eine total
geordnete Teilmenge dasselbe wie eine Kette. Dann erhalt man die 1. Fassung des
Zornschen Lemmas (5.45) als Spezialfall zuriick.

Satz 6.28

Es sei K ein Korper und K ein algebraischer Abschluss. Es sei L eine algebraische
Kdérpererweiterug von K und Lo ein Zwischenkérper von L/K. Es sei ¢o: Lo — K
ein K ~Homomorphismus. Dann gibt es einen K -Homomorphismus ¢: L — K mit

¢|L0 = ¢y.
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Korollar 6.29 ~
L/K sei algebraisch. Dann gibt es stets eine Inklusion ¢: L — K mit ¢|x = idk.

Beweis. Lo = K, ¢9 = idk. Dann Satz (6.28). O
~» Eindeutigkeit von K (bis auf K—Isomorphie).
Beweis. (von Satz (6.28)). Betrachte
M= {(L',¢/);Lo C L' € L,¢/: ' — K mit /|1, = o).
Es ist M # 0, da (Lo, ¢o) € M. Teilordnung auf M:
(L1, ¢1) < (L2, ¢2) <= L1 C Ly und ¢2|r, = ¢o.

Wir wollen hierauf das Zornsche Lemma (6.26) anwenden. Es sei (Lx, ¢x)rea ei-
ne total geordnete Teilmenge von M. Wir benétigen hierfiir eine obere Schranke.
Hierzu:
qg: L — K durch:

z € Ly, so setze o(x) = ¢ ().

]:4:: U L,\,

AEA

(i) L ist ein Korper. (Genau wie beim Satz von Krull (5.43)).
[v,y € L, dh. @ € Ly,,y € Ly,. Es gilt Ly, C Ly, oder Ly, C Ly,. Sei
Lx, C Ly,, dannist z,y € Ly, = v £y,2 -y, € Ly, c L.

(ii) ¢ ist wohldefiniert: € L,z € Ly. Dann ist Ly C Ly oder Ly C Ly. Sei
Lx C Ly. Da (Lx,¢x) < (Lx, dx) ist dx |, = da, also dx(x) = on ().

(iii) ¢ ist ein Homomorphismus.

(iv) @|L, = ¢o. Dies folgt, da ¢x|r, = ¢o fiir alle A € L.

= (L, $) € M. Nach Konstruktion ist (L, ¢) Schranke von (Ly, ¢x)xrea-
Zornsches Lemma (6.26) = M besitzt ein maximales Element

(L*, ).
Ziel: L* = L. Dann kann man ¢ := ¢* wéahlen.

Annahme: L*# L.Seixz € L\ L*.

Ziel: Setze ¢* zu einem Homomorphismus auf L*(z) fort. Dann erhalten wir einen
Widerspruch zur Maximalitdt von (L*, ¢*).
Es sei f das Minimalpolynom von x iiber L*.

= L*[X]/m >~ [ (x).
Betrachten:
¢ : L*[X] — K[X]
Z a; X" Z ¢*(a;) X"

Dann ist ¢*(f) € K[X]. Es sei y eine Nullstelle von ¢*(f).
Betrachten:

y einsetzen =
L,

v LX) 25 KX K.
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Dann ist ¢(f) = 0. = (f) C keryp 7 TSP () = keryp =

¥ _
K

~. A

Lr[X]

Nach Konstruktion ist L*(x) 2 L* und ¢/|p- = ¢* 4.

Korollar 6.30

71

O

Sind K, K zwei algebraische Abschlisse von K, so gibl es einen K-Homomor-

phismus K =2 K.

Beweis. Aus Satz (6.28): Es gibt einen K—Homomorphismus ¢: K—K.Sei K :=

#(K) C K. Dann ist K algebraisch abgeschlossen, da K dies ist.

Da K algebraisch ist iiber K, ist K auch algebraisch iiber K. = K = K

o: K = K und nach Konstruktion ein K —Homomorphismus.

Satz 6.31 (Steinitz)
Zu jedem Korper K gibt es einen algebraischen Abschluss.

Beweis. Wir betrachten die folgende Familie von Unbestimmten
{Xf}rerix)-
Dazu gehort der Polynomring in unendlich vielen Variablen:
K{ X}
Wir betrachten hierin folgendes Ideal:

I := Ideal erzeugt von den Polynomen f(Xy)
I C K{X;}]

1. Schritt: I # K[{X}]. Ansonsten

1= Zgifi(Xfi); gi € K[{Xy}].

i=1

In dieser Relation kommen endlich viele Unbestimmte Xy, , ..

O

(%)

.,an,nz

m vor. Es sei L eine algebraische Korpererweiterung von K, in der die
Polynome f1,..., f, eine Nullstelle z1, ..., z,, haben. Wir betrachten:

K[Xp,.... Xz ] =L (K~Homomorphismus)

Xfi'_)xi i:l,...,m
Xp;—=0  j>m+l

Dann geht (x) tiber in

L=> gifi(x;) =0 j%.
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2. Schritt: Nach dem Satz von Krull (5.43) gibt es ein maximales Ideal m mit
Icm.
Setze
E, := KX}, (FE; ist ein Korper).

Da K N'm = {0} ist K — Fj, d.h. E; ist eine Korpererweiterung von
K.

FE ist algebraische Korpererweiterung von K:
Setze x¢ := X mod m.

Da FE; von diesen Elementen erzeugt wird, geniigt es zu zeigen, dass die
xs algebraisch sind. Dies folgt, da f(Xs) € I C m, d.h. f(xzy) =0.

3. Schritt: Iteration dieser Konstruktion.

Wir konstruieren eine Kette
K=FEyCFE,CEyC---
wobei E; aus E;_1 durch die Konstruktion in Schritt 2 entsteht.

E, 1/ FE, ist algebraisch, E,, /E,,_1 ist algebraisch
- = FE, /K ist algebraisch fiir alle n > 1.

4. Schritt:

K ist ein Kérper, K C K, und K /K ist algebraisch.

Zu zeigen bleibt: K ist algebraisch abgeschlossen.

Sei F € K[X]. Zu zeigen: F hat in K eine Nullstelle. Es gibt ein n mit
F € E,[X]. Nach Konstruktion hat F' dann eine Nullstelle in F,, 1 und
damit auch in K.

O

Zerfallungskorper
K: Korper; f € K[X]

Definition 6.32
L heifit Zerfdllungskorper von f, falls:

(i) f zerfdllt iiber L in Linearformen.
(ii) L = K|[z1,...,x,], wobei die x; die Nullstellen von f in L sind.

Bemerkung 6.33
In der Definition (6.32) gilt: K[x1,...,zy] = K(z1,...,2x).

Satz 6.34
Sei f € K[X], deg f > 0. Dann gilt:

(i) Es gibt einen Zerfillungskérper L von f.
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(i1) Je zwei Zerfillungskorper sind K —isomorph.

Beweis. (i) Sei K ein algebraischer Abschluss von K. Dann hat f in K die Null-
stellen x1, ..., x,. Setze

L:=Klx1,...,z,] (=K(z1,...,2,)).
Dieses L ist ein Zerfallungskorper.

(ii) Essei L’ ein weiterer Zerfillungskorper. Da L' algebraisch ist iiber K, gibt es
einen K—Homomorphismus ¢: L' — K. Dann ist L” := ¢(L’) = L’ ebenfalls
Zerfallungskorper.

Da ¢ Nullstellen von f auf Nullstellen abbildet, folgt
L' cL. (6.6.2)
Umgekehrt zerfallt f tiber L”, d.h. z1,...,2, € L, damit
LcL (6.6.b)
(6.6.a), (6.6.b) = L =L = L~ L.
O

6.3 Separabilitat

[ € K[X]; K algebraischer Abschluss
Dann zerfallt f iiber K:

f(X)= KH(X —x)" Z1,..., %, Nullstellen von f. k € K.
i=1

Definition 6.35 ~
Ein Polynom f € K[X] heifit separabel, falls f irreduzibel ist und in K keine mehr-
fachen Nullstellen besitzt. Ansonsten heif3t das Polynom inseparabel.

Ableitung:

f € R[X]; R: Ring

f(X) S:ZTVXV, r, € R.

v=0

Definition 6.36
Die Ableitung (formale Ableitung) von f ist definiert durch

f(X):= Z vr, XV
v=0

Achtung: f'=0#4 f=ceR.
Beispiel 6.37
() f(X)=4X% € Zpo[X]; f/(X)=3-4X%=0¢€ Z[X].

=12

(i) f(X)=XP—1€Z,[X]= f/(X)=pXP~ 1 =0¢Z,[X]
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Satz 6.38
Fiir f,g € R[X] gilt:

(i) deg f' < deg f.
(i) f=reR= f =0.
(iir) (f+9)=[f+g"
(i) (rf) =rf" (r€R).
(v) (f9)'=fg+fqg"

Beweis. (v) Wegen (#ii) und (iv) geniigt es, dies fiir g = X™ zu zeigen.
ZTVX =gf = ZTVXV“” Zu+mrX”+m L
xm (

= <ZWVXV 1> )Xm !

/

g

o
Korollar 6.39
Ist f(X)=7r(X —a)™;r,a € R. Dann ist
f(X)y=m-r- (X —a)" "
Beweis. Induktion
m=1: f(X)=r(X—a)=rX —ra= f/(X)=r=r-1(X —a)°.
m—m+1:
f(X)=r(X —a)"™ =r(X —a)™ (X —a)
—_———— ——
g h
) 41 7 /
= [(X)=g'h+gh
N mr(X —a)™ "X —a)+r(X —a)™-1
(mr+r)(X —a)™
— (m+ Dr(X — o)™
o

R: Integritatsring, char R=p >0 1+---+1=0) (p>2pri
ntegritatsring, char D d1+---+ ) (p > 2 prim)

p

F:R— R Frobeniushomomorphismus

r—rP
F ist ein Homomorphismus, d.h.

F(ri+712) = f(r)+F(ra) — (ri+ra)? = + 12
F(Tl'TQ)ZF(Tl)'F(Tg)
F(1)=1
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Beispiel 6.40

R =173
(r1 +19)> =73 4+ 3r2ry + 3ri7r3 + 13 0: 7 — Zs
=11+ 0(3)rira + 0(3)r173 + 13 11
=734+ 0-7ira +0-rir3 + 75 22
=ri+r} 3—3=0

6.3.1 Frobenius Homomorphismus

R: Ring, char R = p;p prim
F:R— R, renrP

Satz 6.41
(i) F ist ein Ringhomomorphismus
(ii) R Integritatsring = F ist injektiv
(iii) im(F) =: RP = {rP;r € R} C R ist ein Unterring
(iv) Ist R ein Kérper, dann auch RP.
F heif$st der Frobeniushomomorphismus.
Beweis. (i)

F(rr')y = (rr" )P =rP(r')P = F(r)F(r'

p
F "N p binom. Z p pP—i (. \
(’I" tr ) ( Lehrsdtz 7 " (T )
=0 R ,
eigentlich g(f)

~—

bei 0: Z — R, R
(wobei g — o(n) +--41)

Es gilt:

Also gilt: i # 0, p: p\(f) = g(f) =0.

= (r+7)? = <€> rP + (p) PP =P 40" = F(r) + F(r').
p
—— ~——
=1 =1
(ii) Seir # 0 mit F(r) =0, d.h. r» = 0. Wahle n < p minimal mit ? =0 (n > 2)
= 7 (r"7!) =" = 0= R hat Nullteiler.
—

£0  #0
(iii) Klar, da (r +7)P =P + (v/)P, (rr")P = 1P . ¢'P.

(iv) Klar,dar #0. (rP) - (1) =17 = 1.
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6.3.2 Separable / inseparable Korpererweiterungen

Erinnerung: f € K[X] sei irreduzibel. Dann heifit f separabel, falls f in K keine
mehrfachen Nullstellen besitzt, ansonsten heifit f inseparabel.

Satz 6.42
Es sei f € K[X], deg f > 0 irreduzibel. Dann sind dquivalent:

(i) f ist inseparabel.
(i) f' =0.
(iii) f = g(XP") wobei p = char K >0, e > 1 und g separabel ist.

Bemerkung 6.43
Inseparabilitét tritt nur in positiver Charakteristik auf.

Beispiel 6.44

f(X) 1=Xp—t€(@’[ﬂ)[X]
R

f(X) ist irreduzibel in R[X] nach Eisenstein (Primelement: ¢). Nach Gauf} (4.12)
ist f(X) auch irreduzibel in

f(X) e (@)[X]-

Es ist
f'(X)=pxP~t =0.
Beweis. (i)=>(ii): f inseparabel = f hat in K eine mehrfache Nullstelle a € K.

=f(X)=(X—-a)"h(X) (iiber K)
S(X)=m(X —a)™ h(X) + (X —a)"h/(X)

Betrachte den Auswertungshomomorphismus
¢: K[X] = K, g+ g(a)
f irred.
= fekerg” = (f) =kero.
Andererseits ist

flla)=0=f"€(f).

deg f' < degf= f' =0.

(i)=(@i) f(X) =a+a X+ - +a, X" = 0= f(X) =a1+2aX+ -+
nap, X" ' =4.0;=0fliri=1,...,n=i=0o0dera; =0fiiri =1,...,n.
Alle a; =0 fur i =1,...,n bedeutet, dass f =a¢ (4)

= mindestens ein ¢ = 0,7 > 1, d.h. char K =p >0

= f(X) =) aip X7 =) a; ) (XP) =: f1(XP).
=0

=0
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Da f(X) irreduzibel ist, gilt dies auch fiir f1(X). Falls f; separabel ist,
ist man fertig. Ansonsten liefert die Fortsetzung des Verfahrens, dass

l
(X)) =g(X7).
Dies muss abbrechen und g ist schliellich separabel.

(iil)=>(i): Sei
J(X) = g(X*) = 3 ai(X")"

In K hat die Gleichung

Xplfai:()

1

eine Nullstelle, d.h. es gibt ein b; € K mit a; = (b;)?

SFX) =Y )P (XP) =3 (b (X
1=0 =0
Frotgnius(i biXi)pl

i=0
= f hat in K mehrfache Nullstellen
= f ist inseparabel.

Definition 6.45
L/K sei eine algebraische Korpererweiterung

(i) « € L heiit separabel iiber K, falls das Minimalpolynom von f(X) separabel
ist.

(ii) L/K heiBt separabel, falls jedes Element = € L separabel iiber K ist.

Satz 6.46
[L: K] sein < oo. Dann sind dquivalent:

(i) L/K ist eine separable Korpererweiterung.
(i) Es gibt genau n verschiedene K ~Homomorphismen von L — K.

Beispiel 6.47
L =C= K,K = K ist separabel, da char K = 0.
Frage: Wie viele R-Homomorphismen von C nach C gibt es?

{¢: ¢: C—C,¢lr =idr} = {idc, "}

¢ Homomorphismus, 2z +— z komplexe Konjugation

Vorbereitungen (zum Beweis von Satz (6.46))
L, N Korper, 0 # o: L — N Koérperhomomorphismus
Dies induziert einen Homomorphismus

LIX] — N[X]

[ = ZaiXi — f7 = Za(ai)Xi.
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Satz 6.48

Fs sei 0 # 0: L — N. Es sei M = L[x] eine einfache algebraische Korpererwei-
terung von L. Es sei f das Minimalpolynom von x. Ferner habe f° in N genau
m verschiedene Nullstellen. Dann kann man o: L — N auf genau m verschiedene
Weisen nach M = L|x] fortsetzen.

Beweis. Es sei n = [M : L]. Dann ist
M =Llz]=L+ L+ La* +---+ La""".
D.h. ein Homomorphismus &, der o fortsetzt ist bereits durch (z) festgesetzt. Es
gilt:
f(@) =0= f7(o(z)) =0(0) =0
= o(z) muss eine Nullstelle von f7 sein!
(i) Falls f° m Nullstellen hat, gibt es also hochstens m Moglichkeiten fiir &.

(ii) Es gibt tatséichlich m Fortsetzungen & von o:

Sei z eine Nullstelle von f?. Betrachte:

L[z] = Nz] = N; g— ¢° — ¢°(2).

Standard:aggume”t (f) =kero

éd_): L[I]/<f> — N.
——
>[L[x]=M

Nach Konstruktion ist

Beweis. (von Satz (6.46))
Es seien 1, ..., x; gegeben mit

L=Klxy,...,z] (geht, da [L : K] < 00).

Setze:

Dann ist
t
[L:K]:n:Hni.
i=1

(i) L/K sei separabel:

Dann gibt es nach Satz (6.48) genau n; K—Homomorphismen K [z1] — K (da
x1 separabel ist, d.h. das Minimalpolynom genau n; verschiedene Nullstellen
hat). Fortsetzung des Verfahrens:

a2 ist separabel iiber K[z1] (da es schon iiber K separabel ist).

Dann kann man jeden Homomorphismus K |[z1] — K auf genau ny Weisen auf
K[x1, 2] fortsetzen. D.h. wir haben ny-ngy K—Homomorphismen von K [z1, 2]
nach K.

Nach ¢ Schritten ergeben sich genau ny -...-n; = n K-Homomorphismen von
L nach K.
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(ii) L/K sei inseparabel:

Dann kann man annehmen, bzw. das Erzeugendensystem so wéhlen, dass x
inseparabel ist tiber K. Dann erhalt man im 1. Schritt < n; Fortsetzungen
und damit insgesamt < n K—-Homomorphismen von L nach K.

O

Korollar 6.49
FEs sei [L : K] =n < co. Es sei M algebraisch diber K. Dann gibt es hdchstens n
K-Homomorphismen von L nach M.

Beweis. Man kann M in K einbetten, dann sofort aus Satz (6.48). O

Korollar 6.50
L/K sei algebraisch. Es sei L = Klx1,...,x¢]. Es sei L; := Kx1,...,2;] und x;
sei separabel iber L; 1. Dann ist L separabel tiber K.

Beweis. Sei n; := [L; : L;—1]. Dann ist

n = [L:K]:Hni.

In jedem Schritt gibt es n; Fortsetzungen von L;_; — K nach L; (Argument des
Beweises des Satzes (6.46)).

= Es gibt n = Hni K-Homomorphismen L — K.

Satz (§:46) L/K ist separabel.

6.3.3 Separable Hiille

L/K sei eine Kérpererweiterung

Definition 6.51
Lsep := {x € L; z ist separabel iiber K}. Ly, heifit die separable Hiille von K in L.

K C Lgep C L.

Korollar 6.52
Ly, ist ein Zwischenkérper von L/ K.

Beweis.

x
Z,Y € Lgep S+ Y, TY, ; (y#0) € Lgep.
(6.50) . .

y € Lsep = Ky ist separabel tiber K.

insbesondere

Z € Lgep x ist separabel iiber K[y].

C0 [x,y] separabel iiber K

= Kx,y] C Lsep

T
—x L y,zy, ; € Lep.

Definition 6.53
Der Separabilititsgrad von L/K ist definiert durch [Lgep : K.



80 KAPITEL 6. ALGEBRAISCHE KORPERERWEITERUNGEN (TEIL 2)

Korollar 6.54 (Transitivitdt der Separabilitit)
L/N separabel und N/K separabel = L/K ist eine separable Korpererweiterung.

Beweis. Sei x € L; sei f € N[X] das Minimalpolynom von z tiber N. Sei
fX)=ar+ar X+ +a, X" a; € N.

Da N separabel ist iiber K, sind die a; separabel tiber K. Es gilt, dass f ein
separables Polynom ist, da x separabel ist iber V.

=z ist separabel iber Klao, ..., an].

(6-50)

6.50) . ..
—>"x ist separabel iiber K.

—>L ist separabel iiber K.

Satz 6.55
Sei [L : K] < co. Dann gilt:

[Lsep : K] = #{¢;¢: L — K st ein K-Homomorphismus}.
Beweis. Haben bereits gesehen
[Lsep : K] = #{¢;¢: Lsep — K ist ein K—Homomoprhismus}.

Zu zeigen: Jeder Homomorphismus ¢: Lgep — K kann nur auf eine Weise auf
L fortgesetzt werden.
Sei dazu y € L\ Lgep.

gentigt:  Das Minimalpolynom von y iiber L., hat in K nur eine Nullstelle.

Sei f € K[X] das Minimalpolynom von y iiber K. Da y nicht separabel ist, hat
f folgende Gestalt

f(X) = g(ype); e > 1, g separabel

g sep. e

=0=f(y) =g("") Y € Lyp (p=charK >0).

Uber Lep gilt: y ist Nullstelle von
XP" — P € Loy X).
Uber K gilt

(XP° =) = (X —y)¥ (Frobenius)

= das Minimalpolynom von y iiber L., hat in K nur eine Nullstelle. O

6.4 Normale und galoische Korpererweiterungen

L/K Korpererweiterung

Definition 6.56
L/K heifit normal, falls

(i) L/K ist algebraisch

(ii) Hat f € K[X] in L eine Nullstelle, so zerféllt es bereits tiber L.
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Beispiel 6.57
(i) K/K ist normal

(ii) [L: K] =2= L/K ist normal
(f(a) = 0= f(X) = (X —a)g(X),deg g(X) = 1)

(iii) Q(v/2)/Q ist nicht normal
[X* — 2 hat in Q(+v/2) eine Nullstelle, nimlich 4+/2, zerfillt aber nicht, da
V2 ¢ Q(V2)].

Satz 6.58
L/K sei algebraisch. Dann sind dquivalent:

(i) L/K ist normal
(ii) Fiir jeden K—-Homomorphismus o: L — L gilt o(L) = L.

Bemerkung 6.59 -
L = K (da L/K algebraisch und L algebraisch abgeschlossen ist)

Beweis.

(i)=(ii): o(L) C L.
Sei x € L. Es sei f € K[X] das Minimalpolynom von z iiber K. Nach
Voraussetzung zerféllt f tiber L, d.h. L enthalt alle Nullstellen von f.

flx)=0= f9(o(x)) =0o(0)=0 Dlegs o(z) € L.

N 2 Argument
f‘K:idKf(a(w))
L co(L).
x wie oben, x € L. Es seien x = x1,...,x, die Nullstellen von f. Die

Abbildung o definiert eine Permutation

o:{x1,...,z.} — {x1,..., 2, }.
Also gibt es ein ¢ mit 1 = o(x;). D.h. 1 =z € o(L).

(il)=(i): Es sei f € K[X] ein Polynom, das in L eine Nullstelle € L besitzt. Es
sei y eine weitere Nullstelle von f in L. Zu zeigen: y € L.

Behauptung:
Es gibt einen K—Homomorphismus o: L — & mit o(z) = y. Dies geniigt,

da dann y € o(L) D,
zur Behauptung: Es gibt einen K—Homomorphismus (Standardargument)

¢: K[X]— L mit ¢(x) = y.

Setze diesen auf L fort, um o zu erhalten.

Definition 6.60
Sei L/K algebraisch, o: L — ¢ ein K—Homomorphismus, = € L.
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(i) Die Elemente
o(r) € L;o: L — L wie oben
heiflen die zu x tiber K konjugierten Elemente.
(ii) Die Korper o(L) heiflen die zu L konjugierten Korper.

Bemerkung 6.61
L/K normal < Jeder zu L iiber K konjugierte Korper ist gleich L.

Beispiel 6.62
L=C, K=R

{01 C = Cioln = ida} = {ide, 7}
mit
7(a +1ib) = a +ib = a — ib.
D.h. die zu x konjugierten Elemente sind: x, Z.

Satz 6.63
Es sei f € K[X] und L der Zerfdllungskérper von f. Dann ist L/ K normal.

Beweis. Es seien 1, ..., x, die Nullstellen von f in K = L. Dann ist
L=Klzy,...,24,]
= o(L) = K[o(z1),...,0(z,)] = K[z1,...,2,] = L. O

Satz 6.64
FEs sei [L: K] < oo und L/K normal. Dann gibt es ein Polynom f € K[X], sodass
L der Zerfallungskorper von f dber K ist.

Beweis. Da [L : K] < co gibt es x1, ..., 2, mit
L=Klxy,..., 2]

Es sei f; das Minimalpolynom von x;. Setze
f=1Ir <KXl
i=1

Es seien z1,...,2, (m > n) die Nullstellen von f. Da L/K normal ist, gilt:

n<m

Klz1,...,xm]| CL=Kl[z1,...,25] T KlT1,...,Zm]
= L=Kl[z1,...,2m] (= Zerfallungskoérper von f).

Satz 6.65
Es sind dquivalent:

(i) L/K ist normal

(i) Es gibt eine Familie fx € K[X] von Polynomen (fx)xea, sodass L aus K
durch Adjunktion der Nullstellen von f entsteht.
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Beweis. (i)=(ii): Es sei (z))xea eine Familie mit L = K[(zx)xea]. Es sei f) das Mi-
nimalpolynom von z). Die Nullstellen von f liegen wegen der Normalitat
von L in L. Diese Nullstellen erzeugen L iiber K.

(if)=(i): Es sei f € K[X] und sei x € L mit f(z) = 0. Zu zeigen ist, dass dann f

iiber L zerfallt. Es gibt endlich viele Polynome fy,,..., fx,,, sodass x in
dem Kérper L' = K|[xz1,...,x,] liegt, wobei z1, ..., z, die Nullstellen von
f)\l PN f)\m sind.
| ——

=:g

Also: z liegt in dem Zerfallungskorper L’ von g. L' ist normal (siehe oben)
= f zerfallt iber L D L’.
O

Korollar 6.66
L/K sei normale Kérpererweiterung und L' ein Zwischenkérper von L/K. Dann
ist L/L' normal.

Beweis. fx wie oben, fy € K[X]. da L’ D K ist auch fy € L'[X]. L entsteht auch
aus L' durch Adjunktion der Nullstellen der fy, d.h. also, dass nach Satz (6.65)
L/L' normal ist. O

6.4.1 Normale Hulle

!
Ziel: K C L C Lyorm, Lnorm/K normal und Ly, moglichst klein.

Definition 6.67
Es sei L/K eine algebraische Kérpererweiterung. Ein Oberkorper N von L heifit
normale Hille von L/K, falls gilt:

(i) N/K ist normal
(i) Ist N’ ein Zwischenkérper von N/L, der iiber K normal ist, dann ist N/ = N.

Satz 6.68
Zu jeder algebraischen Kérpererweiterung L/ K gibt es eine normale Hille N . Diese
ist bis auf L—-Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis. Wahle (xx)xea mit L = K[(xy)]. Es sei fy das Minimalpolynom von xy
iber K.

N := Korper, der aus K durch Adjunktion der Nullstellen
der z in L entsteht.

Dann ist N/K algebraisch und nach Satz (6.65) normal. Da jede normale Korperer-
weiterung von K, die L umfasst, diese Nullstellen enthalten muss, ist auch (ii) in
der Definition (6.67) der normalen Hiille erfiillt (= Ewistenz).

Eindeutigkeit: Es sei N eine weitere normale Hiille von L/K. Da N/K alge-
braisch ist, gibt es eine Einbettung N < L = K (L-Homomorphismus). Nach
Konstruktion von N ist N C N. Wendet man (ii) von (6.67) auf N an, so folgt

N = N. O

Definition 6.69
Eine Korpererweiterung L/ K heifit galoisch, falls sie endlich, normal und separabel
ist.

Satz 6.70
L/K ist genau dann galoisch, wenn L der Zerfallungskérper eines Polynoms f €
K[X] ist, dessen Primfaktoren alle separabel sind.
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Beweis. Folgt aus dem bisher bewiesenen. o

Satz 6.71
L/K sei galoisch und L' ein Zwischenkorper von L/ K. Dann ist auch L)L’ galoisch.

Beweis. Nach Korollar (6.66) ist L/L’ normal und natiirlich auch endlich. Da das
Minimalpolynom eines Elementes x € L tiber L’ das Minimalpolynom tiber K teilt,
folgt auch die Separabilitat. O

6.4.2 Galoische Hiille

Satz 6.72
Es sei L/K endlich und separabel. Dann gibt es einen Oberkérper N von L mit:

(i) N/K ist galoisch
(ii) Ist N' Zwischenkdrper von N/L, sodass N'/K galoisch ist, dann ist N' = N.
N liegt bis auf L—-Isomorphie fest.

Definition 6.73
N heiit die galoische Hille von L/K.

Beweis. Falls das N existiert, muss es die normale Hiille sein. Zu zeigen ist, dass
die normale Hiille separabel ist. Es sei

L=Klxy,..., 2]

Die z; sind nach Voraussetzung separabel, d.h. die Minimalpolynome f; sind sepa-
rabel. Dann ist die normale Hiille der Zerfallungskorper von f = fy-...- f,. Nach
Satz (6.71) ist dieser Zerfallungskorper galoisch iiber K. O

Definition 6.74
Die Automorphismengruppe von L/K ist definiert durch

G(L/K) :={o;0: L — L ist ein K—Automorphismus}
(dh O’|K = ldK)

Definition 6.75
Ist L/K eine galoische Korpererweiterung, so nennt man G(L/K) die Galoisgruppe
von L/K.

Bemerkung 6.76

[L:K]=n=|G(L/K)| <n.

Satz 6.77

Es sei [L: K| =n. Dann sind dquivalent:
(i) L/K st galoisch
(i) |G(L/K)| = n.

Beweis. (1)=(ii): L/K ist galoisch = L/K ist insbesondere separabel = Es gibt

n verschiedene K-Homomorphismen o7, ...,0,: L — L. Da L/K normal
ist, folgt 0;(L) = L = 01,...,0, € G(L/K) = |G(L/K)| =n.

(i)=(i): |G(L/K)| = n = Es gibt insbesondere n verschiedene K—-Homomor-
phismen ¢;: L — L, i = 1,...,n. D.h. L/K ist separabel. Da bereits
|G(L/K)| = nist, gilt fiir jeden der n méglichen Homomorphismeno: L —
L, dass o(L) = L ist. D.h. dass L/K normal ist.

O
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6.5 Hauptsatz der Galoistheorie
G: Gruppe, K: Korper
Definition 6.78

85

Ein Charakter von G in K ist ein Homomorphismus o: G — K*. ((K*,-) wird

hierbei als multiplikative Gruppe aufgefasst).
Beispiel 6.79
(i) G=(C,+), K=C
oc:G=C—C", o(z) = e*™*
oz +w) = 2+ = 271z 4 2100 — (2 o(w)]
(i) G=2Zy, =%y, K=C

&
o: Zy — C*, k— e?™in

can

[wohldefiniert: k =l = k-l =a-nja € Z = 2Tt = 2mi%h = g2mia

(a € Z)]. Damit: Z,, C S' = {z € C; |z| = 1}

1

27mig
e2mi3
1
(n=5)
2ri3
e e2mis
(iii) o: L — N, o # 0 Kérperhomomorphismus
*: L* N* * — e
TN T RN (07 =0l = olrri0)

G

o* ist Charakter der multiplikativen Gruppe L* in dem Koérper V.

Satz 6.80 (,,Lineare Unabhingigkeit von Charakteren*)
Es seien o1, ...,0, verschiedene Charaktere von G in K. Gilt:

a101(z) + -+ apon(x) =0 fir alle x € G;(aq,...,a, € K).
Dann gilt a1 = --- =a, = 0.
Beweis. Induktion nach n.
n=1: ajo1(x) =0 Fir allez € G = a; =0.
n — 1 — n: Die Voraussetzung ist
aro1(z) + -+ apon(x) =0 fir alle z € G.
Zu zeigen: a; = --- = a, = 0.
Da o1 # o, kénnen wir ein y € G wéhlen mit o1 (y) # o, (y).

(%) - on(y) = ar01(x)on(y) + -+ + anon(x)on(y) =0
= x-yin (x) = aro1(@y) + - + apon(zy) =0

= a101(x)o1(y) + -+ + anon(z)on(y) = 0.

1



86 KAPITEL 6. ALGEBRAISCHE KORPERERWEITERUNGEN (TEIL 2)

(1)-(3) ergibt dann:

ar(on(y) — o1(y))or (@) + - + an-1(0n(y) = on-1(y))on-1(2) = 0
#0
IV = a1(on(y) —o1(y)) =0=ay =0.
—_——— ——
#0
Damit wird (x) zu:

ag02(x) + -+ apon(xz) =0 fir allex € G

IV,
:>a2:"':a/n20~

L/K Korpererweiterung; G(L/K) Automorphismengruppe

(i) K C L' C L; L' sei Zwischenkérper. Dann definieren wir

Gr:={9€G(L/K);g|r =idr} = G(L/L") Fizgruppe von L“

(ii) Sei umgekehrt H C G(L/K) eine Untergruppe. Dann definieren wir
Ly :={reL;h(z)=xfur alle he H} »Fizkorper von H¢
Dann gilt: K C Ly C L.

(Fizgruppe = Isotropiegruppe)
Ly ist ein Korper, denn: h(z) = z, h(y) = y fiir alle h € H = h(z £ y) =
xty, hlzy)=zy, h(}) =7 (y#0).

D.h. also = £+ y, 2y, % EyLH.

Satz 6.81 (E. Artin)
Es sei G C Aut(L) eine endliche Gruppe bestehend aus n Elementen und

K :={x € L;g(x) = x fir alle g € G}
der zugehorige Fizkérper. Dann gilt:
[L: K]=n=]|G|
Beweis. Sei G = {o1,...,04}.

1. Schritt: [L: K] > n.

Annahme: [L:K|=:r<n.
Es sei wq,...,w, eine K—Basis von L. Das lineare Gleichungssystem

n

Zoi(wk)xk:() (k=1,...,7r)

=1

hat r Gleichungen und n > r Unbekannte, besitzt also eine nicht-triviale
Losung ai,...,an.

Zai(wk)ai:() (k=1,...,7). (1)



6.5. HAUPTSATZ DER GALOISTHEORIE 87
Sei nun x € L beliebig. Da wq, ..., w, eine Basis ist, gibt es eine Dar-
stellung:

Xr = Z Cj’LUj
j=1
Z oi(x)a; = Z gi(» cjwj)a;
i=1 i=1  j=
= Cj <Z Ui(wj)ai> =0
j=1 i=1
W,
= ajo1(x) + -+ apop(z) =0 fir allex € L, ein a; #0
Andererseits induziert o: L. — L einen Charakter o* = o|p«: L* —
L* = 4 (zur linearen Unabhéngigkeit der Charaktere o7, ..., 0%).

2. Schritt: [L: K] < n.
Vorbereitung: Wir betrachten folgende Abbildung

S:L— L
S(x) :=o1(x) + -+ on(z) »Spur von L/K*

S(x) ist ein Homomorphismus.

Behauptung: S(z) € K.

Denn:

01(8(@)) = 01(01(2) + -+ + on())
= (0'1'00'1)(1')+"'+ (O’Z'OO'n)(ZL')

Die Abbildung G — G; o — o0 ist eine Bijektion.

=0;(S(x)) =o1(x) + -+ op(z) = S(x) (i=1,...,n)
=S(z) € K.

Wir haben also einen Homomorphismus

S: L — K.

Wegen der Unabhéngigkeit der Charaktere gibt es ein « € L mit S(z) #

0.

Gegeben seien Elemente y1,...,yn+1 € L.
Zu zeigen: yi, ..., Yn+1 sind linear abhangig iiber K.
Wir betrachten das folgende lineare Gleichungssystem

n+1

Za;l(yk)xk:() (i=1,...,n).

k=1



88 KAPITEL 6. ALGEBRAISCHE KORPERERWEITERUNGEN (TEIL 2)

Haben n+1 Unbekannte z;, und n Gleichungen und damit eine nicht-triviale Losung
Aty ...y Ap41.

n+1

> o Hyk)ax = 0. (i=1,...,n) (1)

k=1
Anwendung von o; ergibt:
n+1

Zykgi(ak)zo (i:l,...,n) (2)
k=1

a1,...,0an4+1 ist eine nicht-triviale Losung. Sei a; # 0. Da es ein a gibt mit S(z) #
0 gibt es ein z mit S(ai1z) # 0. Nun ist auch zai,...,za,+1 eine nicht-triviale
Losung von (1). Nach eventuellem Ersetzen von ay durch a;z kénnen wir S(a;) # 0
annehmen. Aufsummieren von (2) iiber alle ¢ liefert:

y1S(ar) + -+ Yns15(@n1) =0
——

#0
=Y1,...,Yn+1 sind linear abhéngig
=[L: K] <n.

L/K sei eine Korpererweiterung.

Z :={L'; I ist Zwischenkorper von L/K}
G := {H; H ist Untergruppe von G(L/K)}.

612G, G- Z.
Die Abbildungen ¢ und % sind wie folgt definiert:
(i) ¢(L') := Hrr :={h € G(L/K); hlrs =idp/}, Fizgruppe®
(ii) Y(H) ==Ly :={zx € L;h(zr) =z fir alle h € H} »Fizkorper

Theorem 6.82 (Hauptsatz der Galoistheorie)
Ist L/ K galoisch, so sind ¢ und ¢ bijektive Abbildungen, die zueinander invers sind.

Leitfaden: Jeder Zwischenkorper entspricht also einer Untergruppe und umge-
kehrt. Mann kann also Fragen iiber die Existenz von Zwischenkorpern auf Fragen
iiber die Existenz von Untergruppen zuriickfithren. (~ auflésbare Gruppen)

Beweis. (i) ¢ o ¢ =idz:
Starten mit L' € Z:

¢(L') ={g € G(L/K);g|lr =idr} = G(L/L").
L/K galoisch = L/L’ ist galoisch
S 6L = 1G(L/L)| = L+ L) (6.6.0)
Bilde nun

L" = (¢(L)) = Ly(w)-
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Nach Artin:
L2 L") = |6(L)] = [L: L) (14

Nach Konstruktion ist L” D L. (*:*g L'=1L".

Gradformel
(i) ¢ov = idg:
Starte mit einer Untergruppe H C G(L/K).
W(H)=Lyg ={x € L;h(x) = x fir alle h € H}.
Nach Artin:
L Ly = |H].

Bilde nun die Fixgruppe ¢(¢(H)) von L. Nach Konstruktion ist H C ¢(¢(H)).
Da L/Ly galoisch ist, folgt

|p((H))| = [L: Lu] = |H]

1 o) = H.

Bemerkung 6.83
(i)HCH’?LH:)LH/
(ii) L'cl'= G D Gpn

Satz 6.84

FEs sei L/K eine endliche, separable Korpererweiterung. Dann gibt es nur endlich
viele Zwischenkdrper von L/K.

Beweis. Es sei N D L die galoische Hiille von L/K

Ha]%tsatz N/K hat nur endlich viele Zwischenkérper

d. Galoistheorie

= L/K hat nur endlich viele Zwischenkorper.



Kapitel 7

Gruppentheorie

G = (G, ) Gruppe; M: Menge

Definition 7.1
Eine Operation der Gruppe G auf der Menge M ist eine Abbildung

GxM — M
(g:m) +—  g(m),

sodass folgendes gilt:
(i) 1(m) =m fir alle m € M
(i) ¢'(g(m)) = (¢'9)(m).

Bemerkung 7.2
Sei g € G fest gewahlt. Dann liefert uns dies eine Abbildung:

g: M —- M
m —  g(m)
g ist bijektiv, da

7 (g(m)) = g~ (g(m)) € (57 g)(m) = 1(m) L m

D.h. (§)~! = (¢~1). Wir haben also eine Abbildung, sogar einen Homomorphismus
G — Bij(M)={f; f: M — M ist bijektiv}
g — g
Beispiel 7.3
(i) M ={1,..., n}. Sn = Bij(M)
Spo XM — M
(0,i) — o(i)
(ii) L/K Korpererweiterung; G = G(L/K). G operiert auf L:

GxL — L
(g.2) — glx)

90



(iii) G =R*, M :=R""\{0}

GxM — M

()\, (.1‘1, ce ,$n+1)) — ()\331, ey )\$n+1)

(iv) M =G
e Die Linkstranslation von g € G ist definiert durch
Ly: G — G
g = g-¢

Dies liefert eine Operation von G auf sich selbst.

Gx G — G
~— ~—
=M =M

(9,9) — 9-9 =Lg(g")

(a) (I,g)—1-g=g
d) 9" @9)=9"(g-9)=9"-(g-9)=¢"-9)-9=("-9)9).

o Rechtstranslation:

Ry: G — G
g — 4y
Achtung:
Gx G — @G
~~ ~~
=M =M

(9.9) = g 9=DRe(g")
ist im Allgemeinen keine Gruppenoperation.

9"(9'(9)=9"(9-9)=(9-9)-9"=9-(g"-9")
" 9")9) =9(g" 9" # g (¢ -9") (fallsg'-g" #4"g)

Dagegen erhélt man eine Gruppenoperation durch:

Gx G — G
-

——
=M =M
(g.2) = gz g7 =g(a)
(v) Konjugation
Gx G — G
-~ ——
=M =M
(9.2) = gz g ' =g(a)

Dies ist eine Gruppenoperation von G auf sich selbst, denn:
(a) 1(z)=1-z-1"t=x
() (g9) (@) =(g'9)-z-(g'9) " = (g'9) - x- (97 9" ) =g~ (92g7") -9

9'(9(x))-
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(vi) G =GL(n,K); M := Mat(n x n; K)
GxM — M
(A,M) — AMA™' (,Ahnlichkeit von Matrizen“)
zu (v) Sei g € G fest:

0:G — G

T = g:l:gf1

04 ist ein Gruppenhomomorphismus
ag(ry) = g(zy)g ™" = (929~ ) (gyg™") = 04() - 74 (y)

Definition 7.4
o4 heifit der durch g definierte innere Automorphismus der Gruppe G.

G operiere auf einer Menge M.

Definition 7.5
Die Menge

Mg :={m e M; g(m)=m fir alle g € G}
heifit die Fizpunktmenge der Operation von G auf M.
Beispiel 7.6

H CG(L/K)
Ly={xeL; h(z)=cfiralle hc H}

Sei M’ C M eine Teilmenge.

Definition 7.7
Die Fizgruppe (Isotropiegruppe) von M’ in G ist

Gur i ={g € G; g(m') =m/ fiir alle m' € M'}

Bemerkung 7.8
Gy ist Untergruppe von G.

gEGm:  gm)=m'= g '(gm)) =g '(m)=>g"eCGnw
—_—
=(g=1g)(m")=1(m")=m
g.h € G g(h(m")) = g(m') =m/
—_—
=(gh)(m")
= gh € Gpp

Beispiel 7.9

(i) Galoistheorie: L’ Zwischenkdrper von L/K.

G ={g9€ G(L/K); g(z) = x fiir alle z € L'}
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(ii) G operiere auf G durch
GxG — G
(9:2) = gug™'

Definition 7.10
Der Zentralisator von M’ ist die folgende Menge:

Z(M'") = {g € G;gm/g™" = m/ fiir alle m’ € M}
Speziell: M’ = G

Definition 7.11
Der Zentralisator von G ist die Menge (Untergruppe):

Z(G)={g ¢ G;gzg~! =z fir alle z € G}
LZentrum von G
Z(G) ={g € G; gz = xg fir alle x € G}

Bemerkung 7.12
G abelsch & Z(G) =G

Beispiel 7.13
Z(GL(n,K))={\-Ep; N € K}

G: Gruppe, M: Menge . G operiere auf M.
Gx M — M.

Definition 7.14
Die Bahn von m € M ist definiert durch

Gm :={g(m); g€ G} C M.
Beispiel 7.15
(i) M =G, M C G Untergruppe. M operiere auf G durch Linkstranslation.
Hg:={hg; he H}
Hg heif3t Rechtsnebenklasse von g beziiglich M. Analog ist die Linksneben-
klasse definiert durch
gH :={gh; he H}

(ii) (G 2)51 = {2z € C; |2] = 1} = {e"; ¢ € R} S! operiert auf C durch
Z,w) >z w

AN
% &ﬂ 2
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\\ \ / //
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(iv) G = GL(n,K); M = Mat(n x n, K); M — AMA~!.
Bahnen = Ahnlichkeitsklassen von Matrizen

Definition 7.16
m ~m' & es gibt g € G mit m’ = g(m) (d.h. m, m’ liegen in derselben Bahn).

Lemma 7.17
~ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. (1) m ~m, dam=1(m)
(ii) m~m' = m’' =g(m)fireing € G= g~ (m') =g~ (g(m)) =m=m' ~m.

(iii) m ~m/;m’ ~m" = m' = g(m); m" = g (m') = ¢'(g(m)) = (¢’ - g)(m)

=m~m”

Bemerkung 7.18
Die Aquivalenzklassen sind genau die Bahnen. Insbesondere Gm = Gm' oder Gm N
Gm' = 0.

Definition 7.19
Die Ordnung einer Gruppe ist definiert durch:

[e%e) sonst.

G| = {#Elemente von GG falls G endlich ist

Satz 7.20
Es sei G eine endliche Gruppe, die auf einer endlichen Menge G operiert. Sei m €
M. Dann gilt:

G| =[Gl - |Gm
Beweis. Es seien g1, ...,,g9, € G so gewahlt, dass

Gm = {g1(m),...,g-(m)}(d.h. |Gm|=7r)
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|G| > |Gm||Gm| : Dies folgt aus folgender Behauptung: Durchlduft h die verschiede-
nen Elemente von G,,, so sind die Gruppenelemente g1 h, ... g.-h
alle verschieden. Denn:

gih = g;h' = (gih)(m) = (g;h")(m)
& gi(h(m)) = g;(W'(m))

& gi(m) =gj(m)=j=i

= gih =gk = h="H

|G| < |Gm||Gm| : Sei g € G. Dann gibt es ein 7 € {1,...,r} mit g(m) = g;(m)
= (g)) 'g(m)=m =g 'g=h € G,, = g = gih mit h € G,,.

O

G operiere auf M. P(M) = Potenzmenge von M (= Familie der Teilmengen von
M). Dann operiert G auch auf PB(M):

GxPM) — PM)
(9, M) +— gM ={gh; he M}

Beispiel 7.21

M = @G ist eine Untergruppe. G operiert auf G durch Linkstranslation. Dann ope-
riert G auch auf der Potenzmenge und gH ist genau die Linksnebenklasse von g
beziiglich H.

Bemerkung 7.22
(i) gH = g'H oder gH Ng'H = ().
(ii) Hg= Hg' oder Hgn Hg' = § (folgt, da Gruppenoperationen Aquivalenzrela-

tionen definieren.)

zu (i): Nehme die Operation

GxG — G
(g.x) = xg”!
und argumentiere wie in (ii) oder elementar.
gHNg'H=0= Esgibt h,h’ € M mit gh = ¢g'h
= ¢ =ghh' " = ¢'H C gH. Analog gH C ¢'H

Bemerkung 7.23
Ist M C G Untergruppe, so ist

Guuy=M (Gyy ={9€G; gH =H})
Denn:
(i)geM=gH=H

(i) yJH=H=g-1€¢ H=g€H
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Definition 7.24
Es sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Dann wird der Index von H
in G definiert durch

(G : H) = # Linksnebenklassen von H in G.

Korollar 7.25
Es sei G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe. Dann gilt:

Gl = |H| - (G : H)

Beweis. Dies ist ein Spezialfall des obigen Satzes, da H die Fixgruppe von {H} €
PB(G) ist und (G : H) die Anzahl der Elemente in der Bahn G - H ist. O

Bemerkung 7.26
Insbesondere: Die Ordnung einer Untergruppe teilt die Ordnung der Gruppe selbst.

L/K galoisch. K C L' C L Zwischenkorper < Untergruppe H C G(L : K), |H|
teilt |G(L/K)|.

Néchstes Ziel: G Gruppe, H C G Untergruppe. Wir mochten G/ definieren
(Faktorgruppe). Idee:

G/ = { Linksnebenklassen gH, g € G}

(9H) - (¢'H) = (99')H

Problem: Dies ist im Allgemeinen nicht wohldefiniert (falls G' nicht abelsch) ~-
normale Untergruppen.

7.1 Quotientengruppen

G: Gruppen, H Untergruppe

Ziel: Wir wollen auf der Menge der Linksnebenklassen {¢H; g € G}, gH =
{gh; h € H} C G eine Gruppenstruktur einfithren. Sei ¢: G — G’ ein Gruppenho-
momorphismus und sei

H=kerp={g€G; ¢(g) =1}
Lemma 7.27
(i) H ist Untergruppe.
(ii) FEs gilt, dass gH = Hyg ist, fir alle g € G.

Beweis. (i) h1,he € H = hihg € H, denn ¢(h1hg) = ¢(hy) - ¢p(h2) = 1. Ebenso:
SN~ Y~
1 =1

he H=h™'e H,denn: p(h™1) = p(h)~t =171 ~ 1.
(i) Esgilt: gH = Hg < gHg™ ! = H:

gHg™' C H: Sei dazu h € H. Dann gilt

o(ghg™") = w(g)&@w(g‘l) =o(g)e(g) ' =1=ghg~' € H.
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H C gHg!: Nach obigem (ersetze g durch g—!) gilt:

g 'Hgc H=H C gHg™!

Definition 7.28
Eine Gruppe H heifit ein Normalteiler von G, falls gilt: gH = Hg fir alle g € G.

Schreibweise: H < G

Definition 7.29
Es sei H ein Normalteiler von G. Eine Gruppe G’ heiit Restklassengruppe (Faktor-,
Quotientengruppe) von G bzgl. H, falls gilt:

(i) Es gibt einen Homomorphismus 7: G — G’ mit kerm = H.

(ii) Ist ¢: G — G ein Homomorphismus von Gruppen mit H C ker ¢, so gibt es
genau einen Homomorphismus @: G’ — G, so dass

[ ~
HG

A

™

~—Q

/

Q

kommutiert, d.h. p = @ om.
Satz 7.30
(i) Ist H < G, so gibt es eine Faktorgruppe w: G — G’ von G bzgl. H.

(i1) Istw': G — G" eine weitere Faktorgruppe, so gibt es genau einen Isomorphis-
mus A: G' — G”, sodass

G G//
x /
G/
kommutiert.

Schreibweise: G’ =: G4
Beweis. (i) Setze

G’ := Menge der Linksnebenklassen von H in G

G = {gH; g€ G}

Gruppenoperation auf G': (g1 H) - (92 H) = (g192)H
Wohldefiniertheit:

g H

giH ro
g2 H ghH (9192)H = (g192)H. (7.7.a)

= Es gibt hy mit g1 = g1 - ,
= Es gibt hy mit go = ghho 9192 = g1h1gsho.

(7.7.0)
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Es gilt, da H ein Normalteiler ist, folgendes:
higy € Hgy = goH
= Es gibt h] mit hi1g) = ghh}. In (7.7.b):
9192 = 919201 ha € gigoH = g192H C g195H.

Analog: gig5H C g192H.
G’ ist eine Gruppe: (a) Neutrales Element:

(gH)1H) = (91)H =gH

(b) Inverses Element:

(9H)(¢g™") = (99 "WH=1-H
(9"'H)(9H) = 1-H
Die Abbildung
G — &
m(g) = gH

7 ist ein Homomorphismus:

m(9192) = (9192)H = (91 H)(92H) = 7(g1) - 7(g2) :

Der Kern von 7

gekerm & mw(9)=1H
& gH=1H
& geH.

D.h. kerp =H
Universelle Eigenschaft Sei p: G — G Homomorphismus mit ker ¢ O H.
Aufgabe: Es gibt genau ein ¢: G’ — G, sodass

© -
HG

A

Eindeutigkeit ist klar, wegen: ¢(m(g)) = ¢(g). Setze also: ¢(gH) := ¢(g).
——

™

~—Q

!

Q

kommutiert.

=@(gH)
@ ist wohldefiniert: Sei g1 H = goH. = Es gibt h € H mit g1 = g2h = ¢(¢1) =
¢(g2h) = p(g2)  (h) = p(g2).
~—~—

=1, da HCker ¢

¢ ist ein Homomorphismus:

&((91H)(g2H)) = ¢(g192H) = 0(9192) = 0(91)p(92) = ¢(91H)p(g2H)
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(ii) wie gehabt.
O

Bemerkung 7.51
Ist G eine abelsche Gruppe, so gilt stets gH = Hg, d.h. dass jede Untergruppe
einer abelschen Gruppe ein Normalteiler ist.

Beispiel 7.32
(i) G=(Z,+); H=nZ

G/H = Z/nZ =Zn

(i) G = S, = Bij{1,...,n}
H:=A,={0¢€S,;signo =1}

|
A,<1S,: TES,, c€EA, =101 ' €A,
sign(toT 1) = sign 7 - sign o -sign 77! = 1
——
=1
sign

1— A, — S, — Zy ={£1}
S”/An = ZQ .

(iii)

a b\ (d VN (ad ab +bd
(o d)(o d’><0 dd' )GH

H ist kein Normalteiler:

0 1\ /a b\ /0 -1 ?
<—1 0><o d)<1 0) €H
——
g €H g1

0 1\ /(b —a d 0 .
- (_1 O)(d 0)(_b > ¢ H fiir b # 0
Bemerkung 7.33

Ist G endlich, so ist
(G| = (G H)

Definition 7.34
Eine Gruppe heifit einfach, falls sie auer {1}, G keine Nullteiler (d.h. normalen

Untergruppen) besitzt.
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Theorem 7.35
Die endlichen einfachen Gruppen sind klassifiziert. (Bewiesen: ca. 1980/85)

(ohne Beweis)

Satz 7.36
Es sei p: G — H ein Gruppenhomomorphismus.

(i) IstU eine Untergruppe (Normalteiler) von H, dann gilt dies auch fiir o=1(U).
(ii) Ist U Untergruppe von G, dann ist auch o(U) eine Untergruppe von H.

(iii) Ist @ surjektiv und U Normalteiler von G, dann ist o(U) ein Normalteiler von
H.

(iv) Ist @ surjektiv, so gibt es eine Bijektion

U C G ist Untergruppe RER V C H ist Untergruppe
(Normalteiler) mit U D ker ¢ (Normalteiler)

Beweis. (i)

g,h e (U) = o(g) €U, ¢(h) €U = p(g)p(h) €U
—_———

=¢(gh)

= gheyp (U)

geP M U) =99 eU=9p(g) ' €U
——
wlg=1)

= g lep'(U)

Sei nun U < H; g € G.
g~ (U)g~! C (U)]
99 ' (U)g~" C (U): Seiu€p~'(V)

= o(gug™) = v(g) p(u) p(g) "

g,h € o(U) = Esgibt ¢',h" € H mit g = f(g'), h = p(h')
= gh = ¢(g")p(h') = p(g'h) € p(U)
~

cU
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gepU)=g=p(¢)mitg €U
_ _ -1
=97 = (eld) T =0l )
=g ' o).
(iii) Sei U <1 G. Zu zeigen: p(U) < H. Sei h € H. Zu zeigen: hp(U)h™! = ¢(U).
Da ¢ surjektiv ist, gibt es ein g € G mit h = ¢(g). Damit:

U<G

hp(U)h™" = o(9)e(U)p(g™") = p(gUg™") o(U).

(iv) Dies folgt, da o=t (o(U)) = U, p(¢~1(V)) =V, da ¢ surjektiv ist.

Folgerungen:

Korollar 7.37 (Homomorphiesatz fiir Gruppen)
Esseip: G — G’ ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Dann induziert ¢ einen
Isomorphismus

Pp: G/kerap — G

Beweis. ker ¢ < G: d.h. wir erhalten ein kommutatives Diagramm

G/ker (]

Da ¢ surjektiv ist, gilt dies auch fiir ¢. Der Homomorphismus ¢ ist auch injektiv,
da:

PG =lepl@) =legekapeg=1 (7=gkery)
O

N1, N3 C G seien Untergruppen. Es seien N7, Ny sogar Normalteiler von G. Es sei
Ny C Ni.

Bemerkung: Ny <1 V.

Betrachten die Projektion:

7 G — G/, .

Dann gilt 7(N7) = Moy, .
Da N, <1 Ny, folgt aus obigem Satz, dass m(Ny) = Ny, .

Korollar 7.38 (2. Noetherscher Isomorphiesatz)
Die Abbildung

= T, G (G/N2)
. / /
meg — Ny — (Nl/Nz)

imduziert einen Isomorphismus

G /N1 o
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Beweis. T ist surjektiv und damit auch 7. Der Kern von 7 ist 7= (N4, ) = Ni.
Nach Korollar (7.37) folgt:

G/N1 = Gl = ( N2 )/(Nl/N2)

Bemerkung 7.59
Sei N <G, U C G sei eine Untergruppe. 7: G — G/y. Dann ist

7 Y 7(U)) =UN = {un; u€ U, n € N}.

Nach dem Satz (7.36) ist dies eine Untergruppe von G. Da N C UN und N < G,
gilt auch N <UN.

Bemerkung 7.40

UNN<«U.
Beweis.

welU, zcUNN = wuteU (dazecl)
uru™' € N (da N C G).
uru ' € UNN

=
= w(UNNucUNN
wie gehabt: = wUNNu ' =UnN.
O
Korollar 7.41 (1. Noetherscher Isomorphiesatz)
Die Abbildung
mi=my:U— Gy
induziert einen Isomorphismus
Viunn = UNA.
Beweis. Folgt aus dem Korollar (7.37), da
imn’ = UN/y
kerm =UNN
o

7.2 Zyklische Gruppen

Lemma 7.42
Jede Untergruppe von 7 ist von der Form nZ.

Beweis. Ist bekannt fiir Ideale in Z. Ist U C Z eine Untergruppe, dann ist U auch
ein Ideal, denn fiir u € U, z € Z gilt

cu=+(u+---4+u)elU
———

|2l
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Lemma 7.43
Sei G eine Gruppe, g € G. Dann gibt es genau einen Homomorphismus

§: Z—-Gmité(l)=g
Beweis. Falls § existiert, muss gelten

qg” , falls n > 0,
d(n) = In|
(g7h) , falls n < 0.

Da dies ein Homomorphismus ist, ist die Aussage bewiesen. O

Definition 7.44
(g9) == 6(Z) C G. Dies heift die von g erzeugte Untergruppe von G.

Definition 7.45
Eine Gruppe G heifit zyklisch, falls es ein g € G gibt, mit G = (g).

Bemerkung 7.46
§: Z—G, 6(1)=g.

(i) ¢ ist injektiv = G = Z.
(ii) kerd =nZ = §: %5 = Z, = G (Korollar (7.37))

zu (i) G={g"; ncZ}

zu (i) G=1{¢"=1,9,¢%...,9" 1}
Satz 7.47

(i) Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist wieder zyklisch.

(i1) Ist |G| =n < oo, G zyklisch, dann gibt es zu jedem Teiler m von n genau eine
Untergruppe der Ordnung m.

Beweis. (i) e G =7Z, U C G Untergruppe Lemma (7.42)
zyklisch.

e G =7,. Betrachte 6: Z — Z,, U C Z, sei Untergruppe. = 6 *(U) C Z
ist eine Untergruppe mit nZ C 6~ 1(U) =: U’. = U’ = kZ mit k|n. Sei
n =k -m. Dann gilt U = 571(U)/nZ =kls g =Fklpg = Ly = Ly,
also zyklisch von Ordnung m mit m|n.

U=nZ= (n), also

(ii) Folgt sofort aus obigen Uberlegungen.
O

Bemerkung 7.48
Sei G = {1,9,...,9" '}, n = mk. Dann ist die eindeutig bestimmte zyklische
Untergruppe der Ordnung m von G die Gruppe G’ = {1, ¢*, g?*, ... gFim=11,

Definition 7.49
Ein Element h einer zyklischen Gruppe G heifit ein primitives Element, falls G =

(R).

Definition 7.50

Die Ordnung eines Elements g einer (beliebigen) Gruppe ist die Ordnung der von
g erzeugten zyklischen Untergruppe (g). (= minimales n > 0 mit ¢g" = 1, bzw. oo,
falls stets g™ # 1 fiir alle n > 0.)
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Beispiel 7.51
G = Zg, (Achtung: additive Gruppe):

Primitive Elemente:

Nicht-primitive Elemente:
Elemente der Ordnung 1:
Elemente der Ordnung 2:
Elemente der Ordnung 3:
Elemente der Ordnung 6:

Do ou
R
W

1N QI Ol

QU i

Bemerkung 7.52
G sei zyklisch von Ordnung n. Dann gilt:

h € G ist primitiv < ord k = n.

Lemma 7.53
Es sei G = (g) von Ordnung n < co. Dann gilt:

g™ st primitivs (myn) =1
Beweis. “=” Sei d = ggT(m, n) > 1. D.h. m = ud, n = vd mit p,v < n.
(g™)" = g™ =g =g = (¢") = 1" =1

= ord(¢g™) < n.

“<” Es sei (¢™)" =1 = km =0 modn (mB=! k= vn. = Die folgenden Ele-
mente: g™, g2, ..., ¢~V #£ 1. Damit miissen diese Elemente auch alle ver-

schieden sein. = (ord ¢") = n = |G| = ¢™ ist primitiv.
O

Definition 7.54
Die Eulersche p-Funktion ist definiert durch

¢: Nyo — N
o(n) = #{m; 1 <m <nmit (m,n) =1}
Beispiel 7.55
-1

(if) p prim = ¢(p) =p
Korollar 7.56
Ist G = Z,,, dann besitzt G genau @(n) primitive Elemente.
Beispiel 7.57

G = Z,cC"
]; s 6271'1'%

tn :=1(Zy)| (Gruppe der n-ten Einheitswurzel)
Dann entsprechen die primitiven Elementen gerade den primitiven Einheitswurzeln.

27i

e i

-2
627”3

6271'1' -1 1

-4
2mis
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7.2.1 Einheitengruppe von 7Z,
E(R) ={r € R; es gibt v’ mit r/ =1}
E(Z,) = Einheitengruppe von Z,, .

Satz 7.58
|E(Zn)| = ¢(n).

Beweis. Es gentigt folgendes zu zeigen:

m € E(Zy,) < (m,n) =1 (d.h. m ist primitives Element)

(m’

n)
= mk =

m € E(Zy) = Esgibt k mit mk=1=mk=1 mod n,
dh.mk=1+rnfirein ReZ=mk+ (—r)n=1= (m,n) =1.

Frage: Explizite Formel fiir p(n)?

Satz 7.59
Sein =pit...p2%" mit verschiedenen Primzahlen p1,...,py. Dann gilt
p(n) =p* o = 1) (pr — 1)

Beispiel 7.60
6=2-3, p(6)=2°-3°2-1)(3-1)=2

Lemma 7.61
Firn =p® gilt (n) = e(p*) =p*~'(p—1).

Lemma 7.62
Sei (n1,m2) =1, sei n =nq - ny. Dann gilt:

p(n) = p(n1)p(na)

Bemerkung 7.63
Lemma (7.61) + Lemma (7.62) = Satz (Primzahlzerlegung von n)

Beweis. (von Lemma (7.61))
Die nicht-primitiven Elemente in Zy« sind die folgenden:

{p,2p,3p,...,p" 'p}

Diese p®~! Elemente haben Reprisentanten, die durch p teilbar sind. o
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Beweis. (von Lemma (7.62))
Dies folgt aus der folgenden Behauptung: Die Abbildung

v: E(Zy) — E(Zn,)x E(Zy,,)
v(n) = (v (), v+ (n2)

ist eine Bijektion.

Wohldefiniertheit Ist v eine Einheit in Z,, = (v,n) =1 = (v,n1) = 1 und (v,n2) =
1=v+(n) € E(Zy,), v+ (n3) € E(Zy,).

¥ ist injektiv Y(v) = (V') = v—-1v € () und v —v' € (ng) = v—-1 €
(n1) N {ng) = (ning) =n. =v+n) =v' + (n)

1 ist surjektiv (vgl. chinesischer Restsatz)
v1 +(n1) € E(Zn,), va + (n2) € E(Zn,)
Da (n1,n2) =1 gibt es py, g2 mit

ping + pong = 1. (7.7.¢)

Setze v := ugnaovy + pinivs.
v definiert eine Einheit in Z,: Hatten v und n einen gemeinsamen Teiler, so hatten
auch v und n; oder v und ngy einen gemeinsamen Teiler. D.h. v definiert in Z,,

keine Einheit. Aber: v + (n;) L v1 + (n1) = 11 ist keine Einheit in E(Z,,). 4
Bleibt: (v + (n)) = (v1 + (n1),v2 + (na)). Es gilt:

v+ (n1) = ponovy + punive + (n1) = panavy + (nq)
7.7.
7z (1 = pany)vy + (n1) = v1 + (ny)

Analoge Rechnung: v + (n2) = vs + (ng). O

Bemerkung 7.64
Der Beweis dieses Lemmas liefert auch folgendes:

Ly, = Lipyy X Ly,
falls (n1,n2) = 1.
Beispiel 7.65
Ty X Tz = Tig
7.3 Endlich erzeugte abelsche Gruppen
(G, +) sei eine abelsche Gruppe.
Definition 7.66

(i) Eine Menge {¢1,...,9gs} heiit ein Frzeugendensystem von G, falls jedes Ele-
ment g € G eine Darstellung

g=nig1+---+ns9s (n; €Z)

besitzt.
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(ii) Ein Erzeugendensystem {gi,...,gs} heiit ein minimales Erzeugendensystem,
falls es kein Erzeugendensystem bestehend aus s — 1 Elementen gibt.

(ili) Ein Erzeugendensystem heifit eine Basis von G, wenn jedes Element ¢ eine
eindeutige Darstellung

g=mn1g1 + -+ Nsgs
besitzt.

Bemerkung 7.67
{g1,-..,9s} ist eine Basis, falls es ein Erzeugendensystem ist und falls gilt

nigL+---+nsgs=0=>n; =---=ngs=0.

Beispiel 7.68
Zy: 1 ist minimales Erzeugendensystem, aber keine Basis, dan-1=0-1=0.

Bemerkung 7.69
Ist {g1,...,9s} eine Basis von G, so definiert

G — Z°
g=n1g1+-+nsgs — (n1,...,n)

einen Isomorphismus G = Z° (freie Abelsche Gruppe vom Rang s).

Lemma 7.70
Sind {g1,...,9-} und {g},...,q.} Basen der Gruppe G, so folgt r = s.

Beweis. Esist G 27", G = 7Z°. Betrachten

Z’l"

1R

Q
IR

IR

ZS

GV .= {pg; g € G} C G Untergruppe.

Dies induziert

1%

(%pz)" = (%4z)".

Dies sind endlich dimensionale Vektorraume der Dimension r, bzw. s iiber dem
Korper Z, = r = s. o

Definition 7.71
Es seien (G, ...,Gs Untergruppen von G. Man sagt, G ist die direkte Summe der
Untergruppen Gj, falls jedes g € G eine eindeutige Darstellung

g=g1+--+gs mitg e€G; i=1,...,s

besitzt.
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Schreibweise: G=G{ P ---® G,

Bemerkung 7.72
Gl@...@ngGl x...xGS

Satz 7.73 (Hauptsatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen)
Es sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es Zahlen r,ny, ..., ng,
sodass n;|ni—1 und es gilt

G2l ®Lp, @ ® L, .
Die Zahl r + s st dabei die minimale Linge eines Erzeugendensystems.

Bemerkung 7.74
(ohne Beweis) Die Zahlen 7, ny,...,ns sind durch G festgelegt. Man nennt r den
Rang der Gruppe G.

Beweis. Es sei
t := minimale Lange eines Erzeugendensystems.
Induktion nach t¢:

t =1 Es gibt einen Erzeugenden, d.h. G = (g1). Damit ist G zyklisch, also
G = Z oder G = Zy,.

t — 1 —t Falls es eine Basis g1, ..., g; gibt, dann gilt:

G=7'.
Also ist man fertig, d. h. fiir jedes minimale Erzeugendensystem g1, ..., g¢
gibt es nicht-triviale Relationen

Definiere
n = min{|n;|; Es gibt eine Relation (7.7.d) mit n; # 0}.

Betrachte eine Relation mit n; = n fiir ein ¢. Kann dann annehmen, dass
ny = n. Sei dies:

nigi + -+ ngge = 0, ny=n (776)

Behauptung: Fiir jede Relation nfg; + - -+ nig: = 0 gilt nq|nj.

Beweis: Da m = nj minimal ist, gilt [n1| < |n}| (falls n] # 0). Wir
konnen schreiben:

nyi=ama+r1 mita €Z;0<r <n;—1
Bilde ¢ - (7.7.d) — (7.7.e):

(qin1 —nh) g1 + (qune —nh)ge + - + (qune — ny)ge = 0

| |=ri<ng

Nach Wahl von ny = n folgt: r1 = 0 = ny|n.
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Behauptung: Es sei ¢/, ..., g; ein weiteres Erzeugendensystem und
migy + -+ megy >0

eine Relation mit m; = ny fiir ein ¢. Dann gilt n;|m; fir
alle 7.

Beweis: Wir kénnen mi; = n; annehmen. Schreibe
m; =qn; +r; mit 0 <r; < nj.

Mit ¢f,...,g; ist auch g} + g}, 5, ..., 9; ein Erzeugen-
densystem von G.

my g+ my g+ mg, =0 (7.7.1)
- -

=n1 =qini1+r;

ém(gi+q¢g§)+ng§+~~~+mgz’-+~~-+mtg£:0 (0# 7 <mni)

Aus der Minimalitat von n; folgt 1 = 0= m; = ¢;n1 =
nylm;.

Wende dies nun auf die Relation (7.7.e) an:
nig1+ -+ nge =0
Dann folgt nq|n; fur alle 4. D.h.

n; =qny, t=2,...,t
Setze
91 =91+ @92+ + @9z
Dann ist g1, g2, - .., g: ein Erzeugendensystem von G. Es gilt

n1gy =n1g1 +nigaga+ -+ n1grgy =0
=ng =ny
Andererseits ist rg] # 0 fiir 0 < r < n; (Minimalitdt von ny).
= (1) = Zn, -

Setze G1 = (¢1); G’ := {ga,...,q:) (d.h. die von ga,...,g: erzeugte
Untergruppe). D.h.

t
G = {Zmigi; m; € Z} cG
i=2

Behauptung: G = G1 & G'.

Beweis: Klar ist, da g1, ga2,...,g: ein Erzeugendensystem von G
ist, dass jedes Element in G von der Form g = g' + ¢’ mit
gl € Gy, ¢ € G ist.

Annahme: Eine solche Dartstellung ist nicht eindeutig.
Daraus folgt: Es gibt eine Darstellung ¢! + ¢’ = 0 mit

g+ #0,9' G g ed
= 7r1g] +raga + -+ rege mit 0 <7y < my
~—
#0

Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitat von ni. ¢
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Induktionsvoraussetzung auf G’ angewandt (gs,...,g: ist
ein Erzeugendensystem minimaler Lange) liefert uns:

G2l DLy, ®- DL,
mit n;n;41 und t =7+ (s —1).
=>G=G10G 2L ®Lp, ®lp, D D Ln,
mit n;|n41, falls ¢ > 2.
Bleibt:

Behauptung: n1|ne

Beweis: Es sei g ein primitives Element von Z,, (i = 2,...,s). Es
sei giy 1,94y — cine Basis von Z". Dann ist
/ / /
917925' . agt

ein Erzeugendensystem von G von minimaler Lange. Es gilt
dann:

nigy +n2gy =0

Aus der zweiten Behauptung folgt nun nq|ns.

Lemma 7.75 (2. Version des Hauptsatzes)
Es sei n eine natirliche Zahl mit Primzahlzerlegung:

A
Dann gilt
anzp‘fl @"'@Zp?i.

Korollar 7.76
Ist G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, so gilt

GEZ ®L s @ DL
Py !

mit (nicht notwendig verschiedenen) Primzahlen p1, ... p;.
Beweis. Wende das Lemma auf den Hauptsatz fiir jeden Summanden Z,,, an. [

Beweis. (von Lemma (7.75)) Sei n = p{" ...p%=. (p;i # p; fur i # j). Betrachte den
Homomorphismus

p: Z — Zn

n — -
1 - <F) =pt Pt DS
K3

Es gilt ker p; = (p""). = ¢; induziert also einen Homomorphismus:

B Vi) = Zyos — T
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Wir erhalten damit einen Homomorphismus

@Z(ﬁa"'a@):ZP?IX"'XZP?S — Zn

@my,...,ms) = @) + - + @s(m5).

Da beide Gruppen dieselbe Anzahl von Elementen besitzen, geniigt zu zeigen, dass
® surjektiv ist, bzw. 1 € im().

Die Zahlen
n n
PO
sind teilerfremd.
n n
= —_ >=7
Pyt ps”
. . n n
= Es gibt my,...,ms mit my—- + -+ ms—4- =1
pl Ds
= B, ) = 1

O
Satz 7.77

FEs sei G eine endliche abelsche Gruppe, n = |G|. Es sei m eine Zahl mit m|n. Dann
besitzt G eine Untergruppe H mit |H| = m.
Beweis. Satz (7.73): G = Zy, ® -+ & Zy,, mit n = ny ---ng mit n;n;41. Da m|n
gibt es eine Darstellung m = m;y---ms mit m;|n;. In Z,, gibt es (genau eine)
Untergruppe Z,,. Setze
H:=2pn & ®Zn, CG.
O

Satz 7.78 (kleiner Fermat)
Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n. Dann gilt g™ = 1 fur jedes Element
g €.

Beweis. G' :== (g) C G. Dann gilt
n=IG|=|G"[G:G]=(ord g) - k.
ordg =k

= gn _ gord gk _ (gord g)k _ 1k - 1.

O

Satz 7.79
Es sei R ein Integritatsring mit Quotientenkérper K und Einheitengruppe E(R).
Es sei G C E(R) eine endliche Untergruppe. Dann ist G zyklisch.

Beweis. G ist eine endliche abelsche Gruppe. G sei nicht zyklisch. Satz (7.73) liefert
uns

G =G1 ® Ga, ny =ord G, ny = ord Ga, ni|ns (7.7.g)
Satz (7.78):
z€lGy = 2 =1=2"-1=0
reGy = xm:lngux”z—l:().

Die Gleichung ™2 — 1 hat in k& hochstens ny Nullstellen
= G C Gy é zu (77g)



112 KAPITEL 7. GRUPPENTHEORIE

7.4 p-Gruppen und der Satz von Sylow

G: Gruppe. Jetzt nicht mehr notwendig abelsch.

Definition 7.80
G heifit eine p-Gruppe, falls es eine Primzahl p gibt, mit

|G| = p~.

Satz 7.81
Es sei G eine p-Gruppe, G # {1}. Dann gilt Z(G) # {1}.
[Erinnerung: Z(G) = {g € G; gz = xg fir alle x € G} Zentrum von G]

Beweis. Wir betrachten die folgende Operation von G auf sich selbst:

Gx G — G
~— ~—
=M =M

(Operation durch Konjugation mit Elementen von G). Diese Operation zerlegt G
in Bahnen (Aquivalenzklassen)

G =By U---UB, mit B;N B; =0 fiir i # j.

Sei By die Bahn der 1, d.h.

Bi={g-1-g759€G}={1}
Sei b; := | B;| (# Elemente in der Bahn B;).

=>p* =[G =bi+by+--+b=1+ba+---+b,.
Fir x € B; gilt:
p* = |G| = |G| Bil,
wobei G, der Stabilisator von x ist, d.h.
Gy ={g9€G;gzg™' =z}
=b; = |Bi| =pg,
=p* = 14+p” 4+ +p”

= Es gibt ein £;, i > 2 mit 8; = 0 (sonst 1 =0 mod p 4) Sei etwa B3 = v, d.h.
|BQ| = 1. Sei 25 € Bs.

= g-xo=1xo-gfiralleged.

= €eZ(G)=Z(G 1
J2 €24(G) = Z(G) # {1}
#1

Definition 7.82
Fiir n € N1 und eine feste Primzahl p setzen wir

vp(n) = max{e; p“In}
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Beispiel 7.83

n=>54, p=2: v2(54) =1
54=2-27=2-3>  13(54) =3
0 fiir alle p > 5.

p-adische Bewertung®
Bemerkung 7.8/
(i) vp(n-n') = vp(n) +vp(n)
(i) vp(n +n') = min{w,(n), vp(n')}

(ii) vp(n) <vp(n) = vp(n+n') =vy(n)

Folgt sofort aus der Primzahlzerlegung von n,n’.

Sei G eine endliche Gruppe, n = ord G.

Satz 7.85 (Sylow)
Es sei p*|n, n = ord G. Dann gibt es eine Untergruppe H C G mit |H| = p®.

Beweis. Es sei

M := Menge der Teilmengen von G der Machtigkeit p©

- (2)

Da p®|n gibt es ein m mit n = mp®.

_(n\ _pn@*m—1)---(p®m — (p* — 1))
:>|M|<poz) pa.1.2.3...(poz_1)

Es gilt nach Bemerkung (7.84) (iii):
vp(k) = vp(p*m — k) fir 0 < k <p® —1
= (M) =y, <;> = up(m).
Die Gruppe operiert auf M wie folgt:
991, 9pt :={991, -, 99a}.
Diese Operation zerlegt M in disjunkte Bahnen
M =By U---UBy; b; :=|By]

Dann gilt:

|M|<n>b1+~~~+br
b

(o3
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Da Vp(

pﬁ) = v,(m) gibt es ein b; mit

vp(b;) <vp(m). (aus Bemerkung (7.84) (ii))
Sei z € B; und H der Stabilisator von z, d.h.
H={g€G; gr=ua}

H ist eine Untergruppe von G.
Behauptung: |H| = p®

|H| <p* Sei z={g1,...,9p=}, h € H.
= x=hx={hg1,...,hgpe} ={g1,.-.,9p=}
= Es ist stets hgy € {91, . 79;0"‘}
= |H| < p®.
|H| > p*: Es gilt:
mp® = |G| = |H||Bs| = |H|b;
= vp(mp®) = vp(|H|) + vp(bi)
———

—vp(m)+o

Da v,(bi) < vp(m) ist, folgt v, (b;) < vp(m) ist, folgt vp(|H|) > «, also
p® | |H|. Damit |H| > p©.

O

Definition 7.86
Es sei n = |G|, @ = vp(n). Dann heifit eine Untergruppe H von G mit |[H| = p®
eine p-Sylow Untergruppe von G.

Bemerkung 7.87
(ohne Beweis) Je zwei p-Sylowgruppen Hi, Hs von G sind konjugiert, d.h. es gibt
g € G mit nggil = H>.

7.5 Auflosbare Gruppen

Definition 7.88
Eine Gruppe G heiit auflosbar, falls es eine Kette von Untergruppen gibt:

G=NyDNi DN, D---DN, ={1}
mit
(i) N <t Niq
(ii) Ni-1, ist abelsch.
Beispiel 7.89
(i) S2,S53,S4 sind auflosbar, z.B. Sz > Ag > 1, 53/, = Zo, A3 2 Zs

(ii) S5 ist nicht auflosbar (Beweis spéter)



7.5. AUFLOSBARE GRUPPEN 115

G sei eine Gruppe.

Definition 7.90
Die Kommutatoruntergruppe G von G ist die Gruppe:

GW .= (aba™'b7Y; a,b e G).

Bemerkung 7.91
G abelsch & G = {1}.

Definition 7.92
[a,b] := aba='b~! heifit der Kommutator von a und b.

Lemma 7.93

(i) GO ist ein Normalteiler von G und S/, ist abelsch.

[1 =la,b] = aba='b~! & ba = ba]
(ii) Ist H ein Normalteiler von G mit G/ abelsch, dann ist H D GW).
Beweis. (i)
glaba='b"")g™! = gag~' gbg~' ga~lg7 gb g™}
S~

=a’ =b’
—14/—1
— a/b/a/ b/

4

gGWg=t c @M. Analog g~ 'GMg c gW
G(l) C gG(1)971
= gG(1)971 — G(l)

4

G/ ist abelsch, da: w(a)m(b)m(a™)w(b™1) = m(1), wobei m: G — YL
die kanonische Projektion ist. Es gilt:

m(a)r(b)r(a")w(b™h) = m(aba'b7?)
cG®)

(ii) Es sei G4 abelsch:

= aba b l=1
= aba=1b-1 =1
= aba bl e H
= GWcH

Wir definieren uns induktiv:

G .= Kommutatoruntergruppe von G
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Ist GU—1 definiert, so setzen wir

GO .= (G(i—l))(l)’

d.h. G ist die Kommutatoruntergruppe von G~ . Wir erhalten dann eine Kette
GV @ ... @ ...
mit G(i)/G(Hl) ist abelsch.

Lemma 7.94
Es sind dquivalent:

(i) G ist auflosbar.
(i) Es gibt ein | mit GO = {1}.
Beweis. (ii) = (i) klar.
(i) = (ii) Behauptung: Ist G = Ng > Ny > --- > N; = {1} eine Kompositionsreihe,
dann gilt N; > G,
[= N ={1} oGV = G® = {1}].
Induktion nach ¢:
i =1: Lemma (7.93): N1 D GM | da G/, abelsch ist.

i — 1 — 4: Induktionsvoraussetzung N, D GU-1),
N Lemma (7.93) (i—1) (1) (4)
=1y, abelsch = N D (G ) =G

O

Lemma 7.95
Es sei A eine endliche abelsche Gruppe. Dann gibt es eine Kette A = Uy > Uy >
o> U, mit Yy, zyklisch von Primzahlordnung.

Beweis. Lemma (7.75):
A Zp?l O D prﬂ Pp1,...,p; Primzahlen

Es geniigt, die Aussage fiir ein Zy,o so zu beweisen. Hier kann man eine solche Kette
konkret angeben:

Zpo D Lipa—1 D Lipa—2 D -+ D Ly D {0}

Pl
Es gilt:
7 Kor. (7.37)
pk/zpk,l &~ Ly = Ly,
O
Satz 7.96

Es sei G aufiosbar. Dann gibt es eine Kette
G:N0|>N1I>N2|>"'I>Nl:{1},

sodass N =Ly, zyklisch von Primzahlordnung ist.
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Beweis. Die Idee besteht darin, eine gegebene Kette, die G auflost zu verfeinern.
Es gentigt: H <G, G/ ist abelsch. = Dann gibt es eine Kette

G:]\4()I>]\41l>...]\4l:1;17

sodass Mi-1 4 zyklisch von Primzahlordnung ist. Betrachte 7: G — G/ =: A und
wende Lemma (7.95) auf A an:

A=Mi>M{>---> M, ={0}
mit lefl/M_, = Zp,. Setze

M; :=7"YM]) (HcCM]cCQq).

Es gilt:
G=My>M 1> --->M,=H,

/

Mifl/Mi o Mi—l/]\/j/ gzpi_

i

Satz 7.97
Es sei G eine auflosbare Gruppe. Dann gilt:

(i) Jede Untergruppe von G ist auflésbar.
(i1) Ist : G — G’ ein Homomorphismus, so ist H := ¢(G) wieder auflésbar.
Beweis. (i) Betrachte:
G=No>Ni>--->N ={1}
mit Yi-14 abelsch. Betrachte:
U=UNNoSUNN, DUNN; D - >UNN, = {1}
Dann gilt:
UNN;<UNN;
Klar: ge UNN;, re UNN,;,_1 =

S S Yt evnn
Ferner gilt:
UnNievy o= UmNiil/(UﬁNifl)ﬁNi > (UNNi-)Ni o C Nicyy
= UNNi-1 g\, ist ebenfalls abelsch.
(ii) Betrachte
G =¢(G) = ¢(No) &> p(N1) > @(N2) > - - - > o(Ny) = {1}.
Wir haben eine Surjektion

Niil/Ni N (P(Niil)/tp(Ni)

Da Nifl/Ni abelsch ist, gilt dies auch fur ‘P(Nifl)/g,(Ni) .
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Satz 7.98
Es sei G auflésbar, N < G. Dann gibt es eine Kette

G=No>Ni>--->Ni>--->N = {1}
miat
(i) Ni-Lay st zyklisch von Primzahlordnung.
(i1) Es gibt ein i mit N; = N.

Beweis. Nach obigem Satz sind N und G/ auflosbare Gruppen. D.h. wir haben
Ketten

Gy = Ny N{ &> N} = {1} mit M-y, 27, (7.7.h)
und

N:=N,>Npyg > > Ny = {1} mit Mgy =7, (7.7.1)
Setze:

N, =7 YN (G — G(V)
=G =Ny Ny oo > Ny = N omit Vot = Mo, 7, (7.7.§)

Kombiniere nun Kette (7.7.j) mit Kette (7.7.1). O
Satz 7.99

Jede p-Gruppe ist auflosbar.
Beweis. G sei p-Gruppe. Damit ist Z(G) # {1}.

N':=Z(G)> N := {1}

N'so = Z(G) ist abelsch.
Betrachte: G! := G/y1; G ist wieder eine p-Gruppe, also gilt
2(GY) # {1}

Betrachte 7!: G — G! und definiere

N2 = (2 H(2(GY)).
Dies liefert uns

N'p>..»>N?>N'> N0 = {1}
mit N i/Nifl abelsch, da isomorph zu einem Zentrum
N = Z(Gh)

Da G endlich ist, kommt man nach endlich vielen Schritten zu N! = G. O

Satz 7.100
Die symmetrische Gruppe Sy, ist fiir n > 5 nicht aufiosbar.

Definition 7.101
Ein Dreierzykel in S, ist ein Element, das genau n — 3 Elemente fest lasst.
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Schreibweise: (abc¢) (a —=b—c—a)

Lemma 7.102
Sein > 5 und sei U eine Untergruppe von S,, die alle Dreierzykeln enthdlt. Sei
N <U mit Uy abelsch. Dann enthdlt auch N alle Dreierzykel.

Beweis. Sei (a b ¢) € Sp,: Wihle d,e mit d # e; d,e ¢ {a,b,c}.

x = (dba)
y = (aec) zyelU

=z 'y tay=(abd)(cea)dba)aec)=(abc)cU
Da U/ abelsch ist, folgt 271y~ lzy € N, d.h. aber (a bc) € U. O

Beweis. (von Satz (7.100))

Angenommen S, sei auflésbar:
Sp=No>Ni >Ny ---> Ny = {1} mit V-4 abelsch.

Lemma (7.102) Lemma (7.102)
= =

N enthalt alle Dreierzykel. N enthalt alle Dreierzykel.
= ... = N; enthélt alle Dreierzykel. Widerspruch dazu, dass N; = {1} ist. O



Kapitel 8

Galoistheorie

8.1 Erganzungen zur Galoistheorie
L/K sei galoisch, d.h. endlich, normal, separabel.

Z:={L';K C L' C L ist ein Zwischenkorper von L/K}
G:=G(L/K)=1{g;9: L — L mit g|x =idg, g Automorphismus}

(Galoisgruppe)
G :={H;H C G Untergruppe}
Hauptsatz (6.82)

g+ z
H+— Ly :={x € L;h(z) =z fir alle h € H}

(,,Fixkorper®)
Gr ={9€G;g|p=idp } «— L'

(,,Isotropiegruppe®)

Die Konjugierten zu einem Zwischenkorper L’ sind die Korper g(L') mit g € G =
G(L/K).

Konjugation Seige G

0g: G— G
1

T gxrg .

Die konjugierten Untergruppen von H C G sind die Gruppen gHg™! (g € G).

Erinnerung: H <G < gHg '=H (9 € G)

(normal)

120
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Lemma 8.1
Unter der Galoiskorrespondenz entsprechen die konjugierten Korper von L' genau
den konjugierten Untergruppen von G/, genauer:

Gy =9Grg "
Beweis. ¢Gr.g~' C Gy(rry: Sei hierzu o € L', h € Gr,. Dann gilt:
(ghg™)(g(x)) = (gh) (g~ '9(2)) = g(x)
———

geniigt nun: [gGr.g~ | = |Gyl
Dies gilt, da:

|Gyl = [L:g)] =[L: L' =|Gr|=gGrg™|.
O

Definition 8.2
Eine Galoiserweiterung L/K heifit abelsch (zyklisch, auflosbar), falls die Galoisgrup-
pe G = G(L/K) abelsch (zyklisch, auflosbar) ist.

Satz 8.3
L/K sei galoisch, L' sei ein Zwischenkorper. Dann gilt:

(i) L'/K ist galoisch & G <G
(ii) Ist L'/ K galoisch, so gilt
(LK) = S,
Beweis. (i) L'/K ist galoisch & L'/K ist normal ““"25%" G, <G. (Endlichkeit
und Separabilitéit ergeben sich automatisch)

(ii) Wir wissen, dass L/L’ normal ist, d.h. fir g € G = G(L/K) ist g(L') = L'.
D.h. wir kénnen betrachten

0: G— G(L'/K) (surjektiv)
g — g|L/ (da g(L/) == L/)

Es gilt

kerp = {g;g|r = idp/} = G-
Es gilt

G(L'/K) Y Chery = “a,, .

Folgerung 8.4

(i) L/K sei zyklisch von Ordnung n. Dann gibt es zu jedem m|n genau einen
Zwischenkorper L' mit [L' : K] = m.

(i) L/K seiabelsch. L' sei ein Zwischenkérper. Dann sind L/L' und L'/ K abelsch.
Ist n = [L : K] und m|n, so gibt es mindestens einen Zwischenkorper L' mit
[L': K] =m.



122 KAPITEL 8. GALOISTHEORIE

(iii) L/K sei auflosbar. Dann ist auch L/L' auflosbar. Ist L'/ K galoisch, so ist
auch L'/ K auflosbar.

Beweis. (1) G 2 Z, = 24, 7. Essei mk = n. Es gibt dann genau eine Untergruppe
H von G mit |H| = k. Setze

L/ = LH

Dann gilt:
[L:L']=|H|=k.
Andererseits:
n=[L:K]=[L:L][L:K]
N——
=k

= [L':K]=%=m.

(ii) L/L' ist automatisch galoisch. Es gilt
G(L/L") =G CG.

Da G abelsch ist, gilt dies auch fir Gp-.

L'/ K ist galoisch, da G als Untergruppe einer abelschen Gruppe normal ist.

Nach obigem gilt

G(L'/K) = S,

und ist damit als Quotient einer abelschen Gruppe abelsch.

(iii) Hier gilt
G(L/L"Y=Gp Cc @G G(L'/K) = %4q,,

Die Aussage folgt, da Untergruppen und Quotientengruppen auflésbarer Grup-

pen wieder auflésbar sind.
O

Satz 8.5

FEs sei L = K[z]/K galoisch. Es sei f € K[X] das Minimalpolynom von x. Dann
ist die Galoisgruppe G = G(L/K) isomorph zu einer Untergruppe der Permutati-
onsgruppe von {x1,...,x,}, wobei x1,...,x, die Nullstellen von f sind.

Beweis. Es sei f € K[X] das Minimalpolynom von z. Fiir f € G gilt f9 = f. Also

operiert g auf den Wurzeln von f, d.h. auf {z1 = «,...,z,} (Denn: f(g(x;)) = ap+
g:

arg(ei) - +gla) T=7 glao) +glarz) + A gle)" = glao + arzi + .. anal) =

=0

g(0) = 0 = g(x;) ist auch Nullstelle). D.h.
G — Perm{(x1,...,2,)} = S,.

Bleibt: Diese Abbildung ist injektiv. Folgt aus der folgenden Aussage:

Behauptung: g ist durch g(x) festgelegt.
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Denn: Seiy € L. Dann gibt es eine Darstellung
n—1
y= Z a;x"; a; € K
i=0

=g(y) = Zg(aixi) = Zai!](?«"i) = Z aig(z)".
i=0 i=0 i=0

8.2 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

McCC=R*0,1€M.
M= {m;m € M} -
Ky:=MUM)=QMUM)

Hatten gesehen:

Satz 8.6
Ist x € C aus der Menge M mit Zirkel und Lineal konstruierbar, so gilt:

[K0($) : Ko] =2,

Satz 8.7
Es sind dquivalent

(i) z € M konstruierbar

(ii) z ist in einem Zwischenkorper L von C /Ky enthalten, der aus Ko durch suk-
zessive Adjunktion von Quadratwurzeln entsteht.

Ziel: Charakterisierung mit Hilfe des Zerfallungskorpers von z.
Vorbereitungen hierzu:

Lemma 8.8
Es sei K ein Korper, char K # 2. Es sei [L : K| = 2. Dann entsteht L aus K durch
Adjunktion einer Quadratwurzel.

Bemerkung 8.9
Hatten dies bereits fiir K C L C C gesehen.

Beweis. Sei x € L\ K, Dann gilt L = K[z] (da: [L : K] = 2). Das Minimalpolynom
von z hat Grad 2. Dies sei etwa

FX)=X2+ X+ )\ (Ao, A1 € K)
Setze
A1
y::x—l—?EL\K (= L=Kly).

Bleibt: y? € K. Dies gilt, da
A\ A2
y* = (z+§> =%+ Mo+

)\2
:(g;2+)\1x+/\0)—)\0+j¢y2€K.
N—
-0 ——
eK
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Satz 8.10

Es sei char K # 2. Es sei K der algebraische Abschluss von K und x € K sei
separabel iber K mit Minimalpolynom f(X) € K[X]. Es sei Z der Zerfdllungskorper
von f. Dann sind dquivalent:

(i) = ist in einem Zwischenkirper K /K enthalten, der aus K durch sukzessive
Adjunktion von Quadratwurzeln entsteht.

(ii) [Z: K] =2m

Anwendung:

Korollar 8.11
Es sind dquivalent:

(i) x € C ist aus M konstruierbar mit Zirkel und Lineal.

(ii) x ist algebraisch tuber Ko und der Grad der Korpererweiterung des Zerfal-
lungskorpers Z von x tber Ky ist eine 2-er Potenz (d.h. [Z : K] = 2™).

Bemerkung 8.12
Wegen char Ky = 0 ist x automatisch separabel.

Bemerkung 8.13
Da K(x¢) C Z ist, finden wir auch wieder, dass [Ko(z) : Ko] = 2.

Lemma 8.14
Es sei L = Klx1,...,2,] mit 23 € K und 2? € Klx1,...,2,_1]. Es sei N die

%

normale Hiille von L. Dann gilt [N : K] = 2.
Beweis. Induktion nach n.

n=1: L=K|r];23 € K. Entweder L = K oder [L : K] =2. Dannist N = L
und daher [V : K] = 2.

n—1w—mn: Sei L' = [x1,...,2,-1] und N’ die normale Hiille.
IV = [N': K] = 2™.

Es seien y1, ..., y, die Konjugierten von x, tiber K, d.h. die Elemente
oi(z,) mit 0; € G(K/K). Es gilt

w2 el
=92 =0i(z2)co(l))Co(N')=N'
da N’ normal ist. Es gilt
N=N'lyi,...,y]
(vgl. die Konstruktion der normalen Hiille).

=N entsteht aus N’ durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln.
=[N:N|=2"=[N:K]=[N:N|N:K]=2"m
!
—ol —=2om
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Beweis. (von Satz (8.10))

(i)=(ii): Wir haben K C L C N. Es ist auch Z C N
= [Z:K]|[N:K]=2" """ 7. K] =2~

(ii)=(i): Da Z/K Zerféllungskorper eines separablen Polynoms ist, ist Z/K galo-
isch. Da [Z : K| = |G| (G=Galoisgruppe) ist |G| = 2™, d.h. G ist eine
2-Gruppe.

= Es gibt eine Folge von Untergruppen:
G:N0>N11>N2[>...I>Nl:{1}7
# # # #
sodass N; /N, 1 zyklisch von Ordnung 2 ist.
= Ni/Mi-i-l = ZQ = [Nz : Ni-i—l] = 2.
Hauptsatz der Galoistheorie liefert dann:

K=IlgsCcliyC---CLi =27

L .
mit [L; : Li—q1] = 2. emg(8 ®) L; entsteht aus L;_1 durch Adjunktion
einer Quadratwurzel = Z entsteht aus K durch sukzessive Adjunktion

Z .
von Quadratwurzeln 25 (i),

O

Konstruktion des reguliaren n—Ecks
e27r/n
0 1
M:{Oal}7 KOZQ
Satz 8.15
Sein = p prim. Dann ist das requldre n—Eck genau dann konstruierbar, wenn
p=2"+1.
Beweis. Z: Zerfallungskorper von €27/ iiber Q.
XP 1= (X -1)(XPL 4 XP24...41)
irreduzibel (Eisenstein)
=[Z:Q=p-1=2" o p=2"+1.
O

Satz 8.16
Ist p = 2™ +1 eine Primzahl, dann ist auch m eine Zweierpotenz, d.h. p = 22") +1.



126 KAPITEL 8. GALOISTHEORIE

Beweis. m = 2™ - r, mit 2t r. Dann ist r ungerade.
Annahme: r > 1

241 =22"" 4 1= (2@ —(—1) =a"—b" (a=23", b=—1)
—(a—b) @ a2 b
£1 falls r>1
= 2" 4 1 ist nicht prim 4

n=0:p=3, n=1:p=>5, n=2:p=17
n=3:p=257, n=4:p= 65537
n=>5,6,7,8,9: keine Primzahl n>10:7

Fermatsche Primzahlen: Gibt es weitere (oder unendliche viele) Fermatsche
Primzahlen?

Frage: Wann ist das regulidre n—Eck (n beliebig) konstruierbar?

8.3 Einheitswurzeln

K: Korper

Definition 8.17
Die n—ten Finheitswurzeln von K sind die Losungen der Gleichung

X"—1=0.
Bemerkung 8.18
W, (K) C K* ist eine endliche Gruppe und damit zyklisch.

Beispiel 8.19
Wp(C) = {27/70 < k < n} = Z,.

Definition 8.20
Der n—te Einheitswurzelkorper iiber K ist der Zerfallungskorper des Polynoms X" —
1 iiber K.

Bezeichnung: FE,(K)

Beispiel 8.21
Ex(Q) = Q")
Bemerkung 8.22
En(K) = K(Wy(K)).

Satz 8.23
FEs seip =char K. Es sei p =0 oder ptn. Dann ist E,(K)/K galoisch.

Beweis. E,(K) ist der Zerfallungskérper von X™ — 1. Dieses Polynom ist separabel,
falls p = 0 oder p 1 n, da:

(X" —1)Y =_n X"L
~—
#0
Da 0 keine Nullstelle von X™ — 1 ist, ist das Polynom separabel. O
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Satz 8.24
FEs sei wieder p =0 oder p t n. Dann gilt
W (K) = Wi(En(K)) 2 Zy, .

Beweis. X™ —1 hat genau n Nullstellen, da es separabel ist. Also ist |W,,(K)| = n.
Da W, (K) zyklisch ist, folgt W, (K) = Z,. O

Generalvoraussetzung fiir diesen Abschnitt: |p =0 oder pfn ‘

Definition 8.25
Eine n—te Einheitswurzel heifit primitiv, falls sie die Gruppe W, (E(K)) erzeugt.

Beispiel 8.26
K =Q, e?™*/7 ist primitiv < (k,n) =1

Erinnerung: Die Anzahl der primitiven Einheitswurzeln ist gleich ¢(n) (= Eu-
lersche ¢—Funktion).

Kreisteilungspolynome

Es seien &1, ..., &,(n) € En(K) die primitiven n—ten Einheitswurzeln.
p(n)
on(X) = [T (X - &) (deg ¢ = ¢(n))
i=1

Definition 8.27
dn(X) heifit das n—te Kreisteilungspolynom tiber dem Korper K.

Bemerkung 8.28
[En(K) : K] < ¢(n) = deg ¢n(X).
Der Grad kann kleiner sein, etwa wenn K bereits die n—ten Einheitswurzeln enthalt.

Lemma 8.29

X" —1= H¢d(X).

d|n
Beweis. Beide Polynome sind normiert. Dann folgt die Aussage, da
(i) Jede n—te Einheitswurzel ist eine primitive d-te Einheitswurzel fiir ein d | n.

(ii) Ist d | n, dann ist jede d—te Einheitswurzel auch eine n—te Einheitswurzel.

Es gilt: ¢, € E,(K)[X].
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Erinnerung: Es sei K ein Korper. Der Primkorper von K ist der kleinste Unter-
korper von K.

- Q, falls charK =0
Primkorper =
Zy, falls p=char K >0

Satz 8.30
Die Koeffizienten von ¢, (X) liegen bereits im Primkdrper von K, bzw.
falls char K = 0 ist sogar in 7Z.

Beweis. Induktion nach n.
n=1 ¢ =X-1.
n—1—n:
X" —1=]] ¢a(X) = én(X) - IT ¢a(x) (1)
d| d|
d<n
——
R g(X)€Z,[X] baw. Z[X]
Polynomdivision von X™ — 1 durch g(X) in Z,[X] bzw. Z[X]:
X" 1= gOORX) +1(X),  A(X),r(X) € X, ZIX]  (2)

Eindeutigkeit der Polynomdivision, (1) und (2) = r(X) =0, h(X) =
Pn(X)-

Satz 8.31
Es sei wieder p = char K = 0 oder p{ n. Dann gibt es eine Inklusion

G(E,.(K)/K) — E(Z,) (Einheitengruppe).

Beweis. Sei & eine primitive n—te Einheitswurzel. Dann ist jedes Element g €
G(En(K)/K) durch g(§) bestimmt. Es ist g(§) = &" eine primitive Einheitswur-
zel, d.h. (r,n) = 1. D.h. 7 ist eine Einheit in Z,,. Damit erhalten wir eine Inklusion

G(En(K)/K)— E(Z)

g—T.
Dies ist ein Homomorphismus: Sei ¢’ mit ¢’(£) = £°. Dann gilt
(9 =9g9©)=¢'()= (g ) = (&) =&

D.h. ¢'g wird 57 zugeordnet. O

K=0Q

Satz 8.32
Fir K =Q gilt:

(i) ¢n(X) ist irreduzibel
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(ii) [En(Q) : Q] = (n)
(iii) G(En(Q)/ Q) = E(Zn)

Beweis. (ii), (iii) sind leichte Folgerungen von (i), denn:

(i) [Ea(Q): Q) = [Qe/") : Q) = [/ - Q] € deg 6 (X) = ()

(i) wegen (ii) ist |G(En(Q)/ Q)| = ¢(n) = |E(Z,)|. Damit sofort aus obigem
Satz.

Bleibt: ¢, (X) ist irreduzibel. O

Lemma 8.33
Es gilt stets:

nP =n mod p. (neZ)
Beweis. n=0= (k- p): klar

n # 0: Betrachte E(Z,) = Z,_1.
kleiner Fermat: n?~! = 1 mod p (falls p { n)

=n’ =n mod p.

Andere Formulierung: Der Frobeniushomomorphismus

F: 7, — Zp

T — xP

ist die Identitat.

Zuriick zur Irreduzibilitat von ¢, (X):

Beweis. Es sei € eine primitive n—te Einheitswurzel und f(X) das Minimalpolynom
von ¢ tiber Q. Es gilt, dass f(X)|¢n(X).

Ziel: f(X) = ¢pn(X).

1. Behauptung: f(X) € Z[X]
Denn: Zerlege X™ — 1 tiber Z in irreduzible Faktoren. Es sei f; ein solcher
Faktor mit f1(§) = 0. Nach GauBl (4.12) ist f1(X) tber Q irreduzibel (da
X" — 1 normiert ist, ist £ f1(X) normiert), also f = +f; € Z[X].

Es sei nun p prim mit p { n. Dann ist auch &P eine primitive n—te Einheits-
wurzel. Es sei g(X) das Minimalpolynom von £P. Dann ist g(X) € Z[X].

2. Behauptung: f(X) = g(X)
Denn: Ansonsten hat man eine Gleichung

X"~ 1= f(X)g(X)h(X)  (h€Z[X]) (8.8.a)

(Dies gilt, da f, g beide X™—1 teilen und keinen gemeinsamen Faktor haben).
Das Polynom ¢g(X?) hat ebenfalls die Nullstelle £. Also gilt

9(X?) = f(X)i(X) (G €Z[X]) (8.8.D)
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Wir ,reduzieren nun modulo p“, d.h. wir betrachten das Bild unter der Abbil-
dung

a: Z[X] — Zy[X].
Unter dieser Abbildung werden (8.8.a), (8.8.b) zu:

a(X" —1) = a(f(X))a(g(X))a(h(X)) (8.8.)
a(g(XP)) = a(f(X))a(j(X)) (8.8.d)

X
X

1=0 1=0 1=0
N p

- <Z i Xi) ~ (alg(x))y"
=0

Damit wird (8.8.d) zu

((9(X))" = a(f (X)) (i (X))- (8.8.¢)

Es sei y(X) ein Teiler von a(f(X)) in Z,[X]. Nach (8.8.e) ist dies auch ein
Teiler von a(g(X)). Nach (8.8.c) ist dann 7?(X) ein Teiler von a(X" — 1) =
X™ — 1 hat iiber Z,[X] mindestens eine doppelte Nullstelle. Dies ist ein Wi-
derspruch, da:

(X" —1)Y =_n X"L
~
#0
= Behauptung 2.
3. Behauptung: Es gilt f(n) = 0 fiir jede n—te Einheitswurzel (= f = ¢,,)
Denn: Es ist n = " mit (r,n)=1.
Sei r = p; - -+ ps mit p; prim (Insbesondere gilt (p;,n) = 1)
Induktion nach s:
s =1: n = &P, Nach obigem gilt fiir das Minimalpolynom ¢ von 7, dass
g = f ist, also gilt: f(n) =0.
s—1s: f(n)= f(EPr-Ps) = f((gpl“'psfl)m). o ist eine primitive Einheits-
———

=:0
wurzel mit f(o) =0
obiger:S;:hritt f(QpO) —0

I
f(n)

8.3.1 Regulares n—Eck

Satz 8.34
Das requlire n—Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn:

n=2"pi-p,

wobei die p; verschiedene Fermatsche Primzahlen sind.
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2mi/n

Beweis. e . Frage: Wann ist die Korpererweiterung

Q™) Q@ =2F 7
Hatten gesehen
[Q(e?™/™) : Q] = p(n) (=Eulersche Phi-Funktion)
Es sei
n=pypg
die Primzahlzerlegung der Zahl n.

vi—1 .

_ ?
= o(n)=p " pr T pi— 1) (ps — 1) = 28

Dies ist genau dann eine 2—er Potenz, wenn jede Primzahl # 2 nur mit Potenz 1
vorkommt und zusétzlich p; — 1 eine 2—er Potenz ist, d.h. p; ist eine Fermatsche
Primzahl. O

8.4 Endliche Korper

K: Korper; |K| < oo.
Wissen dann: char K =p > 0;Z, C K

[K:Zpy)=m=|K|=p™.

Beispiel 8.35
K =17,

Satz 8.36
Ist p eine Primzahl, m > 1. Dann g¢ibt es bis auf Isomorphie genau einen Korper
mit p Elementen.

Bezeichnung: Fpn, (F, =Z,), GF(p,m) (= Fpm)
Galoiskorper, Galoisfelder

Beweis. Existenz: K = E,m_1(Z,) (Zerfillungskorper von XP"~1 —1 =: f(X))
Eym_1(Zy)/ 7, ist galoisch, da XP"~! separabel ist. Dies folgt, da

F(X) = (" = 1) X",
——
#£0

Es gibt also genau p™ — 1 verschiedene (p™ — 1)-te Einheitswurzeln.

Behauptung: Die p™ — 1 Einheitswurzeln W,m_1(Z,) bilden zusammen
mit der 0 einen Korper. (= |K|=p™)

Denn: z,y € Wym _1(Zy) =+ Y, %,zy € Wym_1(Zy)
Etwa: Sei x # y.

m m m m(Pm* ):
(@ — )™ = g™ _ o™ e =

= (z—y) "D =1,

Eindeutigkeit: Sei |K| = p™.
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Behauptung: K = E,m_1(Z,).

Denn: K* ist zyklisch (fritheres Ergebnis), also K* & Zpm_1. Seiz € K* =

Fermat

"~V = 1. Da K/Z, endlich ist, kann man K in Z, einbetten und es gilt
K* C me_l(Zp).
Da |K*| = p™ — 1 = |Wpm_1(Z,)| folgt Gleichheit und damit

K == Epm_l(Zp).

Frage: Was ist die Galoisgruppe von G(Fpm /Fp,)?
Betrachte:
o:Fpm — Fpm
x — xP
Hatten gesehen: o|r, = idr, = 0 € G(Fpm /).
Satz 8.37
G(Fpm [F)) 2 Zyy, und wird von o erzeugt.

Beweis. [Fpm : Fpl =m = |G(Fpm /Fp)| = m.
geniigt: o # o7 fiir 1 <i # j < m.
Sei y eine primitive (p™ — 1)—te Wurzel.
Annahme:

o'y)=oc'ly) (1 <i#j<m)

Il Il
T J
y? yP

Widerspruch zur Primitivitit von y, da |p? — p/| < p™ — 1. O
8.5 Auflosbarkeit von Gleichungen

fX)=X"4a, 1 X" '+ +aX+a =0 (a; € K)
Frage: Wann ist eine solche Gleichung durch Radikale auflésbar?

Definition 8.38
Man sagt, dass f durch Radikale auflosbar ist, falls es einen Korper L/K gibt mit:

(i) Es gibt a1,...,ax € L, r1,...,7r € N mit

a’{l eK, a? S K(al, e ,ai_l)
(ii) f hat in L eine Nullstelle.

Erinnerung: f sei separabel (z.B. char K = 0). Dann ist der Zerfallungskorper
Z von f galoisch tiber K.
Galoisgruppe von f: G(f/K) = G(Z/K)

Im wesentlichen: f auflésbar ( h<:K>70) G(f/K) auflosbar
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Die ,,reine* Gleichung

[(X)=X"—a€ K[X] (a € K)
Bemerkung 8.59
(i) Gleichung X™ —a = 0 ist durch Radikale lésbar.
(ii) char K =0, char K =p{n = f(X) ist separabel (f'(X) Z\TL/X"_l)

Satz 8.40
Es sei char K = 0 oder char K = p{n. Dann ist die Galoisgruppe von X™ —a =0
zyklisch. K enthalte die n—ten Einheitswurzeln.

Beweis. L := Zerfallungskorper von f iiber K.
Es sei # € K mit 2" = a. Es sei £ € K eine primitive n—te Einheitswurzel.
Losungen von X" — a: {x,&x, &2, ..., " 12},

= L =K[X].
Sei G = G(L/K) = G(f/K). Dann ist jedes Element g € G durch g(z) festgelegt

geGiglr)=¢&x.  (0<r<n—1r=r(g)
Damit

G — Zn (Homomorphismus)

g+— T =r modn.
= (G ist zyklisch. O

Bemerkung 8.41
Ist f(X)= X" — a irreduzibel, so folgt

G(f/K) =T, .

(Denn: |G(f/K)|=[L:K]=mn)
Achtung: K enthalt die n—ten Einheitswurzeln.

Frage: Inwieweit gilt die Umkehrung?

Satz 8.42

K enthalte die n—ten Einheitswurzeln. Es sei char K = 0 oder char K = p { n. Es
sei L eine galoische Korpererweiterung mit G(L/K) 2 Z,,. Dann gibt es ein © € L
mit L = K[z] und 2" € K.

Beweis. Sei G = G(L/K) 2 Z,. Sei g € G ein erzeugendes Element, d.h.
G={l,9,9%...,9" '}
Nach der Unabhéngigkeit der Charaktere gibt es ein « € L mit
z:=a+&g(a) +&¢%(a) +- -+ @) £0

(&: primitive n—te Einheitswurzel).
Dann gilt:

9(z) = g(@) + £g% (@) + €¢°(a) + -+ " g™ (@)

Sg@)=¢ta=sgi(@) =" (v21)
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Sei L' := K|z].
Ziel: L' = L

Es gilt L' = K[z] C L. Da es > n verschiedene Abbildungen von L’ nach K gibt
(verwende G), folgt

[L': K] >n.
Andererseits: [’ : K] <[L:K|]=n=[L :K|]=[L:K]=n
= L=1=K][z].

Bleibt: 2™ € K = Fix G.
geniigt: g(z™) = a™. (= g'(z") = 2" fiir 1 < i < n)
Dies gilt, da: g(x) = ¢

= g(a™) = (g(x))" = (g*lz)" — an -

Definition 8.43
Eine Korpererweiterung N/ K heifit metaabelsch, falls es eine Kette gibt:

K=KyCKyC---CK; =N,
so dass K;/K;_1 abelsch ist.

Bemerkung 8.44
N ist endlich (klar), separabel (Transitivitdt der Separabilitét), aber N/K muss
nicht automatisch galoisch sein.

Satz 8.45 } }
N/K sei metaabelsch und N sei die galoische Hille von N/K. Dann ist N/K
ebenfalls metaabelsch und galoisch, also insbesondere aufidsbar.

Beweis. Erfolgt spater. O

Theorem 8.46
FEs sei char K = 0. Das Polynom f € K[X] sei irreduzibel. Ist f durch Radikale
auflosbar, dann ist die Galoisgruppe G(f/K) auflésbar.

Beweis. Nach Voraussetzung haben wir
L=K(ay,...,as)
mit
(i) Esgibt r1,...,7s > 1 mit a7* € K, a; € K(a1,...,a,-1)
(ii) f hat in L eine Nullstelle.

Sein =7y ... -1s. Sei K’ := Korper, der aus K durch Adjunktion der r;-ten,
ro—ten, ..., rs—ten Einheitswurzeln entsteht. Damit gilt

K Cc K' C E,(K).

Da E,(K)/K abelsch, ist auch K’/K abelsch.
Sei nun:

N :=Korper, der aus L durch Adjunktion der ri—ten, ro—ten, ... ,

rs—ten Einheitswurzeln besteht.

Damit gilt:
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Behauptung: N/K ist metaabelsch.
Denn:
K (C) K’ (C) K’(al) (C) K’(al,ag) c - C K’(al,...,as) = N.
zu (i): abelsch

zu (ii): abelsch, da Zerféllungskérper von X™ — by = 0; by = a]' € K (Satz
(8.40))

zu (iii): abelsch (selbes Argument)

St &) iy /K ist galoisch (N = galoische Hiille von N)
Es sei Z der Zerfallungskorper von f. Dann gilt

KcZcN

(da f in L C N eine Nullstelle hat und da. N/K normal ist. D.h. f zerfillt iiber N)

N/K galoisch riiheges Z/K ist galoisch.

Ergebnis

O

Bemerkung 8.47
Ist p = char K > r;, dann ist dieses Theorem auch in positiver Charakteristik
richtig.

Definition 8.48
Ky,...,Ks; C N. Das Kompositum von Ki,..., K ist der kleinste Korper in IV,
der K1, ..., K umfasst.

Schreibweise: K;-... - K.

Lemma 8.49
N/K sei Korpererweiterung; K1 C Ko seien Zwischenkdrper. Ny sei ein weiterer
Zwischenkorper. Ko/ K1 sei galoisch.

(i) N1K2/N1K; ist wieder galoisch
(ii) G(N\Ks/NKy) C G(Kz/K)

Beweis. (i) Ko/K; galoisch = K entsteht aus K; durch Adjunktion der Null-
stellen eines separablen Polynoms. Adjunktion derselben Nullstellen an N1 K7
liefert Ny K. Da die Separabilitit erhalten bleibt, ist N1 Ka/N1K; ebenfalls
galoisch.

(ii) Haben wir eine Abbildung
G(N1No/N1 Ky) — G(K2/K))
g g|K2'

Da g bereits durch die Werte auf K3 bestimmt ist (g|n, = idn,) ist diese
Abbildung injektiv.
O

Lemma 8.50 R
N1 Ny seien Zwischenkérper von N /K. Sind Ny, Na metaabelsch iber K, dann auch
Ni - Ns.
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Beweis. Ny, Ny sind metaabelsch iiber K =

K=KyCK,C---CKgs=Ny; K;/K;_ ist abelsch
K=KyCK;C--CK,= N K}/Kj_, ist abelsch

Betrachte:

K= KyC- - CK;q :N1:N1K6CN1K{C"'CNlK,g:NlNQ.
~——— —

jeder Schritt abelsch jeder Schritt abelsch

Denn

G(MKj/N1K; ) C G(Kj/K}_,) abelsch

Beweis. (von Satz (8.45))
N/K sind metaabelsch. Es seien Ny = N, Na, ..., N, die konjugierten Korper von
N iiber K. Dann ist Ny - ... Ng normal und damit ist

N=N;-...-N,.

N/K ist metaabelsch und N;/K ist K—isomorph zu N/K. Also sind alle Erweite-
rungen N;/K metaabelsch.

Fem G50 § Ny LN K

ist metaabelsch. O

Theorem 8.51

Es sei 0 # f € K[X] irreduzibel, separabel. Die Galoisgruppe G(f/K) sei auflosbar.
char K = 0 oder char K t|G|. Dann ist f durch Radikale auflésbar und jede Lisung
f =0 liegt in einer Radikalerweiterung von K (d.h. sind Radikale).

Beweis. Z = Zerfallungskorper von f.
Z/K auflosbar =

K=KyCcKiC---CKs=Z7

mit
GK;/Ki1)2Z,,.
Dann gilt
(Z:K]l=r1-...-1s =17 =G|
K’ := Kérper, der aus K durch Adjunktion der r;—ten, ..., r,—ten

Einheitswurzeln entsteht.
N := Korper, der aus Z durch Adjunktion der r1—ten, ..., rs—ten

Einheitswurzeln entsteht.

Da char K 1 |G| = r. Also char K { r;.
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Betrachte folgende Kette:

KcK' :K/~KOCK/K1CK/K2C"'
T

sukzessive Radikal- ]”(
erweiterungen

CK'K,=K'Z=N (=ZCN) (88f)

Ziel: N entsteht aus K durch sukzessive Adjunktion von Wurzeln. (Hieraus folgt,
wegen Z C N, die Behauptung).
Nach Lemma (8.49) (ii):

G(K/Ki/KIKi_l) C G(Kz/Kz—l) = Z”
:>G(K/KZ/KIK1,1) = ZT; mit T’HTZ'

Da K’ die r1—ten, ..., rs—ten Einheitswurzeln enthélt und rf|r;, enthdlt K’ auch
die rj—ten, ..., r.—ten Einheitswurzeln. D.h. wir konnen Satz (8.45) anwenden.

Satz (8.45) = K'K; = K'Ki_1[z;] ~ mit 2" € K'K,_1.
D.h. jeder Schritt in (8.8.f) ist eine Radikalerweiterung

= N/K ist eine Radikalerweiterung.

Beispiel 8.52
f(X):=X°-2X*+2¢€Q[X]
Behauptung 1: f ist nicht auflésbar!

Zunéchst ist f irreduzibel iber Z (Eisenstein p = 2). Damit auch iiber Q
(GauB (4.12)).

Behauptung 2: G(f/ Q) = Ss

Theorem (8.46)
—

S5 nicht auflésbar f ist nicht auflésbar

Zur Gruppe S,
Sy, ist die Menge der Bijektionen von M = {1,...,n} in sich.

Definition 8.53
Eine Untergruppe G C S, heifit transitiv, wenn es zu je zwei Elementen a,b € M
ein Element g € G gibt mit g(a) = b.

Satz 8.54
Es sei p prim. Ist G C S}, eine transitive Untergruppe, die eine Transposition ent-
hdlt, dann ist G = Sp.

Schreibweise: (a,b) = Transposition, die a und b vertauscht.

Bemerkung 8.55
(aa b) = (b, a) = (CL, b)_l
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Beweis. Wir fithren auf M folgende Relation ein:
a~b:&a=boder (a,b) € G
Dies ist eine Aquivalenzrelation:
a~a +/, a~b=>b~a +/ ((a,b) €G= (ba)=(a,b) €q)
an~bb~c San~c
Denn: Kann annehmen, dass a # b # ¢ # a (sonst trivial)

(a,c) = (b,¢) (a,b) (b,c) e G=a~c
NN

Behauptung: Alle Aquivalenzklassen haben dieselbe Anzahl von Elementen.

Seien {ay,...,am} und {a},..., .} zwei Aquivalenzklassen. Da G transitiv ist,

»Ym/

gibt es ein ¢ € G mit p(a1) = af.

Behauptung:
p: {ar,...,am} — {d},...;a,,}  (=m<m) o,
analog o~ t:{a},...,d ,} = {a1,...,am} (=m < m)} —m=m
Es gilt:
e (ar,a;) o Y (olar), play)) € G
N~
€eqG €eG €eG
=¢(a;) ~ p(a1) = aj
:>(P(aj) € {allﬂ 7a;n’}7 Jj=2, , T
Zu (x):
(p(ar, az)e™ ) (p(ar)) = ((ar, a7))(a1)(ar) = ¢(ay)
(plar, a;)e™ ) (p(a;)) = (p(a1, a;))(a;) = p(ar)
(plar, a)e™ ) (@) = (plar, a;))e~H(z) = e~ (@) =2 (x # p(a1), v(ay))

Es sei nun m die Anzahl der Elemente in allen Aquivalenzklassen. Es gilt m|p,
also m = 1 oder m = p. Da G eine Transposition enthalt, gilt m > 2 und damit
m = p. D.h. alle Elemente sind dquivalent. D.h. G enthélt alle Transpositionen.
D.h. G =5,. O

Zuriick zu Beispiel (8.52)
f(X)=X°-2X*+2¢€Q[X]
Behauptung: f hat genau 3 reelle Nullstellen.

> 3 reelle Nullstellen:

f(=1)=-1-2+42=-1<0 F0)=2>0
3. 81 81 81
f(3) =55 355 4+2=2- 5 <0 f(2)=32-32+2>0
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< 3 reelle Nullstellen: Hétte f > 4 reelle Nullstellen, so hatte f’ > 3 relle
Nullstellen.

Aber:

fI(X)=5X*-8X3=X3(5X —8).

Nullstellen: x1,Z2,23 € R, x4,25 € C\R (24 = Tp)
7 = Zerfallungskorper von f
G(f/Q)=6(Z/Q =G

G operiert auf den Wurzeln x4, ..., x5, also G C Ss.
Wir wissen:
(i) G operiert transitiv auf {x1,...,z:} (Galoistheorie)

(i) t: C — C, z — z ist in G(Z/Q), d.h. (z4,25) € G (1(r4) = Ty = w5)
(tlo =idg)
D.h. G enthélt eine Transposition (x4, z5)

Sat;@;’ﬂ) G=85:.



Kapitel 9

Transzendente
Korpererweiterungen

K C L Korpererweiterung, M C L (Teilmenge), K C K(M) C L.

Definition 9.1
Die algebraische Hiille von M in L {iber K ist wie folgt definiert:

H(M) :={z € L;z ist algebraisch tiber K(M)}
Bezeichnung: H(M) = Hy, (M)
Haben also K (M) C H(M) C L.

Definition 9.2
Wir sagen, dass ein Element a € L von der Menge M algebraisch abhdngig ist, falls
a€ H(M).

Definition 9.3
Eine Menge M heiflt algebraisch unabhdngig, falls fir jedes Element av € M gilt:

a ¢ H(M\{a})
Ansonsten heiffit M algebraisch abhéngig.
Bemerkung 9.4
(i) Firae M gilt a € HM\ {a}) & HM) = HM\ {a}).

(ii) « ¢ M. Ist « algebraisch iiber K(M ), dann ist die Menge M U{«} algebraisch
abhéangig.

(iii) Eine Menge M ist genau dann algebraisch unabhéngig, wenn jede endliche
Teilmenge dies ist.

Bemerkung 9.5
(i) M Cc H(M).
(i) HC M'= H(M) Cc HM').

(i) H(H(M)) = H(M) (Transitivitdt der Algebraizitit).

140



141

Lemma 9.6
Eine Menge M ist genau dann algebraisch unabhdngig, wenn folgendes gilt:

Sind vy, ..., € M paarweise verschieden, so ist der Einsetzungshomomorphis-
mus

K[Xla"'vXn] - K[O[l,...,Oén]
fXq,. 0, X)) — floa,...,an)

injektiv (d.h. K(Xq,...,X,) & Klag,...,ay]). D.h ist f(a1,...,a,) = 0, so ist
f=0.

Beweis. (i) M sei algebraisch unabhéngig. Seien etwa a1, ..., a, algebraisch ab-
héngig. Wir kdnnen annehmen: «,, ist algebraisch iiber K (aq,...,ay). D.h.
es gibt eine nicht-triviale Gleichung

m

Zgi(al,...,an,l):() (ein g; # 0)

=0

mit g; € K[X3,...,X,—1]. Setze

Dann ist f # 0, und es gilt f(aq,...,a,) = 0.

(ii) Es seien nun {a1,...,a,} algebraisch unabhéngig. Sei f € K[X;,...,X,] mit
flag,...,an) = 0. Es ist f = 0 zu zeigen: ,Entwickle f nach z,“, d.h. wir

schreiben
f(Xla e aXn) = Zgz(le s 7Xn71)X7il
i=0
=0=f(a1,...,an) = Zgi(ai, .. .,an,l)a;
i=0

eK(ai,..., Ap—1)

Da «, nicht algebraisch tber K(aq,...,a,—1) ist, folgt gi(a1,...,an-1) = 0;
it =0,...,m. Durch absteigende Induktion folgt g;(X1,...,X,—1) = 0, also
f=0.

O

Lemma 9.7
Es sei M Teilmenge von L, L ¢ M.

(i) Ist M algebraisch unabhdngig, aber M U {a} algebraisch abhdingig, so folgt
ac€ H(M).

(i) Es sei B C M eine mazimale algebraisch unabhingige Teilmenge. Dann gilt
M C H(B) (d.h. jedes Element in M ist algebraisch iber K(B)).

Beweis. (ii) folgt sofort aus (i). Bleibt also (i) = (ii): M U {a} ist algebraisch

abhangig. Dann gibt es ay,...,a,-1 € M, sodass fir a,, = « eine nicht-triviale
Gleichung besteht:

f(oq,...,an):() (fEK[Xl,,Xn])
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Wieder
Xy X)) = > gi(Xa, o X 1) X
i=0
:Ozf(oq,...,an):Zgi(ai,...,an_l)a; (9.9.a)
i=0
Da f # 0 und ai,...,a,—1 algebraisch unabhéngig sind, gibt es ein ip, sodass

Gio (01, ..., apn_1) # 0. Damit folgt
(9.9.a) = a, ist algebraisch tiber K(M) = o« € H(M)

9.1 Transzendenzbasen

Definition 9.8
L/ sei eine Korpererweiterung. Eine Transzendenzbasis von L/ ist eine Teilmenge
B C L mit:

(i) L = H(B) (d.h. L ist algebraisch iiber K(B)).
(ii) B ist algebraisch unabhéngig.

Lemma 9.9
Fir eine Teilmenge B C L sind dquivalent:

(i) B ist eine Transzendenzbasis von L/ .

(i1) Ist B C M und H(M) = L, dann ist B eine mazimale algebraisch unabhdingige
Teilmenge von M.

(iii) Es gibt eine Teilmenge M wvon L mit H(M) = L, sodass B eine maximale
algebraisch unabhdangige Teilmenge ist.
Beweis. (i) = (i) Sei o« € M\B. Zu zeigen: B U {a} ist algebraisch abhéngig.
Dies folgt, da @ € L = H(B), d.h. « ist algebraisch iiber K (B) (bzw.
H(B) = H(BU{a})).

(ii) = (iii) Setze M := B (es gilt ndmlich, H(B) = L, sonst kdnnte man B zu einer
algebraisch unabhéngigen Menge erweitern).
(iii) = (i) Zu zeigen: H(B) = L. Aus Lemma (9.7) folgt:
M CH(B)=L=H(M)CH(H(B) =H(B) = L=H(B)
o

Satz 9.10
Es sei M eine Menge mit L = H(M), es sei C C M algebraisch unabhéingig. Dann
gibt es eine Transzendenzbasis B von L/ mit C C B C M.

Beweis. Wir miissen eine algebraisch unabhangige, maximale Teilmenge B von M
finden mit C' C B. Falls M endlich ist, konnen wir C, falls C' nicht schon maximal
ist, durch Hinzunahme eines Elements vergrofiern, sodass C' U {a} algebraisch un-
abhéngig ist. Man findet dann nach endlich vielen Schritten ein geeignetes B. Im
Allgemeinen: wende das Zornsche Lemma auf folgendes System von Mengen an:

M :={X; C C X C M, X ist algebraisch unabhéngig}
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Lemma 9.11

Es sei M eine Teilmenge von L mit L = H(M). Es sei C algebraisch unabhdingig.
Dann gibt es eine Teilmenge B' C M mit B'NC = ), sodass B = C U B’ eine
Transzendenzbasis von L/ ist.

Beweis. Nach obigem Satz gibt es eine Transzendenzbasis B mit C C B C B C
MUC. Setze B’ := B\ C. Dann ist BNC = (), damit B C M und B'UC = B ist

Transzendenzbasis. O
Satz 9.12
Ist {aa,...,an} eine Transzendenzbasis von L/, dann hat auch jede andere Tran-

szendenzbasis die Lange n.

Beweis. {f1,...,0m} sei algebraisch unabhéngig. Zu zeigen: m < n (dies geniigt).
Denn: Wir zeigen folgende Behauptung:
Fiir jedes k mit 0 < k < n gibt es eine Teilmenge By C B = {a, ..., @, } mit:

() By2Bi2---2B;2---2 By
(ii) {B1,..., 0k} U By ist Transzendenzbasis von L/ .
(iii) {B1,..., Bk} N Bk = 0.

Dies geniigt, da:

(i) = |Br|<n-—k.
BrCB

Also ist B, = 0. Wegen (ii) ist {31,..., 3} eine Transzendenzbasis von L/ =
m < n.

Konstruktion der By: Sei By = B. Die Konstruktion geschieht dann induktiv.
Seien By, ..., B, Mengen, die (i) - (iii) erfiillen. Wir definieren dann By wie folgt:
Nach Lemma (9.11) gibt es eine Teilmenge By41 von {f1,..., 0k} U By mit

(iv) {B1,...,Bk+1} U Biy1 ist Transzendenzbasis.

(V) {513 R aﬁk-‘rl} N Bk-‘,—l = (Z)

Nach Konstruktion ist By11 C Bg. Zu zeigen: Bpy1 # Bj. Sei Bgy1 = By, dann
hatten wir:

(iv)’ {B1,---, Bk} U{Brt1} ist Transzendenzbasis.
(i1)’ P41 ist algebraisch iiber By, ..., Gk} U By.
(ii)” und (iv)’ stehen zueinander im Widerspruch. O

Definition 9.13
Ist L/ eine Korpererweiterung, so ist der Transzendenzgrad von L iiber K wie
folgt definiert:

oo , falls es keine endliche Transzendenzbasis gibt

trdeg L/ =
&K {n , falls es eine Transzendenzbasis der Lange n gibt.

Definition 9.14
L/ heiit rein transzendent, falls es eine Transzendenzbasis B gibt, mit L = K(B).

Bemerkung 9.15
trdeg L% = n, L/ rein transzendent. Dann ist

L= K(X,....,X,) =Quot(K[X1,...,X,])
—_——

Korper der rationalen
Funktionen in n Variablen
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Bemerkung 9.16
L allgemein:

K C L C L

rein transzendent algebraisch
(L' ist nicht eindeutig bestimmt)

Satz 9.17
Sei K C F C L. Dann gilt

trdeg L/ = trdeg F/ic + trdeg L/

Beweis. B sei Transzendenzbasis von ¥/, B’ sei Transzendenzbasis von L/ . Be-
hauptung: BN B’ = (); BU B’ ist Transzendenzbasis von L/ .
(i) BNhB' = 0:
Seiaw € BNB = a € BC F = « ist algebraisch iiber F' = B’ ist nicht
algebraisch unabhéngig iiber F'.
(i) H(BUB') = L:
F/k(p) ist algebraisch = F'K(B,)/K(B)‘K(B/) (Korperkompositum) ist alge-
braisch. = L = H(B’) ist algebraisch iiber K(B) - K(B') = K(BU B’).
(iii) BU B’ ist algebraisch unabhéngig:
Nach Lemma (9.11) gibt es B” mit BN B” =, B” C BU B’, sodass BU B”
eine Transzendenzbasis von L/ ist. Zu zeigen: B” = B'.
(a) B"” C B’ ist Klar.

(b) Sei « € B’\B”, dann folgt, da B U B’ Transzendenzbasis ist, « ist al-
gebraisch tiber K(B U B") = K(B)(B") C F(B"”) = B’ ist algebraisch
abhéngig. 4 (da B’ Transzendenzbasis von L/ ).

O



Kapitel 10

Modultheorie

R: Ring, kommutativ mit 1
(M,+): abelsche Gruppe

RxM — M
(r,m) — r-m

Definition 10.1
Ein Modul (R-Modul) ist ein Tripel (R, M, +), sodass gilt:

i) r-(m+n)=r-m+r-n.
(i) (r+s)-m=r-m+s-m.
(iii) 1-m =m.
Beispiel 10.2
(i) R = K Korper: Vektorraum
(ii) (G,+) eine abelsche Gruppe; R =7

n-g=(g+---+g)
—_—

n-mal
(iii) M = R[Xy,...,X,] ist ein R-Modul

(iv) R: Ring; @ C R Ideal in R. Da R-a C a ist, ist a in natiirlicherweise ein
R-Modul.

Definition 10.3
Es seien M, N Moduln. Ein R-Modulhomomorphismus ist eine Abbildung f : M —
N mit

(i) f(m+n)= f(m)+ f(n)

(ii) f(r-m)=r-f(m) reR, mneM
Beispiel 10.4

(i) Vektorraumhomomorphismen

(ii) f : G — G’ Gruppenhomomorphismus abelscher Gruppen. Dann ist f auch
ein Z-Modulhomomorphismus, da

flng)=flg+-+g)=flg)+-+ flg) =nf(g)

n-mal n-mal

145
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Bemerkung 10.5
f:M — N,g: N — K seien R-Modulhomomorphismen. Dann ist go f : M — K
wieder ein R-Modulhomomorphismus.

Definition 10.6
Homp(M,N) :={f;f: M — N ist eine R-Modulhomomorphismus}
Dies ist ein R-Modul beziiglich:
(i) (f +9)(m) == f(m) + g(m)
(i) (r- f)(m):=r-f(m)
Dualer Modul:
M* = Homp(M, R)

Definition 10.7
M’ C M heifit ein Untermodul, falls

(i) (M’,+) C (M, +) ist Untergruppe.
(i) RM' C M'.

10.1 Bild und Kern
f: M — N sei R-Modulhomomorphismus

m(f) = f(M)CN

ker(f) = {me M;f(m)=0} C M
im(f) C M, ker(f) C N sind Untermoduln von M und N.

Definition 10.8 ~
Es sei M’ € M ein Untermodul. Ein Quotient von M nach M’ ist ein Modul M,

sodass gilt:
(i) Es gibt einen Homomorphismus 7 : M — M mit kerm = M’.

(ii) Ist f : M — N ein Homomorphismus mit h' C ker f, so gibt es genau einen
Homomorphismus f : M — N, sodass

f
M——N
v
M
kommutiert.
Satz 10.9

M existiert und ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei M’ C M eine abelsche Untergruppe (also normal). M = M/, (als
abelsche Gruppe). Dies machen wir zu einem R-Modul durch

r-m:=T

(Dies ist wohldefiniert, da m’ € M’ = rm’ € M’ = rm/ = 0) Rest wie mehrfach
vorgefiihrt. O
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Bezeichnung: M = M/,

Satz 10.10

147

Es sei f: M — N ein R-Modulhomomorphismus. Dann gibt es einen naturlichen

Isomorphismus:
M/kerf = Hn(f)
Beweis. Genau wie friither.

My, Ms C M Untermoduln.

Definition 10.11
Die Summe von My, Ms ist erklart durch

My + Ms :={m; m =m1 +ma; my1 € My, mag € My}

Bemerkung 10.12
My + M, ist der kleinste Untermodul von M, der M7 und My enthélt.

Satz 10.13

(i) Es seien N C M C L Untermoduln. Dann hat man einen natirlichen Isomor-

phismus

L/ ~
( N>/(]M/N> =Ly

(ii) Sind My, Ms C M Untermoduln, so hat man einen natirlichen Isomorphismus

~ M
(MIJFMZ)/Ml = RAMINM,)

Beweis. (i) Wir betrachten die Abbildung

p:  — Ly
r — T=x+M

Da N C M ist, ist N C ker . Also gibt es einen Homomorphismus

p: Ly — Ly,
T+ N — =+ M

Es gilt:
Satz .
kerg = My BT (B i = Ly
_ ()
— T )

(ii) Betrachten die surjektive Abbildung: ¢ : My < My + My — (MitMz)

gilt:
keryp =My N My = Mg, Zimy= Mit+Mz), -
——

MQ/(MlﬁMQ)

. Es
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10.2 Direkte Summe und Produkte

Definition 10.14

I: Indexmenge, (M;),;: Familie von R-Moduln. Wir setzen:

iel
o Direkte Summe:
@M- = {x; x: I — UM“ x(1) € M;; x(i) = 0 fiir fast alle ¢ € I}
iel i€l
o Direktes Produkt:
HM— = {:L'; x: I — UMi’ x(i) € MZ}
iel i€l

Bemerkung 10.15
Dies werden R-Moduln durch

(@+y)@) = z(@)+y)
(r-x)(@) = r-z(3)

Schreibweise:
r = (Ii)iel
(z + y)i = Tty
(re), = ruz;

10.3 Erzeugendensysteme und Basen

Definition 10.16

(i) Eine Familie (m;);e; von Elementen m; € M heifit ein Erzeugendensystem,
falls jedes Element m € M eine Darstellung

m = E rimg; 1 € R
endlich

besitzt.
(ii) M heiit endlich erzeugt, falls M ein endliches Erzeugendensystem besitzt.
Beispiel 10.17
(i) M=R"=R&---® R ist endlich erzeugt.
i = (07...,0,%,0,...0)

%

n

r=(ry,re,...,m) :Zriei

i=1

(i) M = R[X] ist nicht endlich erzeugt, da der Grad der Polynome nicht be-
schrankt ist.
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(iii) M :=Q als Z-Modul. M ist nicht endlich erzeugt:

Annahme:
ai as [e2% a;
=Z2—+7Z=+ - +7Z—; — €
Q b1 * b L b, (bi @)
Jedes Element in M ist von der Form: ¢ = ﬁ; a € Z. Sei p Primzahl mit

p > |by - -by|, dann ist % ¢ M. 4
Satz 10.18
(i) M ist endlich erzeugt.

(ii) Es gibt n > 1 und einen surjektiven Homomorphismus ¢ : R™ — M, d.h. M
ist Quotient von R™.

Beweis. (i) = (ii) Es sei mq, ..., my ein Erzeugendensystem von M. Betrachte
R — M
n n
¥ <Z ai€i> = Z aim;  (p(e:) =m)
i=1 i=1
Da my, ..., m, ein Erzeugendensystem ist, ist ¢ surjektiv.

(ii) = (i) Es sei p: R™ — M surjektiv. Sei M; := ¢(e;); i =1,...,n.
Behauptung: M, ..., m, ist ein Erzeugendensystem von M. Denn: m €
M # PRI g gibt € R™ mit p(x) = m.

T = ixiei; (r; € R)=m= f(x) = izigp(ei) = i:cmh
i=1 i=1

=1

Beispiel 10.19
M =7 = Z4,5 (Z-Modul):

p: 7 — Ly

1 =¢(1) ist Erzeuger von Z.

Definition 10.20
Eine Familie (m;);er von Elementen von M heifit linear unabhdngig (frei), wenn
gilt

g rim; =0=17; =0.
endlich

Definition 10.21
Eine Basis von M ist ein Erzeugendensystem (m;);cr, das frei ist.

Beispiel 10.22
M =R" e; = (O,...,O,%,O,...O);i: 1,...,n ist eine Basis.

3

Bemerkung 10.23
Achtung: Nicht jeder Modul besitzt eine Basis.
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Beispiel 10.24 -
M:=Zy="24,: kl=0

Lemma 10.25
Es sind dquivalent

(i) (m;)ier ist eine Basis von M.

(ii) Jedes Element m € M besitzt eine eindeutige Darstellung

m = E Tim;.

endlich

Beweis. Genau wie bei Vektorraumen. O

Definition 10.26
Ein Modul, der eine Basis besitzt, heifit ein freier Modul.

Definition 10.27

Es seien M; C M, i € I Untermoduln von M. Man sagt, dass M die direkte Summe
(M = @,;c; M;) der Untermoduln von M ist, falls jedes Element m € M eine
eindeutige Darstellung

endlich
besitzt.

Satz 10.28
Es sind dquivalent:

(i) M st frei.

(ii) Es gibt eine Familie (m;)icr, mi € M mit M = @,_; Rm,.

iel
Bemerkung 10.29
Dann gilt
M%GaRmi:@R (R Rm; 1—m;)
i€l iel

Beweis. (i) = (ii) Ist (m;);er eine Basis, so hat jedes Element m € M eine eindeu-
tige Darstellung

m= Y rim;. Dh M =P Rm,.
endlich el

(ii) = (i) (m4)ier ist eine Basis.

Satz 10.30
Es sei M ein freier R-Modul. Besitzt M eine Basis der Linge n, so hat jede andere
Basis von M ebenfalls die Linge n.

Definition 10.31
n heit der Rang von M.
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Beweis. Sei my,...,m, eine Basis von M. = M = R"™. Sei (e;);c; eine weitere
Basis von M

= M=PR=:R"
el

= Es gibt einen Isomorphismus ¢ : R” — R
Behauptung: n > |I|, insbesondere ist m = |I| endlich. (Dann analog: m > n.)
m C R sei ein maximales Ideal: R4, = K Korper. 3 : R* — RII.
Da @(mR") C mR/| induziert dies eine surjektive Abbildung
o I
P (R/mR)n - (R/mR)‘ |
Iﬁn Kl\‘f\

(K = B4y-Moduln = K-Vektorraum)
@ ist ein K-Vektorraumhomomorphismus. = |I| < n. O

10.4 Noethersche Moduln

M: R-Modul

Definition 10.32
Ein R-Modul M heifit noethersch, wenn jeder Untermodul von M endlich erzeugt
ist.

Satz 10.33
Ist R ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul, dann ist M ein
noetherscher Modul.

Beweis. M endlich erzeugt:
M=Rmi+---+Rmg; mie M, 1=1,... k
Wir haben also eine Surjektion:

p:R" - M

w(Zrm) = Y rms, (i = (0,...,0,1,0,....0))

K2

Sei U C M ein Untermodul. = ¢~ }(U) C R" ist ebenfalls ein Untermodul. Ist
@ Y(U) endlich erzeugt = U ist endlich erzeugt. Es geniigt also, die Aussage fiir
R™ zu beweisen.

Induktion nach n:

n=1: M = R. Ein Untermodul U C M ist dann ein Ideal in R. Da R ein
noetherscher Ring ist, ist U endlich erzeugt.

n—1—n: U C M sei Untermodul. Sei
I'={u'€R; esgiltu=(u',...,u") €cU}CR

(d.h. I =Pry(U), wobei Pr; die Projektion auf die erste Komponente

ist.) 1 ist ein Ideal """ 1 — (41, ul). Wihle uy, ..., u € U,

sodass die erste Komponente von u; gleich u} ist. Sei u € U. Dann gibt
es ry,...,r € R mit

w—riuy — - —rup = (0%, ..., %),
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Wir identifizieren R"~1 = {0} x R"~! C R". Betrachte: U’ := U N
R"1 c R" ! ist ein Untermodul. Aus der Induktionsvoraussetzung
folgt: Es gibt v1,...,vr € U’, sodass diese Elemente U’ erzeugen. =
UL, ..., U, 01, ...,V ist ein Erzeugendensystem von U.

O

10.5 Nakayama Lemma

M: R-Modul, a C M sei ein Ideal.

Definition 10.34

aM::{ Z a;m;; a; € a, miEM}

endlich

Satz 10.35
Esseip: M — M ein Homomorphismus mit o(M) C aM. Dann gibt es ay,. .., a, €
a mit

a1 4 a0+ an =0

Beweis. x1,...,x, seien Erzeugende von M. Da p(M) C aM ist, gibt es eine Re-
lation

n
p(i) = Zaijxj; aij€a. (i=1,...,n)
j=1

= (di — aij)zi =0 (10.10.a)

Betrachte
B := (6ij¢0 — aij)ij=1,...n

Wir betrachten die adjungierte Matrix zu B: Bf = (bgj), wobei

bl,l . bl;i—l 0 bl,i-i—l . bl,n
bj_171 R bj—l,i—l 0 bj—l,i-l—l e bj—l,n
bi=det| 0 ... o 1 0 ... 0
bj+rr oo bjrni-r 0 i oo bjyia
bn,l R bn,i—l 0 bn,i-{-l e bn,n

Es gilt B*B = det B - E,,. Dies gilt auch in Ringen, also auch in unserer Situation.
Setze:

Z1
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(10.10.a) = 0= B* Bz =detBE,z = (detB)(z;) =0; (i=1,...,n).
—

(10.10.2)
Entwickeln von B ergibt:
det B=¢" +a10" 1+ +ap_19+a, mit ar,...,a, € a.
Dadet Bx; =0;¢=1,...,nund x1, ..., %, ein Erzeugendensystem von M ist, folgt
" +arp" -+ ap_1p +a, = 0.
O

Korollar 10.36
M sei ein endlich erzeugter Modul. Es sei a € R ein Ideal mit aM = M. Dann gibt
es ein Element x € R; x =1 mod a mit xM = 0.

Beweis. Wende Satz (10.35) auf ¢ = idys an (geht, denn idys = aM).
=(14+an-1+---+a)id=0 (ag,...an_1 € a).
Setze x :=1+an_1+---+ap =1 mod n.
| ——

€a

(10.10.a) = z-m=0firaleme M
= xzM =0.

Definition 10.37
R sei ein Ring. Das Jacobsonideal von R ist definiert durch:

R = ﬂ m

meER ist maximales Ideal

Bemerkung 10.38
R ist ein Ideal in R.

Satz 10.39
reERES1—axy e R firalley € R.

Beweis. ,=“ Sei 1 —xzy ¢ R*. Dann gibt es ein maximales Ideal m mit 1 — 2y € m.
Da z € R, ist auch x € m, d.h. aber 1 € m. 4

»<=* Sei ¢ R. Dann gibt es ein maximales Ideal m mit © ¢ m. = (m,z) = R. =
Esgibtnem,ye Rmit: n+azy=1.=>1—zy=nem=1—zy ¢ R*.
o

Satz 10.40 (Nakayama-Lemma, 1.Form)
M sei endlich erzeugter R-Modul; a C R sei ein Ideal. Dann gilt

aM =M= M =0.

Beweis. Nach Korollar (10.36) gibt es 2 = 1 mod a mit «M = 0. Da a C R, gilt
auch r =1 mod R, d.h.

52t Q039 \r 1 M =27 aM = 0.

=0

r=1-y;yeR=>zr=1-yeR"
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Korollar 10.41
M sei endlich erzeugter R-Modul; a C R ein Ideal, N C M ein Untermodul. dann
qgilt:

M=aM+N=M=N

Beweis. Wir betrachten den R-Modul M,/ . Dann gilt

Satz (10.40
(1940)

a-M/N: (GIV[+N)/N:]\/I/N N:O:M:N

Definition 10.42
Ein lokaler Ring R ist ein Ring, der genau ein maximales Ideal m besitzt.

Bemerkung 10.43
Dann gilt: R =m.

Bemerkung 10.44
M, w ist dann ein R4, -Modul durch 7 - = = 7z.

Sei K := R4, = Korper. D.h. M4, ist ein K-Vektorraum.

Satz 10.45 (Nakayama-Lemma, 2. Form)

Es sei R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m. M sei endlich erzeugt. Fs seien
T1,...,Tn € M, sodass 1, ...,0, € M/, sind. Dann sind x4, ..., x, Erzeugende
des Moduls M .

Beweis. Sei
N:=Mxy+- -+ Mz, C M.

Betrachten: p: N — M — M/, ;. Nach Voraussetzung ist ¢ surjektiv.

N +mM = MKori%::u) M =N = x1,...,x, erzeugen M.



Anhang A

Die Transzendenz von m und
e

A.1 Hauptergebnis

Theorem A.1
Es seien ay,...,a, € Q\ {0} und ay,...,a, € Z. Es sei L die normale Hiille von
Qaq, ... an). Zu jedem Automorphismus o € G(L/ Q) gebe es eine Permutation
7 € Sy mit o) = (s und azy = a; firi=1,...,n.

Dann gilt:

are™ + - +ane® ¢ Z\{0}

Anwendung: Unmoéglichkeit der Kreisquadratur.

Korollar A.2 (Carl-Louis Ferdinand von Lindemann (1882))
Die Zahl 7 ist transzendent.

Beweis. Annahme 7 ist algebraisch. Dann ist auch § := im algebraisch. Es seien
B1, ..., Bm die konjugierten von im.
OBdA gelte 5, = . Dann ist

(1+e%)=0.
j=1

Ausmultiplizieren:
m
1+ Zeﬁj + Z ePithBe L. . Bt tBm — .
j=1 1<j<k<m

Es seien ai,...,q, diejenigen der Exponenten 3;,5; + Bk,..., 01 + -+ + Bm, die
= ( sind.

Dann:
L+N+e 4. Fe* =0,

wobei N die Anzahl der Exponenten 8;,...,08:1 + -+ + By, ist, die = 0 sind.
Insbesondere ist

ea1++ea”:—N—1€Z\{O}
——

<-1
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Die Menge {aq,...,a,} ist galois invariant. Damit kénnen wir das Theorem an-
wenden (mit a3 =--- = a, = 1). = Widerspruch 4. O

Korollar A.3

Die Zahl e ist transzendent.

Beweis. Annahme: e algebraisch.
Dann gibt es ag, ..., a, € Z, ag # 0 mit

ap+aie+---+ape” =0.
Widerspruch zum Theorem (mit oi; =i (¢ = 1,...,n)). Die Bedingung des Theorems
ist trivialerweise erfiillt, da G(L/ Q) = G(Q / Q) = {id}. O
A.2 Beweis des Theorems
Behauptung 1: Firallexz € Cunf j =0,1,2,... gilt:
1 . .
Jle” = (G4 le + a® £ ) + 2T gy (@)el!

mit |¢g;(z)| < 1.

Beweis. Es gilt

1e® — 11 z? zJ i+l
jle® = jl( +$+§+"'+ﬁ+m+"')
. . Jl o gt j+1 €T
= (1 + e+ Sa? 4o+ 2l ) b2l (—— e
Ut gte + Gy AT Tt gy T
=:6;(x)
wobei
=] | J=f? . N
|6j(30)|gl—i-g—i—?—i—---<eH fir z #£0
Mit g;j(z) := &;(x)e~ 1! folgt die Behauptung. (¢;(0) = 0) O

Wir nehmen nun an, dass

‘aleo‘l + o age® :aEZ\{O}‘

Wir werden spéter sehen, dass diese Annahme zu einem Widerspruch fithrt. Damit
ist dann das Theorem bewiesen.

Behauptung 2: Es gibt ein Polynom g(X) = >"" [ b; X" € Z[X] vom Grad < n
mit by # 0 und g(a1) = -+ = g(a,) = 0.

Beweis. OBdA: oy, ..., a, paarweise verschieden. (Wenn nicht, finden wir sogar ein
Polynom vom Grad < n). Nach Voraussetzung des Theorems kommen mit jedem
a; auch alle Konjugierten von «; in {aq,...,a,} vor.

Es seien ¢1(X),...,gx(X) die verschiedenen Minimalpolynome von aq,...,q,
(k < n). Dann hat g(X) := g1(X) ...  gx(X) € Q[X] Grad n und g(a1) = --- =
g(an) = 0. Wegmultiplizieren der Nenner liefert §(X) € Z[X] vom Grad n un
g(a1) = -+ = g(an) = 0. Schreibe schliefllich §(X) = X'+ g(X) mit g(0) # 0. Dann
erfiillt das Polynom ¢ alle Bedingungen der Behauptung. o
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Bemerkung A.4

Hier benutzen wir die Bedingung «; # 0! Wir wihlen nun eine Primzahl p. p beliebig
aber fest. Spéater p — co. Man beachte also was im Folgenden von p abhangt und
was unabhingig von p ist.

Definition A.5

(p— D! f(X) =177 g(X)? = X771 (Y b, X')P
1=0

=Y X7 € Z[X]
j=0

wobeim =np+p— 1.
Das Polynom f und die Koeffizienten c; hdngen von p ab. Es gilt:
co=-=cp-1=0 und ¢,_1 =b)#0

Definition A.6

F(X) = F00) 4 /() + -+ [(X) € =g 21X
Es gilt:
p-DIF(X) = chXj —|—Zj-cj X mley,
7=0 j=1
. j' =l k::i—l _j' k
- Z (j l)!CJX = Z HCJX
0<i<j<m 0<k<j<m
Insbesondere:
(p=1FO) =) jles= > jlo
=0 j=p—1
also
—  J! —~p j
f(0) = cg=cpt+ ) = ¢
H,Z_l -7 " JZPP (p—1!
= bg +pz Ecja
j=p*"
——
€7

d.h. F(0) € Z und F(0) = b mod p.
Nach Behauptung (1) gilt:

(j=0) coe® = (14 qo(2)el*lx)co

(=1 cie® = (1+z+q(z)2x?el®he

(j=2) 2 = ((2'+ 2+ 2?) + ga(z)x3el*!) ey

(j=m) comle® = ((m'+mlz+---+2™) + gn(z)z™ el*he,,
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Addieren:
m ] . )
e®(p— DIF(0 Zy'c] ZZC —ac ko elel. Zcq Yt
= §=0 k=0
=:(p—1)!Q(x)
j!
= Y el el (- 1)QE) = (p - DI[FE) + Q)]

0<k<j<m
also insbesondere
F(0)e® = F(a;) + el - Q(a)
Multiplizieren mit a; und Aufaddieren liefert

0) - zn:aieo” = zn:aiF(ai) + zn:aie‘a”@(a )
i=1 i 1=1

i=1
———

=a

Also:
- ZaiF(ai) = Zaiela”@(a
i=1 i=1
Behauptung 3: Es gibt ein Polynom A(X) € Z[X] vom Grad < n-p mit F(a;) =
p - h(ay).

Beweis. Aus (p— D!f(X) =370 0 ¢ X7 € Z[X] folgt

(p— 1) f® zm: ' cJXJk

J:k

Fir k£ > p gilt

i k[
G-Rip  G-kpE P <k> 7
Also
(p— DIFP(X) = plhe(X)  mit hp(X) € Z[X].

Das Polynom hy(X) hat den Grad <m—k<m —p=np—1fir k > p.

Man beachte, dass f(a;) = --- = f®~D(a;) = 0, weil (p—1)!f(X) = XP~1g(X)P
mindestens p—fach in «; Verschwmdet.
Also

F(a;) = f(p)(ai) N f(m)(ai)
=p- (hp(ai) + -+ b))
=:h(a;)
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Behauptung 4: Es gibt eine von p unabhdngige nichtnegative ganze Zahl b mit
n
P - Z aih(o;) €7 fiir alle p.
i=1

Zum Beweis benétigen wir den folgenden Begriff:

Definition A.7
Eine komplexe Zahl « heifit ganzalgebraisch, falls es ein normales Polynom A(X) €
Z[X] mit A(a) = 0 gibt.

(ganzalgebraisch Z algebraisch).

Beispiel A.8
(i) ganzalgebraisch: ¥/3,1 + 21/5,e2™/7, ...
(i) nicht ganzalgebraisch: %, %\/57 %\/57 o

Lemma A.9
Zu jeder algebraischen Zahl oo gibt es eine positive ganze Zahl m mit m - a ganzal-
gebraisch.

Beweis. Sein := [Q(a) : Q]. Sei
g(X)=X"+a, 1 X" 1+ 4ay € QX]

das Minimalpolynom von a.
Die a; € Q sind von der Form %, Siyt; € Z. OBdA gelte ggT(s;, t;)=1. Definiere
m als

m = kgV(to, N atn—l)-
ObdA sei m € Zx¢ (sonst mit —1 multiplizieren). Sei k := m" € Z~. Dann gilt:
0=g(a)=Fk-gla)=Fk-(a" +an_1a" " +---+ap)
= (am)"™ + an_1m(am)" " + a,_om?(am)" 2 + -+ m"aq
—— —— ——
€L €Z EZ

da t;lm (= t;m?),i=0,...,n— 1.

Definiere ¢; := a; - m™ ™% € Z. Dann ist h(X) := X"c,_1 X" 1+ + ¢y € Z[X]
ein Polynom mit g(m - @) = 0, d.h. m € Zs ist eine Zahl fiir die gilt, m - « ist
ganzalgebraisch. O

Lemma A.10
Ist o € Q ganzalgebraisch, so ist a € Z.

Beweis. Schreibe a = % gekiirzt, d.h. r,s € Z, s > 0, ggT(r, s) = 1.
Annahme: o ganzalgebraisch, aber « & Z.
Dann s > 1 und 5 + 1Sy + -+ + o =0 mit t; € Z

=" = —s(tp 1" 4+ tes" ) = sl = ggT(r, s) > s >1

Satz A.11 ) )
Die ganzalgebraischen Zahlen bilden einen Unterring O (oder Z,) von Q.

Beweis. Erfolgt in Abschnitt (A.3). O
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Beweis. (von Behauptung (4))

np—1

h(X) =: Z n; X7 mit n; € Z.
§=0

Wiihle b € Z~yg, so dass l;al, ceey ba, ganzalgebraisch sind.

Definiere:
bi=0b"
b hiangt nicht von p ab!
Es gilt
np—1 np—1 o Il{ing
D ) — pnp o) = bPP=3m N( b )
bPh(a;) = b Z n; - Z O"P ) (b o) € O.
Jj=0 Jj=0 in €0

Damit gilt auch

P Z aih(ai) = Zai . bph(al) e 0.
=1 =1

—_———
=y

Wegen O NQ = Z reicht es zu zeigen, dass y € Q. Nach dem Hauptsatz der Galois-
theorie (6.82) reicht es zu zeigen, dass y G(L/ Q)—invariant ist (L/Q ist galoisch!).
Sei also 0 € G(L/ Q). Zu zeigen: o(y) = y.
Nach Voraussetzung des Theorems gibt es eine Permutation = € S,,. Daraus
folgt die gewlinschte Invarianz von y:

o(y) = Zaih(g(az‘)) = Z aih(ag@y) = Zaﬂ(i)h(%(i))

=z > ajhlay) =y
j=1

Betrachte die Zahl

C:=bv- ZaiQ(ai)elai‘ = bP[aF(0) — ZaiF(ai)]

~——

Dol 3 e F(0)—pb? Z a;h(a;)
i=1
ez

€Z Beh. 4

= C € Z und C = abPbf; mod p.
Wihle p so groB, dass p{a-b-bg. Solche p gibt es, weil

(i) a-b-byg#0
(ii) a-b- b hangt nicht von p ab!

ptabby, pprim = pfablby

C = abPbf, mod p }:C;‘é(} mod p

=C#0
Also C € Z\{0} und damit |C| < 1.
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Behauptung 5: Fiir p > 0 gilt |C] < 1.
Behauptung 5 liefert den gesuchten Widerspruch.

Beweis. Es gilt: bP - C = Y7 a;Q(ay)ell.
Wegen |g;(z)] < 1 gilt auBerdem:
Ve eC: (p—1)!Q(z) = | ¢jq;(x) X7

1

I

<.

lejlg; ()| X+

i

Jj=p—1
< D lglIxPT =X Y JelIXP
j=p—1 j=p—1
Lemma (A.12) n .
< PQCmlx)”

i=0

Also gilt fir j=1,...,n:

(0~ DI Qa)| < (bl D bl )= M
=0

=:M;
M; hangt nicht von p ab! Mit M := max{My,...,M,} gilt fir j=1,...,n

_ le; |
|ajpr(aj)e|(lj|| < M 2t

p-1! ~ 2n

und daher

01< Yl Q)| < L.

= £ J J 2
J=1
o

Lemma A.12
Es gelte prl(zgl:o b X4)P = Z;‘n:p_1 ¢; X7 in Z|X]. Dann gilt

1> el < JaP (O Ibillal’)” Vaec.
j=0

Jj=p—1

Beweis. Es gilt

Z ¢; X7 = xp71 (Zi =0"b; X")"

|
1 p: n
=XPTL Y B0 (X
GoFtgn=p qo- dn-
qos---, qn >0
|
— xpr-1. Z p: bgo _ pin X0 H292+ g0
... | n
GoFtgn=p qo- dn-
qos---, qn >0
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Koeffizientenvergleich:

cj = Z

qo+:+qn=p
qos-,qn 20
q1+2g2+-+ngn=j—p+1

p! .
gt

es folgt

p!
D S e (IS I
!

l..
qo++qn=p 0
q0,--,qn >0
q1+2q2+-+ngn=j—p+1

Es gilt
> X7 =X O blXY)P i Z[X]
1=0

Substituiere x = |a/:

n
> ilal? = 1?1 (O billal’)” > > lejllal’
1=0

lej1 <

A.3 Ganzalgebraische Zahlen

Beweis. (von Satz (A.11))

Seien a1, as € O. Zu zeigen a - g und ag + ag € O. Betrachte dazu den durch
a1 und ay erzeugten Unterring Z[aq, a] von Q.

Nach Voraussetzung gibt es Relationen

—1
oF = an10"™ - ag

af' =bpm_1a™ 4+ by

mit ao,...,an_l,bo...,bm_l € 7.
Daraus folgt

n—1lm-—1
Z[al,ag] = {Z Z dijaiaé;dij S Z}
i=0 =0
Wir schreiben nun (s . .., By fiir die Elemente des Erzeugendensystems {oﬂiaé [0 <

i <n,0<j<n} (also N = nm).
OBdA 3; = afa3 = 1. Es sei a irgendein Element von Z[ag, as].

Behauptung: « ist ganzalgebraisch. (Trifft insbesondere auf o - e und a1 + o
zu).

Es gilt af1,...,afn € Z[a1, as] (Ring!)

N
éﬂaijEZ:agj:Zajkﬁk (j=1,...,N).
k=1
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Es sei C € CV*N die Matrix
C .= (Cjk) = (6jka — ajk).

Dann gilt
N
chkﬁkzo (j=1,...,N)
k=1

Es sei C' = (¢) die zu C' komplementére Matrix, d.h.

éjr = det O - (—1)7*

mit
k—te Spalte
!
C11 e C P e Cin
é = CiT Cik Cin — jfte Zeile
Cpl --- Chk ... Cnn
Cramer:
C-C =det(C)-E,
Es folgt:

det(C) = det(C) - 1 = det(C) - /1

N
= det(C)din B
k=1
c N N N N
Y D ayenb =) 6y ) e =0.
k+1 =1 =1 k=1
—0 Vj

Betrachte nun das charakteristische Polynom der Matrix (a;;) € Z"*Y

f(X) =det((X - 81 — ar)) € Z[X].

f ist normiert.
Es gilt

fla) = det(a- 8, — aji))=det(C) = 0.

Damit ist a ganzalgebraisch.

A.4 Der Fundamentalsatz der Algebra

Theorem A.13
C ist algebraisch abgeschlossen.

163
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algebraischer analytischer

R(Z) =C Schritt R Schritt Q

Aus der Vollstandigkeit von R folgt:
(i) Ein Polynom f(X) € R[X] ungeraden Grades hat eine Nullstelle in R.
(i) Das Bild von R — R, x +— 2?2 ist {z € R;x > 0}

Eigenschaftt (ii) impliziert:

Lemma A.14
Es gibt keine Erweiterung L > C mit [L : C] = 2.

Beweis. Betrachte eine quadratische Gleichung
22+ a1z +as=0
mit a1, ae € C. Zu zeigen Nullstelle in C. Nullstellen sind

—a1 a% — 4as
2

(in einem algebraischen Abschluss von C).

Behauptung: Die Nullstellen liegen bereits in C.
Es reicht zu zeigen, dass \/a% — 4ay € C. Schreibe dazu

a?—4a2:c+di c,d €R.

Dann gilt

2 d2 _ 2 d2
/6@4@2\/“7 v;+ﬂ\/c+— VQC+ cC

€R (Eigensch. (ii)) €R (Eigensch. (ii))

O

Beweis. (von Theorem (A.13), nach E. Artin)

Es sei « algebraisch iiber C. Es sei L die normale Hiille von C(«). Werden zeigen:
L =C. (= a € C= Theorem)

L/C und L/R sind galoisch. Betrachte Sylow—Untergruppe H C G(L/R) zu
p=2.Sei M C L der Fixkorper von H.

L {1}
~<~— Zweierpotenz ——

M H

<—— ungrade

R G(L/R)

Lemma A.15 (Satz vom primitiven Element)
Sei M/R galoisch. Dann gibt es ein « € M mit M = R[a].
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Beweis. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie (6.82) gibt es endlich viele Zwi-
schenkorper

RCN,CM (i=1,...,n).
Da dimg N; < dimg M gilt:
UM#M
i=1
Wihle o € M \ J;—; N;. Dann gilt

M = R[q].

Sei f(X) € R[X] das Minimalpolynom von « iiber R.

f irreduzibel und deg(f) = [M : R] ist ungrade
"5 deg(f)=1=> M =R
=[L:M]=2"=[L:C]=2m""1.
Betrachte nun:

Annahme: L # C, also 2m=1 > 1.
Untergruppe H C G(L/C) der Ordnung 2™~2 (Existiert nach Satz (7.85)). Sei

M C L Fixkérper von H.

L {1}

< om—2___ 5

C G(L/C)

Es gilt [M : C] = % = 2. Dies ist ein Widerspruch zum Lemma (A.14). Damit
ist der Beweis vollstandig. O
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