L. G. Lucht

Elementare Zahlentheorie

Technische Universitidt Clausthal
Institut fiir Mathematik

SS 1998

Als Manuskript vervielfaltigt



ii



In dieser Ausarbeitung ist eine Auswahl von Problemen, Methoden und Resultaten aus Vor-
lesungen iiber elementare Zahlentheorie dargestellt, die ich einige Male an der Technischen
Universitit Clausthal gehalten habe. Im Sommersemester 1994 hatte ich die Vorlesung wie
folgt eingeleitet:

»In manchen Kreisen gilt es als schick, von Mathematik méglichst wenig zu verstehen. Ein
sehr hilfreiches Argument besteht darin zu sagen, dafl Mathematik in der Praxis ziemlich
unniitz sei. In manchen Mathematikerkreisen gilt es als schick, von Zahlentheorie moglichst
wenig zu verstehen. Ein sehr hilfreiches Argument besteht darin zu sagen, dal Zahlentheorie
in der Praxis ziemlich unniitz sei. Ich biete meine Vorlesung fiir alle diejenigen an, denen mehr
an Erkenntnissen als am Schicksein liegt.“

Fiir die Uberlassung der IXTEX Version seiner Mitschrift der Vorlesung und viefiltige Un-
terstiitzung bei der Umsetzung des Manuskripts sowie fiir das Korrekturlesen bin ich Herrn
Dipl.-Math. Martin Traupe zu besonderem Dank verpflichtet.
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Kapitel 1

Probleme der Zahlentheorie

Dieser Kapitel beschreibt einige Probleme der Zahlentheorie, ihre Herkunft und ihre Entwick-
lung.

1.1 Beispiele im Dutzend

Arithmetische und geometrische Probleme sind zum Teil sehr alt. Sie entstanden in den ba-
bylonischen und griechischen Hochkulturen aus praktischen Bediirfnissen wie etwa Landver-
messung, Zeiteinteilung, Handel, Religion. Die Mathematik des Altertums (ca. 2000 v. Chr.
bis 1000 n. Chr.) hat sie zumeist offen hinterlassen. Immerhin wurde die wissenschaftliche
Vorgehensweise, bestehend aus Beobachtung, Untersuchung, Formulierung von Gesetzmifig-
keiten, Zuriickfithrung auf Bekanntes (Beweis), im Altertum entwickelt. Die Mathematik des
Mittelalters (ca. 1000 bis 1600) ist im wesentlichen durch Stagnation gekennzeichnet. Mit der
Entwicklung der Infinitesimalrechnung beginnt ab ca. 1600 die Mathematik der Neuzeit.

Beispiel 1. Man beobachtet 32 4+ 42 = 52, 52 + 122 = 132, 72 + 242 = 252, 82 + 152 =
172, ... Die geometrische Deutung, die in den Lehrsatz des Pythagoras (ca. 580 - 500 v. Chr.)
einmiindet, ist schon viel frither bekannt. So finden sich auf babylonischen Keilschrifttafeln
(ca. 1800 v. Chr.) bereits die ersten 15 pythagoriischen Tripel z,y, z € N mit 2242 = 22. Die
formelméBige Bestimmung aller dieser Tripel war jedenfalls Euklid (ca. 300 v. Chr.) bekannt:
(x,y, z) ist pythagoriisches Tripel von natiirlichen Zahlen z,y, z genau fiir

z=2dmn, y=dm?—n?), z=dm?+n? (d,m,n € N, m > n)

bis auf Vertauschung von x,y.

Beispiel 2. In den Bereich der Zahlenmystik gehoren die vollkommenen Zahlen. Dabei heif3t
die natiirliche Zahl n vollkommen, wenn n gleich der Summe aller echten natiirlichen Teiler von
n ist. Man verifiziert leicht, dal etwa 6,28,496, 8128 vollkommen sind; die néichste vollkom-
mene Zahl ist 33 550 336. Die Bestimmung aller vollkommenen Zahlen ist das &dlteste Problem
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2 Kapitel 1. Probleme der Zahlentheorie

der Mathematik. In den Biicher Euklids steht mit Beweis: Wenn p = 2¥*! — 1 Primzahl ist,
so ist n = 2Fp vollkommen. Euler (1707 - 1783) zeigte: Ist n gerade und vollkommen, so gilt
n = 2¥(2¥+1 —1) mit einer Primzahl p = 2¥+1 —1. Man weif} bis heute nicht, ob es endlich oder
unendlich viele Primzahlen der Gestalt 2™ — 1 gibt. (sogenannte Mersennesche Primzahlen).
Leicht zu sehen ist aber, daf§ 2™ — 1 nur prim sein kann, wenn der Exponent m Primzahl
ist. Ungerade vollkommene Zahlen sind unbekannt, ihre Nichtexistenz ist aber unbewiesen.
Die nach Mersenne (1588 - 1648) benannten Primzahlen der Form 2™ — 1 halten regelméfig
den Weltrekord der gréBten bekannten Primzahlen. Die derzeit grofite ist 23021377 — 1, ein
Zahl mit 909 526 Dezimalstellen, die 1998 von Clarkson, Woltman, Kurowski et. al. gefunden
wurde.

Eine dhnlich mystische Herkunft haben die befreundeten Zahlen. Dabei heiflen natiirliche Zah-
len m,n befreundet, wenn die Summe der echten natiirlichen Teiler von m gleich n und die
Summe der echten natiirlichen Teiler von n gleich m ist. Vollkommene Zahlen sind stets mit
sich selbst befreundet. Das kleinste Paar verschiedener befreundeter Zahlen ist 220, 284. Die
Bibel berichtet (Genesis XXXII, 14) daf§ Jakob dem Esau zum Zeichen der Verséhnung 220
Schafe und 220 Ziegen schenkte. Von der Erwiderung des Freundschaftsgeschenks ist leider
nichts iiberliefert. Ein Analogon zu Euklids Regel stellt die Regel des Thabit (1256 - 1321)
dar: Sind die drei Zahlen p=3-2¥"1 -1, ¢g=3-2" ~1und r =9-2%-1 — 1 firein k € N
mit k£ > 1 prim, so sind m = 2¥pq und n = 2*r befreundet.

Beispiel 3. Drei bekannte, urspriinglich geometrische Probleme der Antike betreffen
a) die Trisektion (Winkeldreiteilung),
b) das Delisches Problem (Wiirfelverdopplung),
¢) die Kreisquadratur (Uberfithrung in ein flichengleiches Quadrat),

und zwar mittels Zirkel und Lineal als Konstruktionswerkzeug.

Alle drei Probleme konnten im Altertum nicht gel6st werden. Erst in der mathematischen
Neuzeit stellte sich deren prinzipielle Unmoglichkeit aufgrund der algebraischen Merkmale
von Zirkel- und Linealkonstruktionen im Zuge der Entwicklung der Algebra und der Theorie
der transzendenten Zahlen heraus. Die algebraische Ubersetzung lautet nimlich: Zu konstruie-
ren sind die reellen Nullstellen der Polynome 4z — 3z — cos a (a gegebener Winkel) und 2% —2,
bzw. es ist ein Polynom mit ganzen Koeffizienten und der Nullstelle 7 zu finden. Insbesondere
wurde letzteres 1882 von Lindemann (1852 - 1939) durch den Beweis der Transzendenz von
7 negativ entschieden. Zum Delischen Problem ist iiberliefert, dafl sich die Delier an Apollo
mit der Bitte um Hilfe vor einer Seuche wandten. Der Gott verlangte die Verdopplung eines
ihm geweihten wiirfelférmigen Altars. Der Wiirfel mit doppelter Kantenlinge brachte keinen
Erfolg, und mit der Konstruktion eines Wiirfels von doppeltem Volumen kamen die Delier
nicht zurecht. Auch die Platonische Akademie, die um die Losung des Problems gebeten wur-
de, scheiterte.

Noch heute gibt es Unbelehrbare, die sogenannten Trisektierer, Wiirfelverdoppler und Kreis-
quadrierer.

Beispiel 4. Das Altertum hat auch die Frage der Konstruierbarkeit regelméfliger n-Ecke
mit Zirkel und Lineal offen hinterlassen. Gauss (1777 - 1855) hat 1796 folgendes gezeigt: Das
regelmiBige n-Eck ist genau fiir n = 2¥p; ---p, mit & € N und r € Ny konstruierbar, wobei
die p, paarweise verschiedene Primzahlen der Gestalt 92 1 1 mit \ € Ny sind. Nach Fermat
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(1601 - 1665) heiflen diese Fermatsche Primzahlen. Man kennt bis heute nur fiinf, ndmlich
F(0) =3, F(1) =5, F(2) =17, F(3) = 257, F'(4) = 65537. Die Vermutung von Fermat, daf
alle F((\) = 92" 1 1 prim seien, hat Euler widerlegt: 641 | F(5) = 4294967 297. Leicht zu sehen
ist iibrigens, daB 2 + 1 mit k € Ny nur fiir Zweierpotenzen k prim sein kann. Als Kuriositéit
wird in der Gottinger Bibliothek ein Koffer mit der expliziten (algebraischen) Konstruktion
des 65 537-Ecks aufbewahrt; die Arbeit ist im Format DIN A1l abgefafit.

Beispiel 5. Die grofle Fermatsche Vermutung lautet: Fiir kein natiirliches n > 3 ist die
Gleichung z" + y™ = 2" in ganzen Zahlen z,y,z mit zyz # 0 losbar. Fermat hinterlief3
in einem Buch zwar die Notiz, dafiir einen Beweis gefunden zu haben, fiir den jedoch der
Rand des Buches nicht ausreiche. Erst 1995 gelang A. Wiles und R. Taylor ein Beweis der
sogenannten Taniyama-Shimura-Vermutung iiber elliptische Kurven, aus der die Fermatsche
Vermutung nach K. Ribet (1986) folgt.

Beispiel 6. Welche natiirlichen Zahlen sind als Summe von héchstens m Quadratzahlen
darstellbar? Die Antworten lauten fiir

m = 1: trivialerweise die Quadratzahlen selbst,
m = 2: die Zahlen n = k%q, wobei ¢ keinen Primfaktor enthilt, der bei Division durch
4 den Rest 3 laft (Fermat),
=3: die Zahlen n # 4*(8¢ + 7) mit \,q € Ny (Legendre, 1752 - 1833),
=4: allen € N (Lagrange, 1736 - 1813).

Beispiel 7. Das Waringsche Problem (1770) lautet: Trifft es zu, dafl zu jedem k£ € N ein
m(k) € N existiert, so daf jede natiirliche Zahl Summe von hochstens m(k) k-ten Potenzen
ist?

Die positive Antwort gab Hilbert (1862 - 1943) im Jahre 1909. Damit war die weitergehende
Frage nach dem kleinsten m(k), genannt g(k), sinnvoll. Schon Euler hatte die Ungleichung

g(k) > [(g)k] +ob — 9 = (k)

gezeigt. Man vermutet g(k) = h(k), und man weif} seit 1957, dal diese Formel fiir hochstens
endlich viele k falsch sein kann (Mahler, 1903-1988). Einzelergebnisse stammen etwa von

Lagrange (1770): (2

Wieferich (1909): (3

Balasubramanian, Deshouillers, Dress (1985): g¢(4
g(
g(

K

Q

Chen (1964): 5
Pillai (1940): 6

N N N e e
Il
ﬂwn—twﬂk
N o

Beispiel 8. Das Partitionenproblem von Hardy (1877 - 1947) und Ramanujan (1887 - 1920)
lautet: Wieviele Zerlegungen von n € N in natiirliche Summanden gibt es (dabei seien die
Summanden etwa der Grofie nach geordnet)? Wird die gesuchte Anzahl mit p(n) bezeichnet,
so ergibt sich fiir n = 4 zum Beispiel:

4

3+1

242 p(4) =5.
24+1+1

1+1+1+1
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Hardy und Ramanujan bewiesen 1918 mit analytischen Methoden ihre berithmte Partitionen-

L ™ n — 0o
p)~ e VE (o oo)

formel

Beispiel 9. Schon bei Euklid steht mit Beweis: Es gibt unendlich viele Primzahlen. In der
Neuzeit hat die Frage nach der Verteilung der Primzahlen eine bedeutende Rolle gespielt.
Bezeichnet 7(z) die Anzahl der Primzahlen < z, so gilt der u.a. von Gauss vermutete Prim-

zahlsatz
T

m(z)

Der erste Beweis wurde 1896 unabhingig voneinander durch Hadamard (1865 - 1963) und
de la Vallée Poussin (1866-1962) erbracht. Er verwendet tiefe funktionentheoretische Hilfs-
mittel zum Nachweis spezieller Eigenschaften der (zunichst nur fiir Res > 1 definierten)
Riemannschen Zeta-Funktion (Riemann, 1826 - 1866)

~ Tog 2 (x — 00).

die sich analytisch auf die ganze komplexe Ebene fortsetzen 1ifit mit Ausnahme eines einfachen
Pols bei s = 1. Die Primzahlverteilung korrespondiert nun mit der Lage der komplexen
Nullstellen von ((s) im Streifen 0 < Re s < 1. Die beriihmte Riemannsche Vermutung besagt,
daf alle diese Nullstellen den Realteil % besitzen. Sie ist bis heute unbewiesen. Ihre Richtigkeit
hétte die Konsequenz

m(z) =li(z) + R(x)

, vt
li () = / T

R(z) = O(vz logz).
Die bis heute beste Restgliedabschétzung

1 3/5
R(z) =O| z exp —c%
(loglog z)1/>
mit einer positiven Konstanten ¢ stammt von Vinogradov (1891 - 1983) aus dem Jahre 1958.
Es gibt inzwischen mehrere verschiedene Beweise des Primzahlsatzes, darunter auch einen

1947 zur Uberraschung der Fachwelt gefundenen elementaren Beweis von Erdés (1913 - 1986)
und Selberg.

mit dem Integrallogarithmus

und dem Restglied

Beispiel 10. Bis heute offen ist das Primzahlzwillingsproblem: Gibt es unendlich viele Prim-
zahlpaare p,p + 27 Man weif} seit 1919, dafl die Reihe

3 1

p prim p
p+2 prim

konvergiert (Brun, 1885 - 1978), wihrend die Reihe iiber die reziproken Primzahlen bekannt-
lich divergiert.
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Bis heute ungekliirt ist auch die Frage: Gibt es unendlich viele Primzahlen der Form n? + 17?
Man weifl mit Hilfe scharfsinniger Siebmethoden, dafl unendlich viele dieser Zahlen entweder
Primzahlen oder Produkte von zwei Primzahlen sind (Iwaniec, 1978).

Dirichlet (1805 - 1859), Nachfolger von Gauf} in Gottingen und Begriinder der analytischen
Zahlentheorie, bewies, daf} in jeder arithmetischen Progression a,a + ¢,a + 2q, ... mit teiler-
fremden Zahlen a,q € N unendlich viele Primzahlen liegen.

Beispiel 11. In einem Brief an Euler stellte Goldbach 1742 die folgende Vermutung auf:
a) Jede gerade natiirliche Zahl n > 4 ist Summe von zwei Primzahlen.

Hieraus folgt sofort:
b) Jede ungerade natiirliche Zahl n > 7 ist Summe von drei Primzahlen.

Ist némlich n > 7 ungerade, so ist n — 3 > 4 gerade, und man hat nach a) dannn =3 +p+p’
mit Primzahlen p, p’. Die Vermutung a) erscheint auch heute noch nicht angreifbar. Immerhin
weifl man durch Chen seit 1973, daf} jedes gerade n > 4 Summe p+ ps aus einer Primzahl und
einer Zahl mit h6échstens zwei Primfaktoren ist. Der Beweis verwendet wieder Siebmethoden.
Die Vermutung b) ist dagegen im wesentlichen gel6st. Vinogradov zeigte 1937 mit raffinierten
Abschitzungen von Exponentialsummen, dafl jede hinreichend grofie ungerade natiirliche Zahl
Summe von drei Primzahlen ist. Ein wesentliches Hilfsmittel ist die 1923 entwickelte Hardy-
Littlewoodsche Kreismethode (Littlewood,1885 - 1977).

Beispiel 12. Zwei Gitterpunktprobleme sind

a) das Gaufische Kreisproblem: Gesucht ist die Anzahl A(z) der Paare (a,b) € Z? mit
a? 4+ b <z,

b) das Dirichletsche Teilerproblem: Gesucht ist die Anzahl B(z) der Paare (a,b) € N? mit
ab < x.

VerhéltnisméBig leicht zu sehen sind die Abschitzungen
Alz) —mx K 2 , B(z)—zloge— 2y -1z <K 2

mit der Euler-Mascheroni Konstante

yzlim( Z %—logn).

1<v<n

Es entlsteht die Frage, fiir welche Exponenten ¢ die obigen Abschiitzungen mit z” anstelle
von z2 zutreffen. Fiir A = inf ¢ ist durch Hardy und Landau (1877 - 1938) jeweils bekannt

<AL

==
O =

Es gibt Verbesserungen der oberen Schranke.



6 Kapitel 1. Probleme der Zahlentheorie

1.2 Versuch einer Gliederung

Es folgt ein grober Uberblick iiber zentrale Teilgebiete der Zahlentheorie.

A) Elementare Zahlentheorie
Teilbarkeitstheorie, ganzzahlige Losungen von Gleichungen und Ungleichungen, elemen-
tare Primzahltheorie. Elementare Hilfsmittel, d. h. ohne komplexe Analysis. (Beispiele
1, 2, 6)

B) Algebraische Zahlentheorie
Zahlentheorie in abstrakten Zahlbereichen (wie Z[i] oder Z[v/2]). Algebraische Metho-
den und Methoden der algebraischen Geometrie (rationale Punkte auf algebraischen
Kurven). (Beispiele 3, 4, 5)

C) Analytische Zahlentheorie
Anwendung funktionentheoretischer Methoden. (Beispiele 8, 9, 10, 11, 12)

D) Diophantische Approximation und Transzendenztheorie

Kettenbriiche, Approximation von reellen durch rationale Zahlen (etwa sind % , % , %
,beste* Approximationen von 7); Transzendenzbeweise von e durch Hermite (1822 -
1901) im Jahr 1873, von 7 durch Lindemann im Jahr 1882, von o fiir algebraische
Zahlen a ¢ {0,1},3 durch Gelfond und Schneider unabhingig voneinander im Jahre
1934. Bis heute ist aber unbekannt, ob zum Beispiel « irrational oder gar transzendent

ist. (Beispiel 3)

E) Multiplikative Zahlentheorie
Primzahlprobleme, Exponentialsummen, Siebmethoden usw. (Beispiele 8, 9)

F) Additive Zahlentheorie
Summe von Zahlenfolgen usw. Entwicklung dieser Theorie seit etwa 1933 durch Schni-
relmann, Erdos u.a. (Beispiele 5, 6, 7, 8)

G) Probabilistische Zahlentheorie
Methoden der Wahrscheinlichkeitstheorie, angewandt auf Verteilungsfragen bei Zahlen-
folgen usw. Entwicklung seit etwa 1934 durch Turan, Erdds, Rényi, Kubilius u.a.

H) Algorithmische Zahlentheorie
Rechnergestiitzte zahlentheoretische Algorithmen, zum Beispiel Primzahltests, Fakto-
risierungsmethoden, Anwendungen der Fast Fourier Transform usw. Entwicklung seit
etwa 1935 (!) durch Lehmer, ab etwa 1970 durch Lenstra und Lenstra, Pollard, Adleman
u. a.

Diese Einteilung ist nicht streng.

1.3 Awufgaben und Lésungen

In den nachstehenden Aufgaben und Losungen werden Begriffe wie Teiler, Primzahl usw. als
bekannt vorausgesetzt; ihre Eigenschaften werden in Kapitel 2 systematisch entwickelt.
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Aufgabe 1. Man finde notwendige Bedingungen an k € N derart, dal 2 4 1 prim ist.

Lésung: Mit P={2,3,5,7,11,13,17,19,23, ... } bezeichnen wir die Menge der Primzahlen.
Es gilt:

(a) Aus2¥ —1 € P folgt k € PP;
(b) Aus 2¥ 41 € P folgt k = 2™ mit m € Ny .

Der Nachweis verwendet in beiden Fillen die geometrische Summe
" —1=(g=1(""+-+q+1)

Aus der Annahme k£ = dm mit natiirlichen Zahlen d # 1, m # 1 bzw. k = 2™u mit m € Ny
und ungeradem u € N, u # 1, folgt jeweils ein Widerspruch. Die Primzahlen der Form
27 — 1 heifen Mersennesche Primzahlen (vgl. Beispiel 2), die der Form 22" + 1 Fermatsche
Primzahlen (vgl. Beispiel 4).

Aufgabe 2. Man zeige die Sitze von Euklid und Euler: Genau dann ist die gerade Zahl
n € N vollkommen, wenn n = 2¥(2¥+1 — 1) mit einer Mersenneschen Primzahl 28! — 1 gilt.

Lésung: Es ist zweckméfBig, die Teilersummenfunktion o : N — N einzufiithren. Man definiert

o(n) = Z d (n € N)
dln

als die Summe aller natiirlichen Teiler d von n. Offenbar ist n € N genau dann vollkommen,
wenn o(n) = 2n gilt. Die Werte von o sind ziemlich unregelméfig verteilt. Eine wichtige
Eigenschaft der arithmetischen Funktion o ist ihre Multiplikativitit,

o(mn) = o(m)o(n) fir alle teilerfremden m,n € N.

Denn alle natiirlichen Teiler von mn kommen genau einmal unter den Produkten aller natiirli-
chen Teiler von m mit allen natiirlichen Teilern von n vor. Man sieht o(p”) = 1+p+p?+- - -+p”
fir p € Pund v € N.
Zum Nachweis des Satzes von Euklid sei p = 2¥*! — 1 € P. Dann sind p und 2* teilerfremd,
und mit n = 2¥p gilt

o(n) =c@2)op) =(1+2+---+2F)(p+1) = 28! — )2k =2,

was zu zeigen war.

Zum Nachweis des Satzes von Euler sei n = 2¥m mit k, m € N, m ungerade, eine vollkommene
Zahl, also
(28 — 1) o(m) = 28T 1m..

Da 2F*! und 2¥+1 — 1 teilerfremd sind, mufl 2! ein Teiler von o(m) sein. Das heifit

__U(m)_ m
A= Skl — 9EFT ] € N.

Angenommen, es besteht A\ > 1. Dann folgt

o(m) =AM —1)) > A2 —1) + A= 22" =o(m),
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was unmoglich ist. Daher gilt A = 1, also m = 2¥+1 — 1. Ist nun m nicht Primzahl, so
folgt o(m) > 2! = o(m), was nicht sein kann. Daher ist notwendig n = 2¥(28*! — 1) mit
2k+1 1 € P (vgl. Beispiel 2).

Aufgabe 3. Man bestimme alle Losungstripel (z,y, z) € N* von 22 + 32 = 22.

Lésung: Mit £ = 2 und 7 = ¥ sind die rationalen Punkte (¢,7) € Q® mit £, > 0 auf dem
Einheitskreis E: {2 4+ n? = 1 zu bestimmen. Wir parametrisieren F im ersten Quadranten
durch die Schnittpunktkoordinaten der Geraden n = #(¢ + 1) mit dem Kreis F fiir 0 < ¢ < 1.
Es folgt

1—¢2 2t
= n=—— 0<t<1).
=iy "Tire | )
Damit &,7n rational sind, mufl ¢t = % rational sein. Es sei also ¢ = % mit teilerfremden
m,n € N und m < n. Dann folgt £ = % , N = n%ﬂgﬂ und daraus

r=dn?>—m?, y=2dmn, z=dm?+n?
mit teilerfremden m,n € N, m < n, und d € N, bis auf Vertauschung von z,y (vgl. Beispiel

1).

Aufgabe 4. Esseien g,k € N fest, und jedes n € N besitze eine Darstellung n = n¥+- - -—|—n§
mit ng,...,ng € Ny . Man beweise die Eulersche Abschétzung

k
9> [@) ] +2F -2,
2
Lésung: Die natiirliche Zahl

= ()] -

ist kleiner als 3*. In der Darstellung von n als Summe von k-ten Potenzen kommen daher

nur die Summanden 2 und 1* vor. Die kiirzeste Darstellung erfordert offenbar [(%)k] -1

Summanden 2 und 2¥ — 1 Summanden 1¥. Das ergibt die Behauptung (vgl. Beispiel 7).
Aufgabe 5. Man beweise den Satz von Euklid, daf es unendlich viele Primzahlen gibt.

Lésung: Es sei T' C P eine nichtleere, endliche Menge und

n:Hp—i-l.

peT

Dann gilt n > 1, und n besitzt eine Primfaktorzerlegung, in der jedenfalls keine Primzahl aus
T vorkommt. Es gibt daher eine Primzahl ¢ ¢ T'. Daraus folgt die Behauptung (vgl. Beispiel
9).

In derselben Weise sieht man auch, dal es unendlich viele Primzahlen gibt, die bei Division
durch 4 den Rest 3 lassen. Etwa betrachte man

n:4Hp—1.

peT
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Es erfordert aber bereits neue Ideen, die Unendlichkeit der Menge der Primzahlen von der
Form 4m + 1 mit m € N zu zeigen.

Aufgabe 6. Essei A(x) die Anzahl der Zahlenpaare (a,b) € Z2 mit a® + b? < z fiir z > 2.
Man zeige die Existenz einer Konstanten ¢ > 0 mit

|A(z) — x| <cv.

Lisung: Jedem Gitterpunkt (a,b) € Z2 der Ebene sei das Einheitsquadrat des Gitters mit
der linken unteren Ecke (a,b) zugeordnet. Diese Abbildung ist bijektiv. Die Diagonale im
Einheitsquadrat hat die Linge v/2. Wir betrachten die Kreise vom Radius /= — V2, v/,
VZ+V/2 um den Nullpunkt. Ein Flichenvergleich ergibt m (v/z— \/5)2 <A(z) <7 (\/E—i-\/i)Q
Es folgt

|A(z) —mz| <2V2myz + 27 < 3V2n vz,

wie behauptet (vgl. Beispiel 12).
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Kapitel 2

Der Euklidische Algorithmus

Dieser Kapitel behandelt Teilbarkeitstheorie in Z und verwendet sie zur Losung linearer dio-
phantischer Gleichungen.

2.1 Teilbarkeit

Die Mengen N, Ny = NU {0}, Z, Q, R, C sind wie iiblich erklart, und Z*, Q*, R*, C*
bezeichnen die entsprechenden Mengen ohne die Null.

Definition. Esseia € Z*, b € Z. Man nennt a Teiler von b (b Vielfaches von a), in Zeichen
a | b, wenn es ein A\ € Z mit b = Aa gibt. Ist a nicht Teiler von b, so schreibt man a { b.

Folgerung 1. Es gelten die folgenden Aussagen:

a)  Die Teiler von b und —b stimmen iiberein; mit ¢ ist auch —a Teiler von b. Fiir a € Z*
gilt stets ¢ | 0 und 1 | a.

b)  Die Teilbarkeitsbeziehung ist reflexiv und transitiv: Fiir a,b € Z* gilt a | a, und aus
a | bund b | cfolgt a | c. Sie ist im allgemeinen nicht symmetrisch; aber a | b und
b| a impliziert a = £b.

c) Ausa|cunda|dfolgt al (cx+ dy) fur alle z,y € Z.

Satz 1. (Division mit Rest) Zua € Z, b € N existieren eindeutig bestimmte ¢,r € Z mit
a=¢gb+r und 0<r<b
Bezeichnet [z] fiir z € R die grofite ganze Zahl < z, so gilt ¢ = [¢] und r = a — [$]b.

Beweis. Unter den Zahlen a — nb mit n € Z kommen negative und nichtnegative vor. Die
kleinste nichtnegative Zahl dieser Art sei r = a — ¢b. Das heifit, es gilt ¥ > 0 und r — b =

11
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a—(g+1)b<0. Es folgt @ = gb+r mit 0 < r < b. Die Eindeutigkeit kommt aus § = ¢ +
mit 0 < 3 <1, also ¢ = [%],r:a— [%]b

Ois

Satz 2. Es seien a,b € Z nicht beide Null. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Zahl
d € Z mit

a) d>0;
b) d|aundd]|b,
c) aust|aundt|bfolgtt|d.

Beweis. Die Eindeutigkeit ergibt sich so: Sind d,d’ € Z zwei Zahlen mit den Eigenschaften
a), b), ¢), so gilt d | ' und d' | d wegen c) sowie d,d" € N. Folgerung 1b) liefert d = d'.

Da fiir b = 0 offenbar d = |a| die gewiinschten Eigenschaften a), b), c) besitzt, geniigt es
wegen Folgerung 1a) den Existenzbeweis fiir a,b € N zu fithren. Es sei etwa a > b. Sukzessive
Division mit Rest liefert das nachstehende Schema:

a = qb +ry, 0<ri<b

b = qor1 + 179, 0< ro < 1ri R

T = Q3T +7rs3, O<rys<rey

Tk—2 = QgTp—1 +7k, 0<ri <rp1,
Tk—1 = Qk+1Tk-

Das Divisionsverfahren wird also solange durchgefiihrt, bis der Rest ;1 erstmals verschwin-
det. Die Existenz eines solchen k € Ny ist klar, weil die Reste r1,72,... eine streng monoton
fallende Folge von nichtnegativen ganzen Zahlen bilden. Der Divisionsprozef bricht daher ab.

Liest man das Schema riickwiérts, so sieht man rg | rg_1, 7% | 76-2,... , 7% | b, 7 | a. Daher
ist r, gemeinsamer Teiler von a,b. Ist nun ¢ irgendein gemeinsamer Teiler von a, b, so sieht
man, indem man das Schema vorwérts liest, ¢ | r1, ¢ | r2,..., t | rx . Also erfiillt die Zahl
d = ry, die Bedingungen a), b), c). O

Definition. Die Zahl d aus Satz 2 heifit der grofite gemeinsame Teiler (kurz: ggT, englisch:
ged) von @ und b, in Zeichen: d = (a,b) oder d = ggT(a,b).

Das im Beweis von Satz 2 durchgefiihrte Verfahren der sukzessiven Division mit Rest ist der
Euklidische Algorithmus.

Beispiel 1. Fiir a = 31031, b = 10013 ergibt sich ggT(31031,10013) = 31 aus

31031 = 3-10013 + 992
10013 = 10-992 + 93
992 = 10-93 + 62
93 = 1-62 + 31
62 = 2-31

Definition. Gilt (a,b) = 1, so heilen die Zahlen a, b teilerfremd (relativ prim).

Folgerung 2. Es gelten die nachstehenden Rechenregeln:



Kapitel 2. Der Euklidische Algorithmus 13

a)  Fiir m # 0 gilt stets (ma, mb) = m (a,b).
b)  Gilt m | a und m | b, so besteht (&, ) =L (q,b).

c¢) Gilt (a,b) = d, so existieren z,y € Z mit d = ax+by; sind speziell a, b € Z teilerfremd,
so existieren z,y € Z mit 1 = az + by, und umgekehrt.

d) Aus (a,b) = (a,c) =1 folgt (a,bc) = 1.
e) Ausa|bcund (a,b) =1 folgt a | c.

Nachweis. a) Man fiihre den Euklidischen Algorithmus fiir a, b und fiir ma, mb durch. b) Man
schreibe a = ma’, b = mb’ und verwende a). ¢) Lost man die Gleichungen des Euklidischen
Algorithmus riickwérts nach d = r; auf, so erweist sich d als Linearkombination der Zahlen
a,b mit ganzen Koeffizienten. Daraus und aus Folgerung 1c¢) kommt der Zusatz. d) Man
hat 1 = az + by, 1 = az’ + by’ mit z,2',y,y' € Z, also auch 1 = (az + by)(az’ + by') =
a(azx’ +cxy’ +bx'y) +be(yy'). Die beiden Klammerausdriicke sind jeweils ganz, mit Folgerung
c) ergibt sich (a,bc) = 1. e) Wegen 1 = az + by mit z,y € Z gilt ¢ = acx + bcy, und aus a | ac,
a | be sowie Folgerung 1¢) kommt «a | c. O

Beispiel 2. Aus Beispiel 1 folgt

31=93—-1-62=93—1-(992—10-93) = 11-93 — 1 - 992
=11-(10013 —10-992) —1-992 = 11-10013 — 111 - 992
=11-10013 — 111 - (31031 — 3-10013)
= 34410013 — 111 - 31031
= 344b— 111a.

Satz 3. Es seien a,b € Z*. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Zahl m € Z mit
a) m>0,
b) a|m undb|m,

c) ausa|vundb|v folgt m|w.

Beweis. Die Eindeutigkeit wird wie in Satz 2 erledigt.

Die Existenz ergibt sich, indem man fiir m = % die behaupteten Eigenschaften verifiziert:

a) ist klar; b) folgt aus (a,b) | b, m = |a] - ((Lb})) , sowie aus (a,b) |a, m =1b| - ((Lallj) . ¢) Wegen

Folgerung 2 c) existieren z,y € Z mit (a,b) = |a|z + |bly. Daraus folgt

v v v v
0= gy (@:8) = o el + ly) = m (i + o)
worin der Klammerausdruck wegen a | v, b | v ganzzahlig ist, also m | v. 0

Definition. Die Zahl m aus Satz 3 heifit das kleinste gemeinschaftliche Vielfache (kurz:
kgV, englisch: lem) von @ und b, in Zeichen: [a,b] oder kgV]|a, b].

Folgerung 3. Fiir a,b € Z* gilt (a,b) - [a,b] = |ab|.
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2.2 Primfaktorzerlegung

Definition. Esseil # p € N. Besitzt p nur 1 und p als natiirliche Teiler, so heifit p Primzahl.
Die Menge der Primzahlen 2,3,5,... wird mit PP bezeichnet.

Bemerkung 1. Primzahlen werden durchweg mit dem Buchstaben p bezeichnet. Das leere
Produkt hat vereinbarungsgeméifl den Wert 1.

Satz 4. (Fundamentalsatz der Zahlentheorie) Jede natiirliche Zahl ist Produkt von Prim-
zahlen. Die Darstellung ist, abgesehen von der Reihenfolge der Faktoren, eindeutig.

Beweis. Existenz: Fiir n = 1,2 ist die Behauptung wahr. Sie treffe schon zu fiir alle n < k.
Dann ist entweder k£ Primzahl, oder k£ hat einen echten Teiler £ € N. Im letzten Fall besteht
k={4mmitl,m e N, 1 <l m < k. Danach Induktionsvoraussetzung ¢, m Primzahlprodukte
sind, ist auch k¥ = #m Produkt von Primzahlen.

Eindeutigkeit (Zermelo, 1871 - 1953): Der Fall n = 1 ist klar. Angenommen, es gibt natiirliche
Zahlen > 1 mit verschiedenen Primfaktorzerlegungen. Es sei n € N die kleinste von ihnen.
Dann hat man n = pm = p'm’ mit verschiedenen Primzahlen p < p’ und m,m’ € N,
m,m’ > 1, ptm/. Man betrachte die Zahl

k=n—pm' =pm-—m)=(p —p)m'

Offenbar gilt 1 < k£ < n. Nach Voraussetzung ist die Primfaktorzerlegung von £ eindeutig.
Es folgt p | (p' — p)m’. Da p nicht in m’ aufgeht, gilt p | (p’ — p), also p | p'. Dies ist fiir
verschiedene Primzahlen unméglich. O

Folgerung 4. Es gelten die folgenden Aussagen.

a) Jedes n € N besitzt eine kanonische Darstellung als Produkt von Primzahlpotenzen
n = p’fl ---pyr mit Primzahlen p; < ... < p, und Exponenten v1,... ,v, € N. Diese
Darstellung ist eindeutig.

b)  Aus p,pi1,... ,pr €EPund p|p;---p, folgt p = p, fiir ein p mit 1 < p <r.

Folgerung 5. Besitzen a,b € Z* die kanonischen Darstellungen
az:l:Hpap, bz:l:Hpﬁp,
p p

so gilt
(a’ b) — H pmin{apyﬁp} , [a, b] — H pmax{ap,,é‘p}‘
p p

Nachweis. Man setze

d= H pmin{ap,,é‘p}‘
p

Es gilt d > 0 sowie d | a und d | b, also d | (a,b). Weiter gilt

ap —min{oy, By} =0 oder [, —min{ay,3,} =0
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fiir jedes p € P. Daher sind %' ) % € N teilerfremd. Es folgt (%, (—Z) = 1 oder (a,b) = d gemiB
Folgerung 2b).

Die zweite Behauptung kommt aus Folgerung 3,

[a’ b] = % = H pap+/8p_min{ap:ﬁp} — H pma.x{ap,ﬁp} .
a,
p p

Definition. Es seien ay,...,a, € Z* mit a, = £ [] p® fir p=1,... ,r. Dann heiflen
2

min{aip,...,«
(al,...,a,«):Hp {ap,amd - der goT von aq, ... ,ar,
P

[a1,... ,a;] = H pra{aiptpt - qag keV von ay, ... , ar.
p

Folgerung 6. Der ggT und das kgV der Zahlen ay,...,a, € Z* haben die folgenden
Eigenschaften:

a) (ai,...,a;) >0, [a1,...,a;] >0,
b)  (a1,...,a;) | apfir 1 <p<r, a,|lal,...,a]firl <p<r,
c) aust|a, (l<p<r)folgtt]|(a,...,ar),
aus a, |v (1 < p <r) folgt [a1,... ,a,] | v.
Ferner gilt (a1, a2, a3) = (a1, (az,a3)), [a1,a2,a3] = a1, [az, ag]] usw.

2.3 Lineare diophantische Gleichungen

Unter diophantischen Gleichungen versteht man Polynomgleichungen mit ganzzahligen Ko-
effizienten, an deren ganzzahligen Losungen Interesse besteht (Diophant, ca. 250 n.Chr.).
Hier wollen wir notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die ganzzahlige Losbarkeit der
Gleichung

(%) ar +by =c (a,b,c € Z fest;a,b nicht beide Null)

sowie die allgemeine Losung von (%) in ganzen Zahlen z,y bestimmen.

Satz 5. Notwendige und hinreichende Bedingung fiir die ganzzahlige Losbarkeit von (x) ist
die Bedingung (a,b) | c. Ist zg,yo eine ganzzahlige Losung von (x), so sind alle Losungen
x,y € Z von (x) gegeben durch

a
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Beweis. Die Bedingung (a,b) | ¢ ist notwendig. Sie ist auch hinreichend, denn aus der Tei-
lerfremdheit von ﬁ , ﬁ € Z folgt die Existenz von 2’1y’ € Z mit

a b ac be
e T en M T Wy T an
Demnach sind
__ ¢ ! __¢
1‘0 - (a, b) X bl yU ( b) y

a?
Losungen von (x). Ist z,y € Z eine weitere Losung von (x), so entsteht durch Differenzbildung
a(x —xo) + by —yo) = 0, also

(a,b) (r —z0) = —(a, b) (¥ — vo)-

Da ﬁ und ﬁ teilerfremd sind, folgt notwendig

a
TR T ey VT T e

Einsetzen zeigt, daf§ dies wirklich Losungen von () sind. |

Beispiel 3. Esseia =31031, b= 10013, ¢ = 1736. Die diophantische Gleichung ax+by = ¢
ist wegen (a,b) = 31 und 1736 = 31 - 56 losbar. Beispiel 2 liefert als eine spezielle Losung:
xg = —111 - 56, yp = 344 - 56. Also lautet die allgemeine Losung

r=—111-564+323%, y=344-56—1001¢ (teZ).

In vielen Féllen, etwa bei kleinen Koeffizienten a, b, ¢ 148t sich eine spezielle Losung zq, o
von (x) durch Raten ermitteln. Der Euklidische Algorithmus fithrt stets zum Ziel.

Fir d € Z* stimmen die Losungsgesamtheiten von az + by = ¢ und von adzx + bdy = cd
iiberein. Es brauchen daher nur reduzierte diophantische Gleichungen (%) mit (a,b) = 1
gelost zu werden. Lineare Diophantische Gleichungen mit mehr als zwei Variablen lassen sich
entsprechend behandeln.



Kapitel 3

Restklassenringe

In diesem Kapitel wird das Studium der Teilbarkeit fortgesetzt, und zwar im Rahmen der
Kongruenztheorie, die von Gaufl 1801 in den Disquisitiones Arithmeticae systematisch ent-
wickelt wurde.

3.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Definition. Es seien a,b € Z, g € N. Gilt q | (b — a), so heiflen a, b kongruent modulo ¢, in
Zeichen: ¢ = b mod ¢ oder auch a = b(q).

Satz 1. Genau dann gilt ¢ = b mod ¢, wenn ¢ und b bei Division durch ¢ denselben Rest
lassen.

Beweis. Esseia = Ag+7,b=pug+r" mit 0 <r 7’ < qg. Nun bedeutet a = b mod ¢ dasselbe
wie ¢ | (r' — ). Wegen |r' —r| < ¢ ist dies genau fir = ' der Fall. O

Der néchste Satz ist wegen Satz 1 trivial.
Satz 2. Kongruenz modyq ist eine Aquivalenzrelation auf Z, d.h. es gilt
a) a = amod q (Reflexivitit),
b) aus a = bmod q folgt b = a mod ¢ (Symmetrie),
c) aus a=bmodqund b= cmod q folgt a = ¢ mod ¢ (Transitivitit).
Satz 3. Gelten a = b mod ¢ und ¢ = d mod ¢, so bestehen auch a + ¢ = b 4+ d mod ¢ und
ac = bd mod q.

Beweis. Die Differenzen (a+c¢) — (b+d) = (a—b)+ (¢c—d) und ac—bd = a(c —d) + (a — b)d
haben nach Voraussetzung den Teiler q. O

17
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Folgerung 1. Essei f(z) € Z[z], d.h. f(z) = apz™ + -+ + a12 + ap mit ay, ... ,a1,a0 € Z.
Aus a = b mod ¢ folgt dann f(a) = f(b) mod gq.

Definition. Die Aquivalenzklassen (a), := {m € Z : m = amod ¢} mit a € Z heifien
Restklassen modulo gq.

Folgerung 2. Es gelten die folgenden Aussagen:

a)  Die Restklassen modq definieren eine disjunkte Zerlegung

Rq = {(O)L] ) (l)q’ SR (q - l)q}
auf Z, d.h. |J R; =7 und aus (a), N (b)q # 0 folgt (a), = (b),-

b)  Durch
(a)g + (b)g =(a+b)g, (a)g-(b)g=(a-b)

sind auf R, eine Addition und eine Multiplikation definiert. (R, , +, -) ist kommu-
tativer Ring mit Einselement (1),, der sogenannte Restklassenring modulo q.

Nachweis. Die Behauptungen ergeben sich aus den Sétzen 1, 2 und 3. O

Definition. Jedes System von ganzen Zahlen, das aus jeder Restklasse modulo ¢ genau
einen Reprisentanten enthilt, heifit ein vollstindiges Restsystem modulo ¢.

Bemerkung 1. Definiert man in dem vollstdndigen Restsystem
Z/qZ = {0,1,... ,q— 1}

modulo ¢ Summe und Produkt als den jeweiligen Rest der gewdhnlichen Summe bzw. des
gewohnlichen Produkts nach Division durch ¢, so liegt der Unterschied zwischen (R,, +, -)
und (Z/qZ , +, -) nur in der Schreibweise. Daher ist (Z/qZ, +, -) ein zu (R, +, -) isomor-
pher Ring, den man mit dem Restklassenring modulo ¢ identifiziert.

Beispiel 1. Die Fermatsche Zahl 22° + 1 = 232 4+ 1 besitzt den Teiler 641 (vgl. Kapitel 1).
Der Nachweis verwendet 641 = 5- 27 + 1 = 5% + 2%, Wir rechnen mit Kongruenzen modulo
641,

22 11=2t.28 1 1=-5V. 28 1 1=—(5-2")' +1=—(—1)' +1 = 0 mod 641.
Die entsprechende Rechnung in Z /6417 lautet

22 p1=2t28 1 1=5t. 2B 1=—(5-2") +1=—(-Dt+1=0.

Folgerung 3. Ist ¢ nicht Primzahl, so ist Z/qZ nicht nullteilerfrei.

Nachweis. Aus der nichttrivialen Zerlegung ¢ = ab mit 1 < a,b < ¢ in Z folgt ab = 0 in
Z/qZ mit a # 0 und b # 0. O

Wegen Folgerung 3 ist das Kiirzen in Restklassenringen im allgemeinen nicht statthaft. Das
untersuchen wir genauer.
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Satz 4. Es gelten folgende Aussagen:
a)  Genau dann gilt ac = bc mod ¢, wenn ¢ = b mod ﬁ besteht.
b) Fiir (¢,c¢) =1 sind ac = bc mod g und a = b mod ¢ gleichwertig.

¢) Fir ¢ € Nsind a = bmod ¢ und ac = be mod qc gleichwertig.

Beweis. a) Die Teilerbeziehungen ¢ | ¢(b — a) und ﬁ | o) (b — a) sind gleichwertig.
q

Wegen der Teilerfremdheit von ﬁ und & folgt die Gleichwertigkeit mit =% | (b —a), wie
behauptet. b) ist der Spezialfall (¢,¢) = 1 von a), und c) ist der Spezialfall (¢, gc) = ¢ von a).

|

Insbesondere sagt Satz 4b) aus, dal in Kongruenzen modulo ¢ durch jede zu ¢ teilerfremde
Zahl gekiirzt werden darf. Damit beweisen wir die Umkehrung von Folgerung 3.

Satz 5. 7/qZ ist genau dann Koérper, wenn ¢ Primzahl ist.

Beweis. Wegen Folgerung 3 bleibt zu zeigen, daf§ fiir Primzahlen ¢ zu jedem a € Z/qZ mit
a # 0 ein b € Z/qZ existiert mit ab =1 in Z/qZ. Mit Z/qZ ist auch

a-Z/qZ={a-0,a-1,... ,a-(qg—1)}

ein vollstindiges Restsystem modulo ¢. Denn die v - ¢ mit v = 0,... ,q — 1 sind paarweise
inkongruent modulo ¢: Aus av = ar’ mod ¢ folgt v = v/ mod q gemifl Folgerung 4b), also
v = /. Insbesondere ist daher der Rest 1 mod ¢ in a - Z/qZ reprisentiert. Das heift, es gibt
ein b € Z/qZ mit ab=11in Z/qZ. O

3.2 Prime Restsysteme

Definition. Esseiq € N. Jede Restklasse a mod g mit (a, q) = 1 heift eine prime Restklasse
modulo ¢g. Jedes System von ganzen Zahlen, das aus jeder primen Restklasse modulo ¢ genau
einen Repriisentanten enthélt, heifit ein reduziertes oder primes Restsystem modulo gq.

Beispiel 2. In Z/12Z ={0,1,... ,11} ist {1,5,7,11} primes Restsystem modulo 12.

Folgerung 4. Es seien m,n € N teilerfremd. Dann sind
a) {pn+wvm:1<pu<m,1<wv<n} ein vollstindiges Restsystem modulo mn,

b) {pn+vm:1<pu<m,l1<v<n,(um)=(v,n) =1} ein primes Restsystem
modulo mn.

Nachweis. a) Die Zahlen pn+vm mit 1 < g < m und 1 < v < n sind paarweise inkongruent
modulo mn. Denn aus pn+vm = p'n+v'm mod mn kommt (u—p')n = (v —v)m mod mn,
also (4 — p/)n = 0 mod m und (v' — v)m = 0 mod n. Wegen (m,n) = 1 liefert Satz 4b) die
Kongruenzen p = p/ mod m und v = v/ mod n, die infolge |p — p/| < m und |v — /| < n nur
fiir p = p/ und v = v/ moglich sind.
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b) Damit un + vm eine prime Restklasse modulo mn reprisentiert, ist ersichtlich die Bedin-
gung (4, m) = (v,n) = 1 notwendig. Sie ist auch hinreichend. Gébe es némlich eine Primzahl
p mit p | mn und p | (vm + un), also etwa p | n, so kime p | vm, was wegen (v,n) = 1 auf
p | m fithrt. Das widerspricht (m,n) = 1. Ein Rickgriff auf a) erledigt den Nachweis von b).

O

Definition. Fiir ¢ € N bezeichnet
G(q)={aeN:1<a<gq, (a,q) =1}
ein primes Restsystem modulo ¢ und
plg)= Y 1
a€G(q)
seine Elementeanzahl. Die Funktion ¢ : N — N heifit Eulerfunktion.
Satz 6. Esist (G(q), -) € (Z/qZ, -) eine abelsche Gruppe, genannt prime Restklassengrup-

pe modulo q. Thre Gruppenordnung ¢(q) ist eine multiplikative Funktion, d.h. es gilt (1) =1
und ¢(mn) = p(m) ¢(n) fiir alle teilerfremden m,n € N.

Beweis. Das Produkt primer Reste mod ¢ ist wieder primer Rest mod ¢. Daher fithrt die
Restklassenmultiplikation aus G(q) nicht heraus. Es gilt 1 € G(q), und fiir a € G(q) ist mit
G(q) auch a G(q) ein primes Restsystem modulo ¢. Da in a G(q) speziell 1 reprisentiert ist,
existiert zu a € G(q) stets ein b € G(gq) mit ab = 1 mod q. Das heifit, jedes a € G(q) ist in G(q)
invertierbar. Die Multiplikativitit der Eulerfunktion kommt unmittelbar aus Folgerung 4 b).

O

Folgerung 5. Es gilt
1
v@)=q]] (1——>,
p
wobei das Produkt iiber alle Primteiler p von ¢ erstreckt ist.

Nachweis. Fir p € P und v € N ist ¢(p¥) die Anzahl der zu p” teilerfremden Zahlen aus
G(p¥), also die Anzahl der nicht durch p teilbaren natiirlichen Zahlen ¢ < p”. Das heif}t

pp)= >, 1= > 1= > 1=p”—p”1=p”<1—%)-

1<a<p” 1<a<p” 1<a<p”
pfa pla
Die allgemeine Behauptung kommt nun aus Satz 6. O

Beispiel 3. ¢(12) = ¢(3) p(4) = (3 —-1)(4 —2) = 4.

Satz 7. Es gilt Z ¢(d) = ¢, wobei die Summation iiber alle natiirlichen Teiler d von ¢

dlq
lauft.

Beweis. Wir betrachten die Mengen
Ag={a€eN:1<a<gq, (a,q) =d}

und stellen die folgenden Eigenschaften fest:
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a) Die A4 mit d | g bilden eine disjunkte Zerlegung von {1,... ,q}.

b) Ag={dd:1<d < %, (a',%) =1}, also |A4| = Z 1= @(%)
a€Ay

Aus a) und b) folgt durch Ubergang zu den Elementeanzahlen

0= 14 =Y () =Y vld),

dlg dlq dlq
wobei zuletzt die Teiler % durch die komplementéiren Teiler d von g ersetzt wurden. O
Satz 8. (Euler) Fiir (a,q) =1 gilt a®@ =1 mod q.

Beweis. Da G(q) = {a1,... ,a,(,} gemiB Satz 6 eine abelsche Gruppe der Ordnung ¢(q)
ist, besteht a G(q) = G(q) fiir jedes a € G(q). Es folgt

(aa1) -+ (aay(q)) = a1+ ayq) mod q.
Nach Satz 4b) darf hierin durch a; - - - a4 gekiirzt werden. O

Folgerung 6. Als Spezialfall ¢ = p € P folgt mit p(p) = p — 1 aus Satz 8 der sogenannte
,kleine Fermatsche Satz“: Fiir Primzahlen p und @ € Z mit p { @ gilt ¢ ' = 1 mod p. Eine
dquivalente Version lautet a? = a mod p fiir allep € Pund a € Z.

Eine Anwendung von Folgerung 6 ist die

Folgerung 7. Es sei 1 # a € N. Dann hat jeder ungerade Primteiler p von a? + 1 die
Gestalt p =k - 2" + 1 mit k € N. (Zum Beispiel gilt 10- 2% + 1 = 641 | 232 + 1)

Nachweis. Es sei h € N minimal gewihlt mit ¢” = 1 mod p. Dann heiit A die Ordnung von
a € G(p). Wir behaupten

i  hllp-1), (i)  h=2FL

Hieraus kommt offenbar die Behauptung von Folgerung 7. Zum Beweis von (i) dividieren
wir p — 1 mit Rest durch h, also p —1 = M+ 0, 0 < o < h. Aus Folgerung 6 entsteht
1 =a’! = (a")* - a? = a? mod p. Wegen der Minimalitit von h folgt o = 0, also h | p — 1.
Zum Beweis von (ii) dividieren wir 2"*! mit Rest durch h, also 2" ™! = ph + 0,0 < o < h.
Wie in (i) folgt 0 = 0, also h | 2"T!. Wire schon h | 27, also 2" = ph, so wire schon
a®" = (a")* = 1 mod p im Widerspruch zu ¢ = —1 mod p. Also ist h = 2"t O

Wir haben einen algebraischen Sachverhalt entdeckt: Es sei G eine Gruppe (mit multipli-
kativ geschriebener Verkniipfung), und es sei h € N die Ordnung von g € G. Ist ¢™ = e
(Einselement) fiir ein m € N, so gilt h | m.

Der folgende Satz geht auf Wilson (1741 - 1793) zurtick.

Satz 9. (Wilsonsche Kongruenz) Es sei 1 #n € N. Genau fiir Primzahlen n gilt

(n—1)!'=—-1modn.
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Beweis. a) Ist n ¢ P, so existiert ein Teiler d von n mit 1 < d < n, und es folgt (n — 1)! =
0 # —1 mod d, erst recht (n — 1)! # —1 mod n.

b) Fiir p = 2 gilt offenbar (p — 1)! = 1 = —1 mod p. Fiir ungerades n = p € P betrachten
wir das Produkt aller Elemente der primen Restklassengruppe G(p) = {1,2,... ,p — 1}. Zu
jedem a € G(p) liegt auch das multiplikativ Inverse in G(p). Dabei gilt ¢-a = 1 mod p genau
fir (a—1)(a4+ 1) =0 mod p, also genau fira =1 und a =p — 1 (a € G(p)). Bei geeigneter
Zusammenfassung der Faktoren 2, ... ,p —2 zu Paaren modulo p inverser Zahlen erhalten wir

p-1!=1-(2-3---(p=3)-(p—2) - (p—1) =—1 modp,
wie behauptet. O

Bemerkung 3. Satz 9 liefert ein bekanntes Primzahlkriterium, dessen praktischer Nutzen
wegen des Wachstums der Fakultéit begrenzt ist.



Kapitel 4

Polynomkongruenzen

In diesem Kapitel werden lineare Kongruenzen und Kongruenzsysteme sowie Polynomkon-
gruenzen behandelt.

4.1 Lineare Kongruenzen

Satz 1. Esseien a,b € Z, g € N. Genau dann ist die Kongruenz az = b mod ¢ 16sbar, wenn

(a,q) | b gilt. In diesem Fall gibt es genau eine Restklasse mod L=, welche die Kongruenz

(a,q)°
16st, also genau (a,q) Losungen modgq.

Beweis. Ist & € Z Losung von axz = b mod ¢, so gilt q | (a€ — b), also (a,q) | b.

Umgekehrt gelte (a, q) | b. Die Losbarkeit von axz = b mod ¢ ist dquivalent zur Losbarkeit der
diophantischen Gleichung

(1) dr+qdy=1V

mit o' = @;TLI) b= ﬁ, qd = ﬁ. Gemifl Kapitel 2, Satz 5, existiert genau eine Restklasse
zo mod ¢', welche (1) 16st. Sie zerfillt in genau (a,q) Restklassen 2y + A¢’ mod ¢ mit A =
0,1,...,(a,q) — 1. Das war behauptet. O

Beispiel 1. Die Kongruenz 12z = 9 mod 27 ist wegen (12,27) = 3 | 9 nach Satz 1 losbar.
Nach den Kiirzungsregeln ist sie dquivalent zu 4z = 3 mod 9 oder auch 4z = 12 mod 9, also zu
x = 3 mod 9. Die gesuchten Restklassen mod27 sind demnach 3,12,21 mod 27. Bei grofleren
Moduln fiihrt stets der Euklidische Algorithmus zum Ziel.

Bemerkung 1. Fiir ¢i,...,q, € N besteht a = b mod g, fiir p = 1,... ,r genau dann, wenn
a=bmod [q1,...,q] gilt. Hat speziell ¢ € N die kanonische Zerlegung ¢ = pi* - - - pr, so gilt
a = b mod ¢ genau fﬁrazbmodng mit p=1,... ,7.

Nachweis. Es wird Folgerung 6 b), c) aus Kapitel 2 angewandt. O

23
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Satz 2. Esseiqge N, qpbeZfirp=1,...,rundd = (ai,...,ar,q). Genau dann ist die
Kongruenz

a1x1 + -+ arx. = bmod g

16sbar, wenn d | b gilt. In diesem Fall gibt es genau dg” ! r-tupel (£1,. .. , &) von Restklassen
£, mod g, welche die Kongruenz losen.

Beweis. Fir r = 1 erledigt Satz 1 die Behauptung. Die Bedingung d | b ist trivialerweise
notwendig. Wir zeigen induktiv, daf sie hinreichend ist. Dazu nehmen wir die Richtigkeit des
Satzes fiir r — 1 statt 7 an und setzen d' = (a1,... ,a,_1,q). Dann ist also (d’,a,) = d. Die
Kongruenz

a,z, = bmod d’

hat nach Satz 1 genau (a,,d') = d Lésungen modd’, also genau d - & Lésungen &, mod ¢. Zu
jeder derartigen Losung &, setzen wir

(b - arfr) )

V=g

Laut Induktionsannahme hat die Kongruenz a1z + ---ar_12,—1 = b'd’ mod ¢ genau d'q" 2
Losungen (&1, ... ,&—1) mod g. Also ist die Anzahl aller Losungen (&1, . .. , &) mod ¢ der Kon-
gruenz aizy + - - - + a,zy = bmod g gleich d % - d'q"? = dg" ' . Das war behauptet. O

Beispiel 2. Die Kongruenz 2z + 6y = 4 mod 8 ist losbar wegen (2,4,8) = 2 | 4. Sie ist
dquivalent zu = 4+ 3y = 2 mod 4. Es gibt genau 4 Paare von Restklassen mod4, die diese
Kongruenz 16sen. Wegen (1,4) = 1 sehen wir alle moglichen Restklassen y = 0,1,2,3 mod 4
nach. Es folgt jeweils £ = 2 4+ y mod 4, also x = 2,3,0,1 mod 4 resp. Damit haben wir alle
vier Losungspaare (2;0), (3;1), (0;2), (1;3) mod 4 (das ergibt 16 Losungspaare mod 8).

Satz 3. Fiir p = 1,...,r selen a,, b, € Z, q, € N mit (a,,q,) = 1, und die g, seien
paarweise teilerfremd. Dann ist das lineare Kongruenzsystem

(Sr) apr =b,mod g, (0=1,...,r)
losbar, und zwar durch genau eine Restklasse modgq; - - - g, .

Beweis. Wir fiihren den Beweis in zweil Schritten.

a) Ist £ € Z eine Losung von (S;), so 16st die ganze Restklasse ¢ mod ¢ - - - ¢, das System (S,),
und weitere Losungen existieren nicht.

Denn es gilt a,(§ +1tq1---gr) = b, mod gy - - - g fir jedes t € Z. Sind ¢, £’ Lésungen von (Sy),
so folgt a,(§ —¢') = 0 mod g,, wegen (a,,q,) = 1 also £ = &' mod g, fiir p =1,... ,7. Das
heifit, es gilt £ =& mod q1 -+ - ¢, .

b) (S¢) hat eine Losung.

Fiir r = 1 liefert Satz 1 die Behauptung. Es sei nun £ eine Losung von (S,_1). Zu zeigen ist,
dafl dann auch (S,) 16sbar ist, also das System

@) {0

Emod qr - qr 1
b, mod ¢, .
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Nun ist (2) dquivalent zu a,(§ +t-q1 - ¢r—1) = b, mod ¢, also zu
(3) arQl"'Qrfl't+QT'5:br_ar§-
Nach Kapitel 2, Satz 5, lautet die notwendige und hinreichende Losbarkeitsbedingung von (3)

(arqr---qr—1,qr) | by — as€.
Nach Voraussetzung steht links 1. Daraus folgt die Behauptung. O

Bemerkung 2. Ist die Bedingung (a,,q,) = 1 nicht von vornherein erfiillt, ist (a,,q,) | b,
die notwendige und hinreichende Lisbarkeitsbedingung fiir die p-te Kongruenz. Diese lif3t
sich dann geeignet reduzieren. Gilt (a,, q,) 1 by, so ist die p-te Kongruenz bereits unlésbar;
erst recht (S;).

Die paarweise Teilerfremdheit der g, in Satz 12 kann ersetzt werden durch die Bedingung

(QQaQU) | (agbff - affbg) (1 <po<o< T)'

Sie ist hinreichend und notwendig fiir die Losbarkeit des Systems (S;). Es existiert dann genau
eine Losungsrestklasse mod[qy, ... , ¢y

Folgerung 1. Ein Spezialfall von Satz 3 ist der sogenannte Chinesische Restsatz:
Sind q1, ... ,q, € N paarweise teilerfremd und b1, ... , b, € Z, so besitzt das Kongruenzsystem

z = b, mod g, (o=1,...,7)
genau eine Losung modg; - - - g, .

Beispiel 3. Das Kongruenzsystem 2x = 3 mod 5, 3x = 2 mod 10 ist dquivalent zu 2z =
3modb, 3z = 2mod 5, z = 0mod 2, also zu 2 = 3mod 5, £ = 0 mod 2. Mit z = 2y
geht dies iiber in die dquivalente Kongruenz 4y = 3 mod 5 mit der eindeutigen Losung y =
2mod 5, also £ = 4 mod 10.

4.2 Nichtlineare Kongruenzen

Es sei f(z) = apz™ + -+ + a1x + a9 € Z[z] ein Polynom mit ganzen Koeffizienten. Wir
behandeln Polynomkongruenzen f(x) = 0 mod g. Aus Kapitel 3, Folgerung 1, ist bekannt,
dal mit jeder Losung £ € Z alle Zahlen = £ mod ¢ Losungen sind.

Definition. Unter der Losungsanzahl of(gq) der Polynomkongruenz f(z) = 0 mod ¢ versteht
man die Anzahl der Restklassen modq, die die Kongruenz losen.

Satz 4. Essei g = q1 - qr mit paarweise teilerfremden ¢, € N. Dann ist die Polynomkon-
gruenz f(z) = 0 mod ¢ dquivalent zum System der Polynomkongruenzen f(z) = 0 mod g,
mit k = 1,... , k. Die Funktion oy : N — Ny ist multiplikativ.

Beweis. Die erste Aussage ist trivial (vgl. Bemerkung 1). Zum Nachweis der Multiplikativitit
von g seien m,n € N teilerfremd und i, ... ,& mod m alle Lésungen von f(z) = 0 mod m,
M, ... ,n: mod n alle Losungen von f(z) =0 mod n.
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Fiir jedes Paar (§;n) dieser Losungen ist das lineare Kongruenzsystem
r=€&modm, z=nmodn

nach dem Chinesischen Restsatz eindeutig modulo mn 16sbar. Fiir verschiedene Paare (&;7)
sind die Losungen inkongruent modulo mn. Also gilt of(mn) = of(m) of(n). O

Wegen Satz 4 brauchen nur noch Polynomkongruenzen mit Primzahlpotenzmoduln untersucht
zu werden. Tatsdchlich geniigt es, sich mit Primzahlmoduln zu beschiftigen. Wir bemerken
dazu, daB jede Losung ¢ von f(z) = 0 mod p”*! auch Losung von f(x) = 0 mod pV ist. Ist also
¢ eine Losung von f(z) = 0 mod p”, so ist jede zu ¢ gehorige Losung von f(x) = 0 mod p¥*!
in der Restklasse £ mod p¥ zu finden. Dies fithrt auf die Kongruenz

f(&+tp”) = 0 mod p*!
fiir ¢t. Nun ist

fE+1tp") = an(&+tp")" +--- +a1(§ +1p”) + ao
FO +tp” f(€) mod p”*.

Wegen p” | f(€) bleibt zu lsen

floHt= —Lf) mod p.
p

Dies ist eine lineare Kongruenz mit der Losungsanzahl

1, falls pt f(€)

0, falls p|f'(¢) und pt fsz)
p, falls p| f/(¢) und p| fzgf) .

Damit ist die Strategie klar, wie man von Loésungen von f(z) = 0 mod p” zu denen von
f(z) = 0mod p**! aufsteigt. Es bleiben daher noch Polynomkongruenzen mit Primzahl-
moduln zu losen. Dafiir gibt es kein allgemeines Verfahren.

Beispiel 4. Die Polynomkongruenz z2 + 3z + 2 = 0 mod 72 ist zu lésen.

Wegen 72 = 23 - 32 bestimmen wir die Lésung mod 2% und mod 32 einzeln gemifl Satz 4.

a) Losungen mod 2: 22+ 3z +2=0mod 2 <= =z =0 mod 2 oder z = 1 mod 2
Losungen mod 4: 72 4+ 37 +2 = 0 mod 4 <

=2t 424+6t+2=0mod4 <= t=1mod 2 <= z=2mod 4
2=2t+1: 424+10t+6=0mod4 < t=1mod2 < z =3 mod 4

Losungen mod 8: 22+ 3z +2 = 0 mod 4 <

r=4t+2 16t24+28t+12=0mod8 <= t=1mod 2 < z =6 mod 8
z=4t+3: 16> +36t+20=0mod 8 «—= t=1mod 2 <= z =7 mod 8

Zwischenergebnis: 22 4 3z + 2 = 0 mod 8 hat genau die Lésungen z = 6 mod 8 und
z =7 mod 8.
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b) Losungen mod 3: 22 +3z+2=0mod 3 <= =1 mod 3 oder z = 2 mod 3
Losungen mod 9: 22 + 3z +2 = 0 mod 9 <

r=3t+1: 924+ 15t+6=0mod9 <= t=2mod 3 < z =7mod 9
r=3t+2 92+4+21t+12=0mod9 < t=2mod 3 < z=8mod 9

Zwischenergebnis: 22 4 3z + 2 = 0 mod 9 hat genau die Lésungen z = 7 mod 9 und
z =8 mod 9.

¢) Alle Losungen von x2 + 3z + 2 = 0 mod 72 entstehen durch Kombination aller Lésun-
gen mod 8 mit allen Losungen mod 9. Dies liefert folgende Kongruenzsysteme, die nach
dem Chinesischen Restsatz alle eindeutig 16sbar mod 72 sind:

T D——
i i 22233}‘:’I5—10m0d72;
i i ;Eggg}‘:*$57mod72;
i i 22233}‘:’$5—1m0d72,
Also sind alle Losungen von z? + 3z + 2 = 0 mod 72 gegeben durch z = —1,-2,

7,—10 mod 72.

d) Man hitte sich die ganze Arbeit sparen konnen, wenn man die Zerlegung 22 4+ 3z 4+ 2 =
(z+1)(z +2) verwendet hitte. In Z/72Z ist (x +1)(z +2) = 0 dquivalent dazu, daf} ein
Faktor verschwindet, also x = —1 oder z = —2, oder beide Faktoren sind komplementére
Nullteiler, also x = 7 oder z = —10.

Bemerkung 3. Es sei ¢ € N, f(z) € Z[z], deg f(z) > 0, und a € Z eine Losung von
f(z) = 0 mod g. Dann gibt es ein Polynom g¢(z) € Z[z] mit degg(xz) = —1 + deg f(z) und
f(z) = (z — a)g(z) mod q fiir alle z € Z. Es ist namlich

f(@) = f(a) = an(z" —a") + ... + a1z — a) = (z — a)g(x),

so daf die Differenz f(z) — (z — a)g(z) = f(a) durch g teilbar ist. Etwa gilt in Beispiel 4:
?+3z+2=(z+1)(x+2) =(z—7)(z+10) in Z/727Z.

Satz 5. (Lagrange, 1736 - 1813) Es sei f(z) = ap2” + ... + a1z + a9 € Z[z], p € P und
p 1 a,. Dann hat die Kongruenz f(z) = 0 mod p hochstens n Losungen.

Beweis. Fiur n = 0 ist die Aussage trivial, fiir n = 1 folgt sie aus Satz 1. Wir nehmen an,
die Behauptung trifft fiir n — 1 statt n zu. Es sei a € Z eine Losung von f(z) = 0 mod p. Mit
geeignetem g(z) = a,z" ! +--- € Z[x] gilt nach obiger Bemerkung f(z) = (z — a)g(x) mod p
fiir alle x € Z.Ist nun & € Z eine Losung von f(z) = 0 mod p, so gilt f(§) = (§—a)g(§) mod p,
also (£ —a) = 0 mod p oder g(¢§) = 0 mod p wegen p € P. Die Behauptung folgt aus der
Induktionsannahme. O
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Bemerkung 4. Wie Beispiel 4 zeigt, ist fiir Nichtprimzahlmoduln die Aussage von Satz 5
falsch.

Folgerung 2. Es sei f(z) € Z[z], n = deg f(X) € Ny, p € P, und die Polynomkongruenz
f(z) = 0 mod p habe mehr als n Losungen. Dann sind alle Koeffizienten des Polynoms f ()
durch p teilbar. Das heifit, in (Z/pZ)[z] ist f(z) das Nullpolynom.

Nachweis. Nach Voraussetzung hat f(x) = apz™ + --- + a1z + ap mehr als n Nullstellen in
Z/pZ. Satz b liefert p | a, und a,z™ = 0 mod p fiir alle z. Also hat das Polynom a,, 12"~ +
-++ 4+ ap mehr als n Nullstellen, es folgt p | a1, usw. O

Bemerkung 5. Folgerung 2 ermoglicht einen neuen Beweis der Wilsonschen Kongruenz
p—1!'=—-1modpfirpelP

Nach dem kleinen Fermatschen Satz gilt a?~! = 1 mod p fiir alle a € Z mit p{a. Mit f(z) =
2P~ —1 hat die Kongruenz f(z) = 0 mod p die p—1 Losungen 1,2,... ,p—1 mod p. Dasselbe
trifft auf g(z) = (zr — 1)(z —2)--- (x — (p — 1)) zu. Das Differenzpolynom h(z) = f(z) — g(x)
h(z) = 0 mod p hat einen Grad < p — 1, aber mindestens p — 1 Nullstellen in Z/pZ. Aus
Folgerung 2 kommt speziell p | (f(0) —g(0)), also (p —1)! = (—1)? mod p. Beachtet man noch
(—1)? = —1 mod p fiir alle p € P, so folgt (p — 1)! = —1 mod p.



Kapitel 5

Quadratische Kongruenzen

Das Hauptergebnis dieses Kapitels ist das von Gaufl 1796 (im Alter von 19 Jahren) bewiesene
quadratische Reziprozititsgesetz.

5.1 Das Legendre-Symbol

Die allgemeine quadratische Kongruenz
Az? + Bz + C =0 mod ¢

mit A, B,C € Z, q € Nist nach Kapitel 4, Satz 4, d4quivalent zu dem System der quadratischen
Kongruenzen
Az? + Bz + C = 0 mod p” " lq)-

Dabei steht p”||q fiir p” | ¢ und p**! { q. Jede Losung mod p” ist auch Loésung mod p, und in
Kapitel 4 wurde gezeigt, wie man von Losungen mod p zu solchen mod p?, p?,... aufsteigt
(wenn moglich). Daher geniigt es, quadratische Kongruenzen

Az? + Bz 4+ C = 0 mod p

mit Primzahlmoduln p zu untersuchen. Dabei darf p # 2 vorausgesetzt werden, da die Losbar-
keit fiir p = 2 durch triviales Probieren zu testen ist. Ferner darf p t A angenommen werden,
da die Kongruenz sonst linear ist. Nach dem kleinen Fermatschen Satz ist AP~! = 1 mod p,
und bei Durchmultiplikation der quadratischen Kongrenz mit AP~2 sieht man, dal A = 1
vorausgesetzt werden darf. Wegen B = B + p mod p fiir jede ungerade Primzahl p darf B
als gerade angenommen werden. Mit gewissen Koeffizienten b,c € Z hat man also die qua-
dratische Kongruenz z? + 2bz + ¢ = 0 mod p zu untersuchen, also (z + b)? = b*> — ¢ mod p.
Schreibt man darin a statt > — ¢ und  statt  + b, so bleibt

(1) 22 = a mod p

29
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zu behandeln. Fiir p | ¢ hat man als triviale Losung genau die Restklasse 0 mod p. Ist die
Kongruenz fiir p 1 a 16sbar, so gibt es genau zwei inkongruente Losungen mod p. Wir fassen
zusammen:

Bemerkung 1. Das Problem der Losbarkeit quadratischer Kongruenzen ist reduziert auf
die Losbarkeit von (1) mit 2 # p € P und a € Z. Im Fall p | a gibt es genau eine Losung,
nédmlich 0 mod p. Im Fall p { a besitzt die Kongruenz (1) entweder keine oder genau zwei
mod p inkongruente Lésungen.

Definition. Essei2 #p € P, pta € Z. Ist (1) 16sbar, so heilt a quadratischer Rest (R)
modulo p, andernfalls quadratischer Nichtrest (N) modulo p. Fiir 2 # p € P und a € Z ist das

Legendre-Symbol (2) (gelesen: a nach p) erklirt durch
p
0, falls p| a
(%) = 1, falls a quadratischer Rest mod p

—1, falls a quadratischer Nichtrest mod p.

Das Problem der Losbarkeit von (1) ist also Aquivalent zur Bestimmung des Legendre-Symbols

(g>. Wir notieren die triviale
b

Folgerung 1. Essei2 #peP.

a) Jede Quadratzahl m? mit p{m € Z ist quadratischer Rest modulo p:
2

(%) =1firptmeZ.

b)  Das Legendre-Symbol nach p ist eine p-periodische Funktion:

(g) = (g) fir a = b mod p.

mait 1. (5)=1.(3) - (D= ()= (=)
Satz 1. Fiir 2 # p € P gelten die folgenden Aussagen.

a) Es gibt ebensoviele quadratische Reste wie Nichtreste modulo p.

b)  Die samtlichen quadratischen Reste modulo p werden reprisentiert durch die Zahlen
m? mitmENmitlSmSp—;l.

Beweis. a) Wegen Folgerung 1a) sind die Zahlen m? mit 1 < m < ’%1 quadratische Reste
modulo p. Sie sind paarweise inkongruent modulo p, denn aus A\? = 2 mod p folgt p | (A — )
oder p | (A4 p). Wegen 1 < XA+ p < p entfillt die zweite Moglichkeit, und aus |A — p| < p
folgt A = p.

b) Zu zeigen bleibt, dafl es keine weiteren quadratischen Reste modulo p gibt. Sidmtliche
quadratischen Reste modulo p sind unter den Restklassen m? mod p mit 1 < m < p — 1.
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Wegen v? = (p — v)? mod p kann es nur héchstens p—gl quadratische Reste modulo p geben,
und die Behauptung folgt aus a). |

Satz 2. Es besteht das Eulersche Kriterium: Fiir 2 # p € P gilt

a p—1

(5> =a 2 modp.

Beweis. Fiir p | a ist die Behauptung offenbar richtig. Es sei nun p 1 a. Wir unterscheiden
zwei Fille.

a) (2) = 1: Dann existiert ein ¢ € Z mit £ = a mod p, und der kleine Fermatsche Satz
p
liefert wegen p 1 ¢

p—1

a2 =& 1 =1 modp.

b) (g) = —1: Der kleine Fermatsche Satz liefert p | (a?~ ! — 1), also p | (ap_;1 — 1) oder

D | (a% + 1). Im letzten Fall folgt a"7 = —1mod p und daraus die Behauptung. Zu zeigen
bleibt, dal der erste Fall unméglich ist. Angenommen, es gilt doch p | (ap_;1 — 1). Dann
hat die Kongruenz s =1 mod p die Losungen 12, 22, ..., (p—gl)Q. Diese Zahlen sind
paarweise inkongruent modulo p. Auflerdem ist a eine Losung der obigen Kongruenz. Da a

quadratischer Nichtrest modulo p ist, haben wir damit ’%1 paarweise inkongruente Losungen

von z"% = 1 mod p. Dies widerspricht dem Satz von Lagrange (Kapitel 4, Satz 5). O
. .. (ab a\ /b

Satz 3. Fiir 2 # p € P und alle a,b € Z gilt (—) = (—) (—); das Legendre-Symbol nach
p p/\p

p ist also eine vollstdndig multiplikative Funktion.

Beweis. Das Euler-Kriterium liefert
—1 _ _
(a_b) = (ab)pT — o = (E) (é> mod p.
p p
Es folgt

(5 -6)G)

Dabei ist der Betrag der rechten Seite < 2, wegen p > 2 also Null, und die Kongruenz modulo
p geht in Gleichheit {iber. O

Folgerung 2. Reste und Nichtreste modulo p geniigen dem Multiplikationsschema
R xR=NxN=R und R xN=N xR=N.
Die Bestimmung von (E) braucht nur durchgefithrt zu werden fiir a = —1, ¢ = 2 und

a = q € P mit ungeraden Primzahlen p # q.

Nachweis. Die Behauptungen folgen aus Satz 3. O
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5.2 Die Erginzungssitze und das Gauflsche Lemma

-1 -
Satz 4. (1. Erginzungssatz) Fir 2 # p € P gilt (—) = (—1)%.
p

-1 _
Beweis. Das Euler-Kriterium liefert (—) = (—1)% mod p, woraus wie bei Satz 3 die
p

Behauptung folgt. O

Folgerung 3. Die Kongruenz 22 + 1 = 0 mod p ist lésbar genau fiir die Primzahlen p = 2
und p = 1 mod 4.

Folgerung 4. Es gibt unendlich viele Primzahlen p = 1 mod 4.

Nachweis. Fuklids Idee it sich modifizieren: Angenommen, es sind pq, ... ,p, sidmtliche
Primzahlen = 1 mod 4. Die Zahl

n=2p-...-pp)2+1>1

besitzt einen Primteiler p. Offenbar gilt p ¢ {2,p1,... ,pr}. Es folgt p = 3 mod 4 im Wider-
spruch zu Folgerung 3. O

Satz 5. (Gausssches Lemma) Essei 2 # p € Pund pt{a € Z. Es bezeichne v die Anzahl

der Zahlen 1a, 2a, ..., ’%1 a, deren absolut kleinster Rest modulo p negativ ist. Dann gilt

Beweis. Die absolut kleinsten primen Reste modulo p sind die p—1 Zahlen +1, £2, ... | j:p—;l .
Sie bilden ein primes Restsystem modulo p. Die absolut kleinsten Reste modulo p der Zahlen

la, 2a, ..., ’%1 a seien, gegebenenfalls in anderer Reihenfolge,

o0 ! i . li p—1
=Ly T2y ey =Ty T1y Ty eee s Ty (0 <r, r; < B57)

mit v+ A = ”Tl . Sie besitzen die Eigenschaften

i#j = r;#rjmodp,
i#j = r;#7r;modp,
i,j>1 = r;#r;modp.

Nur die letzte Figenschaft ist nichttrivial. Sie wird indirekt gezeigt: Angenommen, es gilt doch
- mod p fiir gewisse 4, j. Dann folgt p —r; + 7} = 0 mod p. Die Zahlen p —r; und r} sind
Reste von verschiedenen Vielfachen ga und oa mod p. Das heifit, es gilt p | (0 + 0)a, wegen

ptaalsop| (o+ o). Das ist wegen 1 < ¢+ 0 < p unméglich.

rN=r

Damit ist gezeigt: Die p_;l Zahlen r; , r;. bilden eine Permutation der Zahlen 1, ... ,p—gl . Es
folgt
A (p_l)g
2
und weiter
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Das ergibt
a? =(-1)" modp,

mit dem Euler-Kriterium also

(g> = (—1)" mod p,
p
woraus die Behauptung folgt. O

Eine erste Anwendung des Gaufischen Lemmas ist der

2
Satz 6. (2. Erginzungssatz) Fir 2 # p € P gilt (—) =(-1) s
p

Beweis. Wir setzen a = 2 im Gaufischen Lemma und miissen die negativen unter den absolut
kleinsten Resten modulo p der Zahlen 2,4,... ,p — 1 abzihlen. Man sieht sofort \ = [%],
also

_p—1 p-1

=51

Zu zeigen bleibt: p—gl - [%] = ’% mod 2.

Fiir p =1 mod 4, also p = 4k + 1 mit k£ € N folgt
2

1 1 _
pT—[pT]:kundp — 92+ k =k mod 2.
Fiir p = —1 mod 4, also p = 4k — 1 mit k € N folgt
_ _ 2 _
p—l—[p—l]:kundp L 9k k= kmod 2.
2 4
Damit ist Satz 6 bewiesen. O

Bemerkung 2. Nur eine andere Formulierung von Satz 6 ist

(2) 1 fir p =41 mod 8
] -1 fiir p =43 mod 8.

Die quadratische Kongruenz 2 = 2 mod p ist also lésbar genau fiir die Primzahlen p = 2 und
p ==1mod 8.

Folgerung 5. (Euler) Es seien p = 3 mod 4 und ¢ = 2p+ 1 Primzahlen. Dann gilt 2P —1 =
0 mod ¢. Insbesondere ist 2 — 1 nicht Primzahl, wenn ¢ = 2p + 1 € P mit einer Primzahl
p > 3 besteht.

2
Nachweis. Es gilt ¢ = 7 mod 8, infolge Satz 6 also (—) = 1. Das Euler-Kriterium liefert

q
2 _
1= (—) =9 =9or mod gq,
q
wie behauptet. Der Zusatz kommt aus 2P — 1 > 2p + 1 = ¢ fiir p > 3, so dafl ¢ dann echter
Teiler von 2P — 1 ist. O

Beispiel 2. Die Mersenneschen Zahlen 2! — 1, 223 — 1 sind nicht prim, denn 23 | 2! — 1
und 47 | 22 — 1.
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5.3 Das quadratische Reziprozititsgesetz

Satz 7. (Quadratisches Reziprozititsgesetz) Fiir ungerade Primzahlen p # ¢ gilt
Q) (8) N
() (5) =6

Beweis. Wir setzen p = 2k+1, ¢ = 2/+ 1 und bestimmen (2) mit dem Gauflschen Lemma.

p
Zu betrachten sind die Zahlen 1q,2q,... ,kq. Fir 1 < & < k gilt kg = [%]p + 0, mit
1 < ok < p— 1. Summation ergibt

k k

Die Betrige |rg| der absolut kleinsten r, = g, mod p durchlaufen die Zahlen von 1 bis k. Es
sei wieder v die Anzahl der negativen unter den r,. Dann gilt

k k
ZQ,@:VP‘FZT’K,
k=1

k=1

also

k k
q@zpz {%}—l-up—i-Zr,ﬁ.

k=1 k=1
Nach dem Gauflschen Lemma gilt (Q) = (—1)", und es kommt nur darauf an zu entscheiden,

ob v gerade oder ungerade ist. Daher braucht die obige Gleichung nur modulo 2 ausgewertet
zu werden. Wegen z = —z mod 2 fiir jedes x € Z folgt

k k
k(k2+1) EZ [%]+V+Z|m|mod2.

k=1 Kr=1

Darin hat die letzte Summe den Wert —k(k; D!

v= Z [ﬂ} mod 2.

k=1 p

, und es kommt

(—1)7 folgt analog

s
=
=]
/N
ISH ]
N———
I

0
o

A
/\231 [?p} mod 2.

Demnach ist Satz 7 vollstindig bewiesen, wenn gezeigt wird, dafl v + ¢ = k¢ mod 2 besteht,

also
Zk [@MZZ 2] — kg moa 2
q = mo .

k=1 p A=1
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Wir zeigen sogar

(2) R e

k=1 /\1|:q:| .

Dazu betrachten wir die Zahlen kg — Ap mit 1 < x < k und 1 < X\ < /. Es sind k¢ paarweise

verschiedene Zahlen # 0. Wir ziihlen die positiven unter ihnen ab: Bei festem « sind es genau

[%], insgesamt ist also genau

> [

Wir zihlen die negativen unter ihnen ab: Es sind genau

> [
A=1 q
Addition ergibt die Restbehauptung (2). Damit ist Satz 7 bewiesen. 0

Beispiel 3. Ist die Kongruenz z? = 300 mod 101 lésbar?
Es gilt

(3909 - (2) (290 (2) = oy (10 - (M0 (2 -,

die Kongruenz z? = 300 mod 101 ist also unlésbar.

Beispiel 4. Fiir welche Primzahlen ist 22 = 3 mod p 16sbar?

3
Fiir p = 2 und p = 3 ist die Losbarkeit trivial. Fiir p > 3 heift Losbarkeit (—) — 1. Das

p
quadratische Reziprozititsgesetz liefert

Wir unterscheiden zwei Fille:

Es ist (g) =1 und (—1)% = 1 dquivalent zu p = 1 mod 3 und p = 1 mod 4, also zu p =
1 mod 12; es ist (g) = —1und (—1)% = —1 4quivalent zup = —1 mod 3 und p = —1 mod 4,
also zu p = —1 mod 12. Insgesamt ist 22 = 3 mod p ist losbar genau fiir die Primzahlen p = 2,
p=3 und p = £1 mod 12.

Leicht zu sehen ist damit, daB 22 = 3 mod p* mit 1 < k € N losbar genau fiir die Primzahlen
p = +1 mod 12 ist.

Bemerkung 3. Fiir k € N, a € Z und p € P mit p { 2a ist 22 = a mod p* 16sbar genau
dann, wenn (2) =1 gilt.
p
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Kapitel 6

Summen von Quadraten

Das Ziel dieses Kapitels ist die multiplikative Charakterisierung der natiirlichen Zahlen, die
eine Darstellung als Summe von hochstens zwei Quadratzahlen besitzen, sowie der Nachweis,
daB jede natiirliche Zahl eine Summe von héchstens vier Quadratzahlen ist.

6.1 Summen von zwei Quadraten

Fiir festes k € N setzen wir
Qr = {n €N: es existieren ny,... ,np € Ny mit n=n?+...+n}}.

Offenbar gilt Q1 C Q2 C Q3 C Q1 C ... wegen 2 € Q2 \ Q1,3 € Q3\ Q2 und 7€ Q4 \ Q3.
Hier wird Q2 charakterisiert. Fine wichtige multiplikative Eigenschaft enthélt

Lemma 1. Aus m,n € @)y folgt mn € ().
Beweis. Es gilt, wie man leicht direkt verifiziert,
(a® +b*)(c* 4 d*) = (ac + bd)? + (ad — bc)?.

Aufschlufireicher ist der komplexe Beweis. Es gilt ndmlich (a—bi)(c+di) = (ac+bd)+i(ad—be),
und die Norm N(z) := |z|? = 2Z hat die Eigenschaft N(zw) = N(z)N(w). Daraus folgt die
Behauptung. O

Wir untersuchen, welche Primzahlen in Q)2 liegen.
Lemma 2. Es gilt 2 € Q2 sowie p € Q) fiir alle p € P mit p =1 mod 4.

Beweis. Klar ist 12 + 12 =2 € Q,. Fiir p € P, p = 1 mod 4, ist die Kongruenz 22 + 1 =
0 mod p 16sbar durch ein € N mit 1 <z < §. Erst recht ist 2?2 +y? = 0 mod p lésbar durch
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ein Paar (z,y) € N* mit 1 <,y < §. Es sei jetzt (9, yo) ein Losungspaar derart, daf

p
(1) x5 +yg = mop (1§x03y0<§)

mit minimalen mg € N besteht. Dann sind z(, yo teilerfremd, und es gilt 1 < my < p. Wir
zeigen my = 1.

Angenommen, es gilt my > 1. Division von zg, yo durch mg mit kleinstem Absolutrest liefert
die Existenz von A, p € Ny mit

mo
To = Amgy +T1, Yo = umo+ iy (|$1|7|y1|§7)-

Es gilt 22 4+ y? > 0, denn aus z1 = y; = 0 folgt myg | (70, yo) = 1, also schon my = 1 entgegen
der Annahme. Wir haben damit 0 < 22 + y? = 22 + y2 = 0 mod my oder

(2) 3 4+ yi = mimy (0 < my <my).

Multiplikation von (1) und (2) ergibt mim3p = (23 + y2)(2? + y?). Mit der Zerlegungsformel
aus Lemma 1 geht dies iiber in

(3) mimgp = (vor1 + yoy1)? + (Toy1 — z10)>.

Dabei gilt
zo%1 + Yoy1 = o(x0 — Amo) + yo(yo — wmo) = mo(p — Azo — pyo) = mo 22,
oY1 — 1Yo = To(Yo — pmo) — yo(xo — Amg) = mo(Ayo — pxo) = mo Y2,

und aus (3) entsteht
mip =3+ y;

mit 0 < my < mg. Das ist der Widerspruch zur Minimalitit von mg. Es folgt mg = 1, und
Lemma 2 ist vollstindig bewiesen. O

Lemma. 3. Essein € Q2 und p”||n mit p € P, p =3 mod 4, v € N. Dann gilt 2 | v.

Beweis. Jedes n € Qg 1aBt sich in der Form n = m?(a? + b%) mit teilerfremden a,b € Ny
schreiben. Wir zeigen p { (a? + b%), woraus p”||m? und weiter 2 | v folgt.

Angenommen, es gilt doch a?+b? = 0 mod p. Wegen (a,b) = 1 folgt p { b. Also existiert b’ € N
mit b’ = 1 mod p, also (ab’)? + 1 = 0 mod p. Das heiBt, daf§ die Kongruenz 2> = —1 mod p

-1

l6sbar ist entgegen (—) = —1 fiir Primzahlen p = 3 mod 4. O
p

Zusammenfassung der drei Lemmata ergibt den

Satz 1. (Fermat) Eine natiirliche Zahl ist genau dann Summe von héchstens zwei Qua-
dratzahlen, wenn ihre Primteiler p = 3 mod 4 in gerader Multiplizitét in ihr aufgehen.

Bemerkung 1. Esgilt Qs = {km? €N:p|k = p =2 oder p=1mod 4}.
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6.2 Summen von vier Quadraten

Man sieht leicht, daf keine Zahl der Form 4*(8%k4-7) mit A\, k € Ny in Q3 liegt. Dal umgekehrt
@3 aus allen anderen natiirlichen Zahlen besteht, ist schwieriger zu beweisen. Es werden dazu
Kenntnisse aus der Theorie der terndren quadratischen Formen benétigt. Eine Lemma 1
entsprechende multiplikative Charakterisierung von )3 gibt es nicht, wie das Bespiel der
Zahlen 3,5 € Q)3 zeigt; es gilt 15 & Q3 . Der Vier-Quadrate-Satz von Lagrange besagt )4 = N:

Satz 2. (Lagrange) Jede natiirliche Zahl ist Summe von hochstens vier Quadratzahlen.

Bemerkung 2. Zusammen mit Q3 # Q4 liefert Satz 2 die Lésung des Waringschen Pro-
blems fiir Quadratzahlen. Es gilt ¢g(2) = 4 (vgl. Beispiel 7 aus Kapitel 1).

Zum Beweis von Satz 2 benottigen wir eine multiplikative Charakterisierung von (4 .
Lemma 4. Aus m,n € Q4 folgt mn € Q4.
Beweis. Es besteht die Eulersche Identitét

(4) (21 + 33 +a3+23) (YT + s + Y5+ i) =27 + 25 + 25 + 23

21 = T1Y1 + T2y2 + T3Y3 + T4y
22 = T1Y2 — T2Y1 — T3Y4 — T4Y3
23 = T1Y3 + T2Y4 — T3Y1 — T4Y2
Z4 = T1Y4 — T2Y3 + T3Y2 — Tay1-
Diese Identitdt 148t sich direkt verifizieren, aber wie kommt man darauf? Hierzu ist etwas

Algebra niitzlich: Der Quaternionenschiefkérper H (nach Hamilton, 1805 - 1865, der ihn zuerst
systematisch untersuchte) entsteht aus R durch Adjunktion von i, j, k mit

PP=2=k=-1; ij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik.
In
H:{x1+$2’i+$3j+$4kilﬁ1,x2,x3,x4ER}

148t sich mit der Addition wie in R* und der Multiplikation gemiB obigen Regeln verniinftig
rechnen. Man addiert komponentenweise und multipliziert geméifl

(1 — 2ot — w3] — w4k) (Y1 + yoi + y3j + yak) = 21 + 200 + 235 + 24k

mit den Zahlen z;, 29, z3, 24 € R aus (5). Die Multiplikation ist offenbar nicht kommutativ.
Die Existenz von (H, +, -) ergibt sich konstruktiv aus der Existenz von R*. Setzt man die
zu X = x1 + z21 + z3j + x4k konjugierte Zahl X durch

X:xl—xzi—xgj—:mk

fest, so folgt XX = XX = 2? + 23 + 23 + 22 € R. Das Produkt N(X) := X_Y_nennt man
die Norm von X. Sie ist multiplikativ, N(XY) = N(X)N(Y), was aus XY = X Y folgt. Die
Beziehungen (4) und (5) lauten dann kiirzer N(X)N(Y) = N(Z) mit Z = X Y. 0
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Die zahlentheoretische Konsequenz von Lemma 4 besteht darin, dafl zum vollstindigen Beweis
von Satz 2 nur noch gezeigt werden muf, daf} jede Primzahl eine Darstellung als Summe von
hochstens vier Quadratzahlen besitzt. Aus Lemma 2 wissen wir das schon fiir p = 2 und
p =1 mod 4. Es bringt aber keinen Vorteil, nur die Primzahlen p = 3 mod 4 zu betrachten.

Beweis von Satz 2. Wegen Lemma 4 geniigt es, p € (4 fiir alle ungeraden p € PP zu zeigen.

a) Wir zeigen zuerst die Existenz von =,y € Ny mit 0 < z,y < & und

2 +y> +1=0mod p.

Denn die ’%1 Zahlen z2 mit 0 < z < p_;l sind paarweise inkongruent modp, und die ’%1

Zahlen —y?—1mit 0 < p < p—gl sind auch paarweise inkongruent mod p. Von diesen insgesamt
p+1 Zahlen fallen wenigstens zwei in dieselbe Restklasse mod p. Damit folgt die Existenz von
z,y mit 0 <z < ’%1 und 22 = —1 — 32 mod p.

b) Wegen a) existieren Zahlen x, x2, x3, x4 € Z mit |z, | < &, so daf§ gilt
(6) o+ ai a4t =mop

mit minimalem mg € N. Dann besteht 1 < mg < p sowie (1, z2, x3, 24) = 1.

¢) Wir zeigen nun mg = 1. Angenommen, es gilt mg > 1. Aus (6) folgt speziell
z3 4 23 + x5 + 25 = 0 mod my,

und hierin sind wegen (x1, z2, 3, 24) = 1 < mg nicht alle 2, durch my teilbar. Division von
x,, mit kleinstem Absolutrest durch my liefert die Existenz von Zahlen A\, € Ny und y, € Z

mit

mo

5 -

Es folgt 0 < y? + 3 +y3 +y3 = 2% + 23 + 23 + 22 = 0 mod my oder

Ty = >\um0 +Yu, |yu| <

(7) y%+y%+y§+yi:mom1 mit 0<m; <myg.

Wir schlieBen m; = mg aus: In diesem Fall gilt namlich |yi1| = |yo| = |ys3| = |ya| =
insbesondere 2 | mg und z, = (2), = 1) 5* . Einsetzen in (6) ergibt

2

% (@M E£1)2+ 2 £ 1)+ (2A3 £1)* + (A £ 1)%) =mgp
oder .
? 5 (@0 =+ 1?4+ (2A2 £1)” + (A3 £1)° + (204 £1)%) =p.

Wegen p € P folgt mg = 2. Deshalb sind alle z,, ungerade. Aus (6), also x? + 23 +x§ +x2 = 2p,

kommt aber
:1:1+m2)2 (I1—!B2>2 (:1:3+m4)2 ($3—:1:4>2_
( 2 A 2 A -

Dies widerspricht der Minimalitit von mg. Es folgt daher my < mg, wie behauptet. Multi-
plikation der Gleichungen (6) und (7) ergibt

mimip = (z7 + 25+ 23 +23) (U] +y3 + Y5 +yi) =27 +25 + 23 + 2
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mit den Zahlen 2, aus (5). Wir werden nachrechnen, daf} jede der Zahlen 2, durch mg teilbar
ist. Dann gilt also z, = mpt, mit ¢, € Z, und es folgt

myp = t5 + 15+ 13 + 3.

Dies widerspricht der Minimalitdt von mg > 1. Es gilt also mp = 1 in (6), und Satz 2 ist
nachgewiesen. Die letzte Rechenaufgabe ist rasch erledigt: Aus den Gleichungen (5), (6), (7)
kommt

21 = 2% + x5 + 23 + 25 = 0 mod my
29 = x1X9 — Tox1 — L3T4 + x4x3 = 0 mod my
23 = T1%3 + ToT4 — T3x1 — T4T9 = 0 mod my

24 = 1124 — Tox3 + 23T9 — £421 = 0 mod my.
Od

Bemerkung 4. Die vorstehenden Beweise der Sdtze 1 und 2 sind &hnlich. Sie beruhen
beide auf der von Fermat entwickelten ,Methode des Abstiegs“. Es gibt inzwischen andere
Beweismethoden fiir den Kern der beiden Sétze, dal ndmlich jede Primzahl = 1 mod 4 Summe
von zwei Quadraten und jede Primzahl = 3 mod 4 Summe von vier Quadraten ist.
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Kapitel 7

Arithmetische Funktionen

In diesem Kapitel wird die arithmetische Struktur komplexwertiger Folgen erortert.

7.1 Die Dirichletsche Faltung

Definition. Jede Folge f : N — C heifit arithmetische Funktion. Thre Menge wird mit F
bezeichnet. Auf F sind die linearen Operationen fiir f,g € F und A € C wie iiblich punktweise
durch

(f +9)(n) = f(n) +g(n) uwnd (Af)(n)=Arf(n)
und die Dirichletsche Faltung * durch

(fxg)n)= D fldgm) (neN)
d,meN
dm=n

erklart.

Hinsichtlich der linearen Operationen bildet F ersichtlich einen C-linearen Raum (komplexen
Vektorraum). Hinsichtlich der Addition und der Dirichletschen Faltung als multiplikativer
Verkniipfung ist F ein Integritédtsbereich, also ein kommutativer nullteilerfreier Ring mit
Einselement € € F,

1 firn=1

e(n) = { (n € N).

0 sonst

Die Nullteilerfreiheit sieht man so: Aus f(a) # 0 und g(b) # 0 mit minimalen Zahlen a,b € N
folgt (f * g)(ab) = f(a) g(b) # 0. Diese Eigenschaften fafit der folgende Satz zusammen.

Satz 1. Unter den linearen Operationen und der Dirichletschen Faltung bildet F eine kom-
mutative C-Algebra mit Fins.
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Es stellt sich die Frage nach der multiplikativen Gruppe F* von F; sie besteht aus den
beziiglich der Dirichletschen Faltung invertierbaren Elementen von F.

Satz 2. Die multiplikative Gruppe von F ist F* = {f € F : f(1) # 0}.

Beweis. Nach Definition enthélt F* genau solche f € F, zu denen es ein ¢ € F mit fxg =¢
gibt. Das heif}t
1 firn=1
> s~y

AN sonst.

dm=n
Dies ist ein unendliches lineares Gleichungssystem fiir die Werte von g auf N. Es ist eindeutig
losbar genau fiir f(1) # 0, nidmlich durch

ﬁ fir n=1
gln) =q __1_ > f(d) g(m) sonst.
O
m<n

Wegen (f * g)(1) = f(1)g(1) ist F* auch abgeschlossen unter der Dirichletschen Faltung,
insgesamt also Gruppe. O

Das faltungsinverse Element von f € F* wird fortan mit f~! bezeichnet. Die Rekursionsglei-
chung fiir f~! fiihrt im allgemeinen nicht zu einer expliziten Formel fiir die Werte f~!(n).

Eine andere multiplikative Verkniipfung auf F ist das punktweise Produkt fg € F von
f,g € F. Diese Operation macht zusammen mit der punktweisen Addition aus F einen nicht
nullteilerfreien kommutativen Ring mit Einselement 1 € F, definiert durch 1(n) = 1 fiir alle
n € N. Dessen multiplikative Gruppe ist die Menge der f € F mit f(n) # 0 fir alle n € N.

Als einfache gruppentheoretische Konsequenz von Satz 2 notieren wir

Folgerung 1. Es seien f,g € F und h € F*. Dann sind die Beziehungen f = ¢g x h und
g = f + h~! dquivalent.

Folgerung 2. Es seien F,G : [1,00) — C und h € F*. Dann sind dquivalent:

() Flz)=3 hd) G(S) fiir alle 2> 1,
d<zx

(i)  Glz) =3 r'(d) F(g) fiir alle > 1.
d<z

Nachweis. Es geniigt zu zeigen, daf (ii) aus (i) folgt. Dazu rechnen wir nach,

St r() =X ¥ neme(g) = 3o
d<z

d<z m<z/d dm<z
= Z ( Z h~(d) h(m)) G(%) = Z G(%) =G(z),
n<e N dm=n n<wz

wie in (ii) behauptet. O
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7.2 Additive und multiplikative Funktionen

Von besonderem Interesse sind arithmetische Funktionen, die zusétzliche additive oder mul-
tiplikative Eigenschaften aufweisen und oft vorkommen.

Definition. Funktionen f € F heiflen additiv, wenn gilt

(1) f(mn) = f(m)+ f(n) fiir alle teilerfremden m,n € N.
Funktionen f € F* heiflen multiplikativ, wenn gilt

(2) f(mn) = f(m) f(n) fiir alle teilerfremden m,n € N.

Die Mengen der additiven und der multiplikativen Funktionen werden mit 4 bzw. mit M
bezeichnet. Gelten die Gleichungen (1) bzw. (2) sogar fiir alle m,n € N, so heiflen f € F
bzw. f € F* vollstindig additiv bzw. vollstindig multiplikativ.

Beispiel 1. Es sei w(n) die Anzahl der verschiedenen Primteiler, Q(n) die Anzahl der Prim-
faktoren und logn der natiirliche Logarithmus von n € N. Dann gilt w,{2,log € A, insbe-
sondere sind €2, log und die Nullfunktion 0 mit 0(n) = 0 fiir alle n € N sogar vollstindig
additiv.

Beispiel 2. Es sei 7(n) die Anzahl der natiirlichen Teiler, o(n) die Summe der natiirlichen
Teiler von n € N und ¢(n) die Anzahl der primen Restklassen mod n. Dann gilt 7,0, € M.
Mit a € R sei I* € F erklirt durch I%(n) = n® fiir alle n € N. Dann sind 1%, 1 = I°, T = T*,
e € M sogar vollstdndig multiplikativ.

Folgerung 3. Additive und multiplikative Funktionen besitzen folgende Eigenschaften.

a) Jedes f € AUM ist durch die Werte f(p”) auf der Menge P* = {p” : p € P,v € N} der
Primzahlpotenzen schon eindeutig bestimmt. Ist f vollstindig additiv oder vollstindig
multiplikativ, so ist f schon durch die Werte f(p) auf P festgelegt.

b) Esgilt f € M genau dann, wenn f # 0 und (2) gilt, und dieses ist wieder genau dann
der Fall, wenn f(1) =1 und (2) gilt.

¢) Aus f e Afolgt f(1) =0, und es gilt ef € M.

Nachweis. a) Ist n = p{*---plr mit paarweise verschiedenen p, € P und v, € N die kanoni-
sche Darstellung von n € N, so folgt

fn) =" flpe),  falls f € A,
o=1
f) =T[ fer),  falls f e M.
o=1
Bei vollstdndig additiven bzw. vollstindig multiplikativen Funtionen f gilt noch f(p*) = v f(p)

bzw. f(p”) = f*(p).
b) Aus f € M folgt f # 0 und aus f(n) # 0 fiir ein n € N weiter (f(1) — 1) f(n) =0, also
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f(1)=1.
c) Aus f € A kommt f(1) = f(1) + f(1) und daraus f(1) = 0. Fiir teilerfremde m,n € N
folgt

(e ) (mn) = /") = /(M)FTI() — F(m) F () — (F)(m) (ef)(n),

wie behauptet. O

Satz 3. Die Klasse A ist Unterraum von F beziiglich der linearen Operationen. Die Klasse
M ist Untergruppe von F* beziiglich der Dirichletschen Faltung.

Beweis. Die Aussage iiber A ist trivial. Wegen Satz 2 bleibt zu zeigen, dafi M unter der
Faltung abgeschlossen ist und daf mit f auch f~! in M liegt.

a) Fiir teilerfremde m,n € N hat jeder Teiler d € N von mn eine eindeutige Darstellung der
Form d = ab mit a,b € N, a | n und b | m. Es gelten (a,b) =1, (2, 2) = 1. Damit folgt fiir
fgeM

(frg)mn) = 3" f@g(ZF) = D flab)g(=7)

dlmn alm,b|n

= f@g(Z) Y B g(Z) = (f x9)m) (f + 9)(n).
bln

alm

b) Zu f € M existiert f~! € F*. Damit definieren wir eine multiplikative Funktion ¢ € M
durch

g@) =710 (@ eP)
und multiplikative Fortsetzung auf N. Dann ist geméf a) auch f * g € M, und fiir p* € P*
gilt
v

(P9 = 1@ o(Z) =3 s () =<0,

d|p¥ dlp”
Es folgt f x g = ¢ auf P* und, da beide Seiten dieser Gleichung multiplikative Funktionen
sind, fxg=caufN, also f7!l =g M. O
Folgerung 4. Aus h = fxg e M folgt f,g € M oder f,g ¢ M.
Nachweis. Aus h € M und etwa f € M kommt mit Satz 3 sofort g =h* f~' € M. O

Es ist offensichtlich, dal A die multiplikative Struktur von F nicht aufweist und dafl bei M
die lineare Struktur von F verloren geht.
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7.3 Beispiele und Anwendungen

Definition. Essei « € R und 1 < k € N. Die Teilersummenfunktionen o, die Teilerfunk-
tionen 75, und die Mobiusfunktion x4 (Mébius, 1790 - 1868) sind erkldrt durch

o =1x1%
T =1%---%1 mit k£ Faktoren 1,

W= 1L

Folgerung 5. Die oben erklirten Funktionen sind alle multiplikativ. Speziell gilt 5 = 7,
o1 = 0 sowie

T(n)zz 1= H (v +1);
dln

p¥[In

U(”):Zd: H I+p+---+p");
dn

p”||n

(n) (=1)"  fir n=p;---p, mit paarweise verschiedenen p, € P
n)=
s 0 sonst.

Nachweis. Die Funktionen sind als Faltungsprodukte oder Faltungsinverse multiplikativer
Funktionen ebenfalls multiplikativ. Die Produktdarstellungen rechnet man mit 7(p¥) = v + 1
und o(p”) = 1 +p + p? + --- + p¥ nach. Fiir die Mébiusfunktion folgt aus 1 * 1 = € an den
Primzahlpotenzstellen p” € P* mit v > 2

(1 *1)(p) =1+ p(p) =0,
(D)) =Y u(d) = (14 u(p) + p®) + - + u@”) =0,
dlp”

woraus die Behauptung iiber die Werte p(p”) kommt. O

Bemerkung 1. In den Folgerungen 1 und 2 wird oft vorausgesetzt, dafl h € M vollstindig
multiplikativ ist. Der Vorteil besteht darin, daf in diesem Fall h~! = p h gilt, denn

(nhxh)(n) = Y p(d) h(d)h(m) = h(n) Y p(d) = h(n)e(n) = e(n).
dm=n dm=n

In diesem Spezialfall erhalten die Folgerungen ein etwas einfacheres Aussehen. Die Aquiva-
lenz der resultierenden Gleichungen f = g* h und g = f * 4 h nennt man auch 1. Mobiussche
Umkehrformel, und die entsprechende Aquivalenz aus Folgerung 2 wird 2. Mobiussche Um-
kehrformel genannt. Zumeist findet man den Fall o = 1, also b~ = p.

Satz 4. Fiir die Eulerfunktion ¢ gilt o = p * I.

Beweis. Die Gleichungen ¢ = p* I und ¢ * 1 = I sind dquivalent. Letztere besagt
Z o(d) =n  fiir alle n € N.
d|n

Dies ist die Aussage von Satz 7 aus Kapitel 3. O
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Folgerung 6. Es gilt

@(n):nz#:nﬂ(l—p%) (n € N).

dn pln

Nachweis. Die erste Gleichung kommt aus Satz 4. Die rechte Seite der zweiten Gleichung ist
eine multiplikative Funktion von n. An Primzahlpotenzen n = p¥ € P* stimmt sie offenbar
mit p(n) = p” — p”~! iiberein. Also gilt die Gleichung schon fiir alle n € N. O

Satz 5. Essei f € A. Dann gilt

f®) —f ) fir n=p"eP*

(n €N).
0 sonst

(u* f)(n) = {

Beweis. Da f additiv ist, gilt (u* f)(1) = f(1) = 0, und wegen pu(p?) = 0 fiir alle p € P und
o> 1 kommt (1 * f)(p¥) = f(p*) — f(p~Y) fiir p¥ € P*. Hat schlieBlich n € N die Gestalt
n = ab mit teilerfremden a,b € N, so hat jeder natiirliche Teiler d von n die Gestalt d = a'b’
mit eindeutig bestimmten natiirlichen o’ | @ und ¥’ | b. Damit folgt

(s Ny =3 w(%2) 1) = 32 (%) () (1) + 7))

al
d|ab ala
b b
= (u* f)(a) e(d) + (1 f)(b) e(a).
Dies verschwindet fiir ¢ > 1 und b > 1. O

Eine in der Primzahltheorie wichtige Anwendung von Satz 5 geht auf von Mangoldt (1854 -
1925) zuriick.

Definition. Die von Mangoldt-Funktion A : N — R ist erkldrt durch A = p * log.
Aus Satz 5 kommt sofort die

Folgerung 7. Es gilt

(n € N).

An) = logp fiir n=p" € P*
0 sonst



Kapitel 8

Elementare analytische Techniken

In diesem Kapitel werden elementare analytische Techniken zur Untersuchung des mittleren
Verhaltens arithmetischer Funktionen bereitgestellt und angewandst.

8.1 Partielle Summation

Die Werte arithmetischer Funktionen sind oft sehr unregelméfig verteilt. Die Teilerfunkti-
on 7 ist dafiir ein typisches Beispiel; sie ist beliebig grofler Werte fihig, nimmt aber den
Funktionswert 2 unendlich oft an. Dagegen erweist sich das Verhalten der Summe

> f(n)

hiufig als ziemlich regelméfig, und sie 148t sich durch bekannte reell- oder komplexwertige
Funktionen gut approximieren. Ein wesentlicher Teil des Studiums arithmetischer Funktio-
nen besteht in der Untersuchung ihres summatorischen Verhaltens. Ist insbesondere f die
charakteristische Funktion einer Menge von natiirlichen Zahlen, etwa der Primzahlmenge P,
so werden auch Abzihlungsprobleme davon erfaf3t.

Definition. Es sei a > 0 reell, f € F. Dann heifit die durch

spl@) =spax)= Y f(n) (x>0

a<n<z
erklirte Treppenfunktion s; : [0,00) — C eine summatorische Funktion von f.

Bemerkung 1. Die Funktion s ist rechtsseitig stetig. Es gilt sy(a,2) = 0 fiir # < 1 oder
z<a Fir0<a<b<zgiltss(a,z) =s7(a,b) + s¢(b, ).

49
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Vollig abweichend von unserer an die Limitierungstheorie angelehnten Definition findet man
bisweilen in der Literatur auch das Dirichletsche Faltungsprodukt 1 % f als summatorische
Funktion von f bezeichnet.

Beispiel 1. Es gilt s1(0,2) = [z], s;(0,z) = 1 [z]([z] + 1).

Ein wesentliches technisches Hilfsmittel zur Berechnung von Integralen ist das Verfahren der
partiellen Integration. Unter geeigneten Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an die Funktio-
nen f,g besteht

[ 19 = Py o) - [ P g0,

wobei F' Stammfunktion von f mit F'(a) = 0 ist. Das analoge Hilfsmittel zur Berechnung von
Summen geht auf Abel (1802 - 1829) zuriick; es handelt sich um das Verfahren der (abelschen)
partiellen Summation.

Satz 1. Essei0 <a <z f € F und g : [a,z] — C eine stetige und stiickweise stetig
differenzierbare Funktion. Dann gilt

stela,z) = sy(a,x)g(x) — /x spla,t) g' () dt.

Beweis. Man rechnet nach

spolae) = Y f(n)gn)= Y (ssla,n) = sp(a,n 1)) g(n)

=Y g~ Y sslan)gln+1)
a<n<zw a<n<lz—1
=sp(a,z)g([z]) — D spla,n) (g(n+1) — g(n))
a<n<lz—1
n—1
—sienglle) - 3 slam) [ g0
a<n<z—1 n

[z]
= sp(a,2) g((a]) — / sp(at) g () dt
— Sf(a,x)g(x) — /I Sf(a,t) g (t)dt,

wobei zuletzt

verwendet wurde. O

Folgerung 1. Es bezeichne B; : R — R die durch
1
B1(t)=t—§ fir 0<t<1

und 1-periodische Fortsetzung auf R definierte Bernoulli-Funktion (Jakob Bernoulli, 1654 -
1705). Es sei weiter 0 < ¢ < z und ¢ : [a,z] — C stetig und stiickweise stetig differenzierbar.
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Dann gilt

W sala) = [ g0t - B1(0) 900

j—/xamdma.

Nachweis. Mit f =1 und s7(a,z) = [2] — [] kommt
sy(00) = (1]~ ) glo) — [ (11~ ) /)
~lelgte) ~lalg(a) — [ (1= 3) e+ [ (1=10-5) o) a
= [[awar—(t=10-5)s] + [ (=10 -3) 00

_ / ot dt — By(t) g(t)|” + / B(t) g/ (t) dt

a

a

Bemerkung 2. Formel (1) ist ein Spezialfall der sogenannten Eulerschen Summenformel.
Diese entsteht aus (1) durch weitere partielle Summation des letzten Integrals, wobei g als
gentigend oft differenzierbar vorauszusetzen ist. Als sukzessive Stammfunktionen treten dabei
die 1-periodischen Bernoulli-Funktionen Bj auf mit

Bk+1($) = (k+ 1)( /OI Bk(t) dt+/01 tBk(t) dt) (/{7 eEN,0<z< 1)

Die By sind fiir £ > 2 auf R stetig, und sie haben die Mittelwerteigenschaft

/1 Be(t)dt=0  (keN).
0

Die sogenannten Bernoullischen Zahlen sind die Werte By (0). Man rechnet etwa nach Bs(x) =

2 —x + % fiir 0 < z < 1. Von Interesse sind die Fourierentwicklungen, etwa

1 <X cos(2mna)
n=1

71_2

=1
Damit folgt — =
amit folg ;HQ 5

8.2 Die Landauschen Symbole

Bevor wir Satz 1 und Folgerung 1 anwenden, fithren wir eine zweckméfige Schreibweise ein,
die auf Landau (1877 - 1938) zuriickgeht.
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Definition. Essei M C C, a € CU {oco} ein Hiufungspunkt von M, ferner f,g: M — C
und r : M — R, . Man schreibt mit den Landauschen Symbolen O und o

f(z) = g(z) + O(r(2)) fir z€ M anstelle von \/ /\ M <ec,
ceRy  zeM T’(Z)
f(z) =g(z) + o(r(z)) fiir z—a anstelle von lim f(z) —9(2) =0.
Z—a r(z)
zeEM
Asymptotische Gleichheit ist erklart durch
f(z) ~g(z) fir z—a genau dann, wenn  lim JAG) =1.

it 9(2)
Anstelle des Landauschen O Symbols ist auch das von Vinogradov (1891 - 1983) eingefiihrte
Symbol < gebréuchlich: Es bedeutet f(z) < r(z) dasselbe wie f(z) = O(r(2)).

Bemerkung 3. Genau dann besteht f(z) ~ g(z) fiir z — a, wenn f(z) = g(z) + o(|g(2)])
fiir z — a gilt.

Essei M =N, a = 0o und f € F. Dann bedeutet f(n) = o(1), da§ f eine Nullfolge ist, und
f(n) = O(1), daB f eine beschrinkte Folge ist. Die Tatsache, dafl jede Nullfolge beschriankt
ist, driickt die ,,Gleichung“ o(1) = O(1) aus. Es ist offensichtlich, dafl die Verwendung des
Gleichheitszeichens im Zusammenhang mit den Landauschen Symbolen logisch nicht einwand-
frei ist. Mit der Element- und der Inklusionsbeziehung wére aber solchen Einwinden leicht der
Boden zu entziehen. In der Tat fiihren die (eingebiirgerten) Landauschen Symbole zu einer so
groflen Vereinfachung der Schreibweise und des Verstidndnisses, dafl puristische Kleinlichkeit
unangebracht ist.

Beispiel 2. Der ersten Orientierung dienen die folgenden Abschitzugen: sinz = O(1) fiir
T €R, [r] =2+ O() fiir € R, sinz = z + O(|z|) fiir x — 0, log(1 + x) ~ =z fiir 7 — 0,
logz = O(zf) fiir > 1 und jedes £ > 0, e = 1+ O(|z]) fiir |z| < 1, exp (0(1)) = 1+ o(1)
fir £ — a, z ~ 2 + 1 fiir z — oo, log x ~ log(z + 1) fiir z — oo, €* % ®T! fiir  — oo.

8.3 Elementare asymptotische Formeln

Wir untersuchen das asymptotische Verhalten einiger spezieller Summen, die oft benétigt
werden.

Satz 2. Essei x > 1. Dann gilt

1
1 log:z:+'y+(9<—> fir a=1
x

Z na )zl

n<zx

1
+7a+(9(—> fir 0 <a<1.
l1—« T

Dabei sind 7,7y, Konstanten mit den Darstellungen (0 < o < 1)

1 *© Bi(t 1 1 *© By(t
[T b R0,
1 1

2 12 2 l-a tito
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Beweis. Fiir a = 1 liefert Folgerung 1 mit 0 < 4§ < 1

1 . Todt 131(1 —-5) l?l(x) z l?l(t)
Zn_/1_5t+ 1-9 T /1 12 dt
T

n<z -0
Bi(1 - B * B * B
:/ dt  Bi1-9) Bi(z) _/ 1(£) dt+/ 1) 4y
1—6 t 1-96 T 1—§ t2 T t2

also fiir 6 — 0+ bereits .
Z " =logz + v+ R(z)

n<zx
it B [0 BO ., 11
1T 1
< — dt < — = — ).
IB(@)] < T +/x 12 oz O(w)

Die Behauptung im Fall 0 < a < 1 ergibt sich entsprechend unter Beachtung der absoluten
Konvergenz des Integrals

% B (t) 1
a/ e < (z21).
x

Bemerkung 4. Es ist v die bekannte Euler-Mascheroni-Konstante,

) 1
7::,;1520 <Z ﬁ—logm>.

n<z

Bi(t
lt( ) at gilt fiir n € N

0
Satz 3. Mit der Konstanten ¢ =1 —l—/
1

1 1
Z loguznlogn—n—l—g logn+c+(’)(—>.
n

v<n

Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenz von

/OO Bi(t) dt < 1
n t n’

Fir k € N liefert die Substitution v =t — k& — %

k)-l—lB l
/ l(t)dt:/z Lul:_/ —du,
k t tutk+g o (k+3) —u?

k+1B(t) 1
1

0< - —dt < —
- /k t ~ 4k’

woraus die behauptete Konvergenz und die Abschéitzung

® Bi(t) Il 1 1
al<iy Ll
TAE LB DI

M
[\
£

(e}

also
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ablesbar sind. Nun ergibt Folgerung 1

n
Z log v :/ logtdt — By(t) logt

1

n
B
n+/ 1(®) dt
1 1

t
B (1)

1 °° 1
:nlogn—n+1+—logn+/ dt—l—O(—).
2 1 n

a

Bemerkung 5. Aus der Grundvorlesung iiber Analysis ist ¢ = % log 27 bekannt; Satz 3 ist

n\n
namlich die logarithmische Version der Stirlingschen Formel n! ~ v/27mn (—) fiir n — oo mit
e

dem genaueren Restglied O (1) statt o(1).

8.4 Die mittlere Groflenordnung einiger arithmetischer Funk-
tionen

Hier behandeln wir die summatorischen Funktionen von o, ¢, 7 und beweisen zur Vorbereitung
den folgenden

Satz 4. Es bestehen die folgenden Konvergenzaussagen:

a)  Konvergieren beide Reihen ) f(n) und } g(n) mit f,g € F absolut, so konvergiert
auch die Reihe Y (f % g)(n) absolut, und es gilt

Do (Frg)m) =) f(n) Y g(n).
n=1 n=1 n=1

b) Essei f € M. Genau dann konvergiert die Absolutreihe ) |f(n)|, wenn das Abso-
lutprodukt [T (1 + |f(p)| + |f(p®)| + ---) konvergiert, und in diesem Falle gilt die
peP

Eulersche Produktformel
o
=] O+f@+f@+-).
n=1 peP

Im Fall der vollstindigen Multiplikativitéit von f gilt dann sogar

Sy =T - f@) "
n=1

peP

Beweis. a) Die Reihen diirfen ausmultipliziert und umgeordnet werden. Bei geeigneter Zu-
sammenfassung der Glieder entsteht

Yo Sm)Y g d =Y fmygd) =) Y fm)gld) =) (f*g)n),

m=1 d=1 m,d=1 n=1 md=n n=1
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und die Produktreihe konvergiert absolut.

b) Aus der Konvergenz des Absolutprodukts und der Ungleichung

STl < I C+ 1o+ 1) +) < [ Q+ 1@ +1feD)] +---) < o0
n<N zz)gély peP

kommt die Konvergenz von Y |f(n)|. Umgekehrt kommt aus der Konvergenz der Absolut-

n—
reihe die von 1+ |f(p)| + |f(p?)| + -+~ fiir jedes p € P, und die Abschétzung

T (470 + fo - fm) =\ Y i)

p<N n<N n>N
pln=p<N
< Y mi=1] Q+Ife)l+I1fe° > Iftn
n>N p<N n<N
pln=p<N
< Z |f(n)]=o0(1) fir n — oo
n>N

liefert die Konvergenz des Absolutprodukts und die behauptete Produktformel. Der Zusatz

fiir vollsténdig multiplikatives f folgt daraus durch Summation der geometrischen Reihen

L £0)+ )+ = 1+ )+ £20) 4+ = T

Definition. Die Riemannsche Zetafunktion ist fiir s > 1 definiert durch
(=Y =

n=1
Folgerung 2. Die Zeta-Reihe konvergiert absolut fiir alle s > 1 und gleichméBig fiir alle

s> 14+¢emit e > 0. Fiir s > 1 ist {(s) stetig, und es gelten dort die absolut konvergenten
Produktdarstellungen

@=T0-5)" =242 (-5)

peP p n=1 peP p
2
Insbesondere gilt ((2) = 5
Nachweis. Die Behauptungen folgen aus Satz 4, wobei im Fall der Mobiusfunktion 1%y =€
sowie |u(n)| <1 fiir alle n € N eingeht. Der Zusatz kommt aus Bemerkung 2. O

Satz 5. Fiir x > 2 gilt

a) Z o(n) = @:ﬁ + O(zlogx), b) Z p(n) = 22 + O(zlog z).

1
2¢(2)
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Beweis. a) Wegen o = 1 x I liefern die Sitze 1 und 2 sowie Folgerung 2

Som ==Y d=% ¥ a=1 ¥ ((£) +o(%))

n<z n<z dln dm<z m<z d<z/m m<zx
9 00
x 1 ) 1 1
=7 2 W+O(x 2 W)*O(”f' 2 %)
m>z m<z

= ¢(2 m2_|_(’)(ac2 /00 @> —I—(’)(:Jclogx) = @:ﬁ—i—(’)(mlogm).

n<z n<z din dm<z d<z m<xz/d
1 2\ 2 z\\  ? p(d)
=3 2 ((3) +o(3) =% 7+O(ﬂ”za>
d<zx d<zx d<z
_ 2 — (d) 2 1 _ 2’
_Edgl—Z—i-O(w §ﬁ>+(9(:ﬂlog$) 2C(2)+O(:1:log:1:)

Satz 6. Fir z > 1 gilt Z 7(n) = zlogz + (2y — )z + O (V).

n<zx

Beweis. Mit 7 * 7 = 1 kommt aus Satz 2 zunachst

Sorm=3 Y 1= 1=3 ¥ 1= []

n<zx n<x md=n md<zx m<z d<z/m m<zx
1
= g (i —I—(’)(l)) =z g — +0O(z) = xlogz + O(x),
m m
m<z m<z

was zum Beweis der Behauptung offenbar nicht ausreicht. Zur Verbesserung der Abschéiitzung
folgen wir Gaufl und gehen auf
DRI I

n<zx dm<x

zuriick. Rechts steht die Anzahl der Gitterpunkte (d,m) € N?, die im ersten Quadranten
unterhalb oder auf der Hyperbel dm = x liegen. Aus Symmetriegriinden folgt mit Satz 2

Srmy= Y 1=2 Y Y 1-[va)?

n<z md<zx m<yz d<
=2 Z ( )—w—i—(’) _2(II Z ——x+(’) \/_)
m<\/T m<\/_

:2x(log\/§+”y+0(%>> —z+0(Vz)

=zlogz + (2v — L)z + O(Vz),

wie behauptet. O
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Bemerkung 6. Man kann fragen, fiir welche Exponenten 9 die Aussage

Z 7(n) =zlogx + (2y — 1)z + (’)(xﬁ)

n<z

zutrifft. Es sei A = inf¢). Die Bestimmung von A ist das sogenannte Dirichletsche Teilerpro-
blem. Man wei} etwa

1 35

- <A< —

4 = 7108
(man beachte £ < %). Die untere Schranke stammt von Hardy und Landau (1915), die obere
geht zuriick auf Kolesnik (1982). Die Schranke i wurde schon 1903 von Voronoi bestimmt.

3
Es gibt weitere Verbesserungen der oberen Schranke. Man vermutet A = i .

Bemerkung 7. Durch partielle Summation lassen sich aus den Sétzen 5 und 6 asymptoti-
sche Aussagen fiir die Summen

o TR 2
n<z n<z n<z

mittels partieller Summation gewinnen. Etwa liefert Satz 1 fiir x > 2

o(n 1 1
Z%:EZJ(TL)—F/I t—QZU(n)dt

n<z n<z n<t
=((2)z + O(log’z).
T logt 1
Dabei wurde zuletzt / % dt = 3 log?z verwendet.
1
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Kapitel 9

Elementare Ergebnisse zur
Primzahlverteilung

In diesem Kapitel werden die Verteilung der Primzahlen studiert und quantitative Ergebnisse
mit elementaren Methoden bewiesen.

9.1 Die Abschitzungen von Chebyshev

Die Idee, aus der Primfaktorzerlegung von n! quantitative Abschidtzungen iiber die Anzahl
der Primzahlen p < x zu gewinnen, geht auf Chebyshev (1821 - 1894) zuriick.

Definition. Fiir z > 1 bezeichnet 7(z) die Anzahl der Primzahlen < z.
= rn

Satz 1. Fiirn € Ngilt n! =[] p*™ mit »,(n) =" [_}

peP k=1

Beweis. Produkt und Reihe sind jeweils endlich wegen [z%] = 0 fiir p* > n. Insbesondere liuft

lo
iiber die Primzahlen p < n erstreckt zu werden. Wir zéhlen ab, wie oft eine Primzahl p < n

in n! aufgeht: Unter den Faktoren 1,2,... ,n von n! haben genau die Zahlen

bei festem p die Summe v (n) nur iber die k£ € N mit k& < logz , und das Produkt braucht nur

Ap mit A=1,..., [ﬁ] den Teiler p,
p
A2 mit A=1,..., {2] den Teiler p?

2
p
usw.

Der Gesamtbeitrag vp(n) der Primzahl p zu n! ist daher [2] + [5] + -+, wie behauptet. O

p

99



60 Kapitel 9. Elementare Ergebnisse zur Primzahlverteilung

Satz 2. Fiir x > 2 gilt die Abschitzung von Chebyshev

x x
< <4 .
log (@) log x

e

Beweis. Wir betrachten fiir n € N den Binomialkoeffizienten (2:> € N. Offenbar gilt

H o< (2n).! _ <2n> <92,

nln! n
n<p<2n
also
(1) Z logp < (2log2) n.
n<p<2n

Es folgt w(2n) < 7(n)+2log 2 IL fiir allen € N, n > 2. Es sei nun z > 4 mit 287! < z < 2F
ogn
und 3 < k € N. Wir machen die rekursive Ungleichung explizit:

A 2k 2]671 22 k—1 oV
< (2 —_—t 4+ = 2)=1+2 —.
m(z) < m( )<k—1+k—2+ +1+7T() + VZIV

Induktion nach k fiir £ > 3 zeigt

k—1
v 9k+1 9k—1 T
142 — < =4 <4 .
+ 1;1 v — (k—1)log2 log 2k—1 log

Damit ist die beauptete Abschitzung von 7(x) nach oben fiir x > 4 gezeigt, und fir 2 < z <4
verifiziert man sie direkt.

Andererseits liefern Induktion und Satz 1

n 2n _ (2n)' _ Up(2n)—2vp(n)
@) < ()= mr = L v '
p<2n
Wegen
. < l
Dﬂ—ﬂﬂz{o ARSI
1 fir <9<
folgt

i) — ) = 3 ([22] - 2[%]) < a2,

—\lp p logp

Einsetzen in (2) liefert

2 < ] p%er = (2n)"Cn,
p<2n
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und durch Logarithmieren entsteht 7 (2n) > l°§2 Tog 21

durch 2n <z <2n+2 mit n € N, n > 3, so kommt

fiir n € N. Schachtelt man z > 6 ein

log2 2n 1 €T
m(z) > m(2n) > (5= 22 loogg;;“b) log©
1 =z
log2 2n 3
> — > (2 log2 —
_( 2 2”+2) log = _(8 8 )logx >4logx’

und fiir 2 < x < 6 verifiziert man dies wieder direkt. Damit ist die Abschéitzung von Chebyshev
vollstindig nachgewiesen. O

Bemerkung 1. Satz 2 sagt aus, daf 7(z) die Grofienordnung hat. Es gilt ndmlich

T
log x

1 I — I
Loy T@logz e m(z)logz
4 €T €T

9.2 Die Funktionen ¢ und ¢

Es ist zweckméBig, anstelle von 7(z) die gewichteten Summen ¥(z) und #(x) zu untersuchen:

Definition. Fir x > 1 sind 9,9 erklart durch

=> logp, =) logp.

p<z p¥<z

Bemerkung 2. Offenbar ist ¢ die summatorische Funktion der von Mangoldt-Funktion A,

= Z A(n)

n<zx
Folgerung 1. Fiir x > 2 gelten die Abschitzungen

9(z) — n(z) log < % L (a) —d(e) < V.

Insbesondere gilt 7(z) log z ~ ¥(x) ~ (z) fir £ — oo.

Nachweis. Partielle Summation ergibt

xT
t
E logp = w(x logx—/ ?dt.
1

p<z

Mit Satz 2 folgt

[ e (L))

().
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Die zweite Abschitzung ergibt sich aus

p() —9(z) = > logp=10(Vz) +9(Jz) + -,
p’<z
v>2

wobei rechts wegen ¥(y) = 0 fiir y < 2 die Anzahl der nicht verschwindenden Summanden

< }gg 5 ist. Aus Satz 2 und dem schon bewiesenen Teil von Folgerung 1 kommt 9(xr) < = und

damit

Y(z) —d(z) € Vz+ Vr logr < Vz.

Wegen Satz 2 haben 7(z) logx, ¥(z) und ¢(z) die Groflenordnung . Die behauptete asym-
ptotische Gleichheit folgt schlieflich aus /z = o(x) und 7(z) = o(z) fiir z — oc. 0

Die Chebyshevschen Abschitzungen von m(x) lassen sich auf ¥(z) und ¢(z) tibertragen.

Folgerung 2. Es gibt eine Konstante ¢ > 0, so daf} gilt

cx <V(z) <3z, cx<yYx)<dz (x> 2).

Nachweis. Es gilt

z/;(x)zZlogp:Zlogp Z 1 <m(z)logx < 4z.
p

= PET i<l

Zum Beweis von 9(z) < 3z gehen wir auf (1) zuriick,
9(2n) —I(n) < (2log2)n (n € N).
Einschachteln von z > 1 durch Zweierpotenzen, 25! < z < 2% mit k£ € N, ergibt
d(z) <9(2%) <log2 (28 + 2871+ 42 4+1) < 2" log2 < (41og2) z < 3z.

Wegen ¢(x) > ¥(z) bleibt nur noch J(x) > cz mit einer positiven Konstanten c fiir z > 2 zu
zeigen. Aus Folgerung 1 und Satz 2 kommt

x

| =

I(z) = n(x) log 2 + O(@) > ix +o(z) >

fiir alle z > z( etwa. Fiir 2 < z < x¢ gilt

9 (x) Zlonglﬂg—szl—?rg—Q$.
0

Mit ¢ = min {}, 1‘;%)2} > 0 folgt nun 9(z) > cz fiir alle z > 2. 0
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9.3 Ein Satz von Mertens

Die Reihe

pE]P’
divergiert. Wire sie niimlich konvergent, so kiime wegen 1 +z + 2% +--- = ﬁ <1+ 2z fiir
0<z<i

Z%g (1+;+ )<H(1+)<He

n<N p<N p<N
1 1
:exp(2 Z —> gexp(2z —> < 00
p<N b peP b

bei beliebigem N € N, was der Divergenz der harmonischen Reihe widerspricht. In der Tat
148t sich mittels partieller Summation aus Satz 2 leicht entnehmen, dafl

x
> o= tat+ [T
t2
p<m 2
die Groflenordnung loglogz fiir x > 4 besitzt. Wendet man die Chebyshevsche Idee direkt
auf n! an, so ergibt sich eine wesentlich schirfere Abschiatzung, die von Mertens (1840 - 1927)
gefunden wurde.

Satz 3. Fiir alle n € N gilt < 3.

—logn
p<n

Beweis. Satz 1 liefert

logn! = Zlong[ ]<nZlogpiz%:nZIO§p+nzloi‘

p<n p<n k=1 p<n p<n p(p - 1)
Darin gilt
00 00 2t
Z logp <Z log k :Z log k
s po—=1) T k(k=1) = o= k(1)
00 2t 00
1 1 log 2°
¢ _ ga
=1 k=2(-141 =1

Aus n! > (%)n fiir alle n € N folgt logn! > n logn — n, und Zusammenfassung ergibt

|
(3) logn<3+z Olg)p‘

p<n
Andererseits hat man

logn! = Z log p Z [ } Z log p (— — 1) Z logp _ 9 (n).

p<n p<n p<n
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Aus ¥(n) < 3n gemif Folgerung 2 und log n! < nlogn kommt schlieflich

1
(4) logn > —3+Z %8P
p<n P
Die Ungleichungen (3) und (4) ergeben zusammen die Behauptung des Satzes. O

Folgerung 3. Fiir x > 2 gilt mit einer gewissen Konstanten c

Z logp _ log z + O(1),

p<x

1 1
Z - zloglogw+c+(’)(l—>.
P og T

Nachweis. Satz 3 ergibt fiir z > 2

Z logp = log[z] + O(1) = logz — log (%) +0(1),

p<w
T 1

woraus wegen log ol < log (1 + m) < % die erste Behauptung folgt. Partielle Summation
liefert damit

1 1 1 1 1 ’” 1 1
S ey e S [T ()
p<z p <z p logp ogr ot P 9 et D tlog?t

lo, 1) [Tlogt+0O(1
:og$+0()+/ og +2(9()dt
log 2 tlog“t

1 o
=1+ (’)(—) + loglog z — loglog 2 + / LZ)dt.
log o tlog“t
Wegen der Konvergenz des Integrals
> 01
[F o,
2 tlog“t
folgt auch die zweite Behauptung. O
Folgerung 4. Wenn der Grenzwert
1
a = lim _79(:15) ( = lim $lz) = lim 7%(:15) ng>
r—o00 T =00 I T—00 T

existiert, so gilt ¢ = 1.

Nachweis. Mit partieller Summation entsteht

Zlogpzﬁjt/;@dt:ouw/; (LL@)dt

P T 12

p<z

T
=alogz + O(1) +/ ——dt.
2
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Aufspaltung des Integrals bei log z zeigt fiir z — oo

Es folgt

|
Z %8P _ alogz + o(log z),
p<z

und ein Vergleich mit Folgerung 3 liefert ¢ = 1. O

Bemerkung 3. Die Existenz des Grenzwertes aus Folgerung 4 ist Inhalt des 1896 von
Hadamard und de la Vallée Poussin mit funktionentheoretischen Methoden bewiesenen Prim-

zahlsatzes
T

m(z)

Dazu dquivalente Versionen sind () ~ z und 9(x) ~ z fiir z — oo.

~ logz



66

Kapitel 9. Elementare Ergebnisse zur Primzahlverteilung




Kapitel 10

Der Dirichletsche Primzahlsatz

Der Beweis des Dirichletschen Primzahlsatzes durch Dirichlet (1805 - 1859) gilt als die Ge-
burtsstunde der analytischen Zahlentheorie. Der Satz besagt, dal in jeder primen Restklasse
nach einem festen Modul ¢ € N unendlich viele Primzahlen liegen. In diesem Kapitel wird
eine quantitative Form bewiesen.

10.1 Restklassencharaktere

Die Dirichletschen Restklassencharaktere ermoglichen die Separierung einer primen Restklasse
modulo ¢ aus der primen Restklassengruppe G(q). Sie spielen eine Schliisselrolle beim Beweis
des Dirichletschen Primzahlsatzes.

Definition. Essei ¢ € N. Hat x : N — C die Eigenschaften
a)  x ist vollstdndig multiplikativ,
b) x(n) = x(m) fir n = m mod g,

¢)  x(n) =0 fir (n,q) # 1,

so heifit x ein Restklassencharakter (Dirichletscher Charakter) mod ¢. Es bezeichnet G (q) die
Menge der Restklassencharaktere mod q.

Bemerkung 1. Es sei y € G(¢q) und n € G(g). Dann ist x(n) eine ¢(g)-te Einheitswurzel.
Dies folgt aus dem kleinen Fermatschen Satz, n?@ =1 mod g, bei Anwendung von x sowie
den Eigenschaften a) und b).

Satz 1. (G(q), -) ist endliche abelsche Gruppe mit |é(q)| = ¢(q).

67
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Beweis. Die punktweise Multiplikation von Restklassencharakteren modgq ist assoziative
und kommutative Verkniipfung auf G(q). Einselement ist der Hauptcharakter xo mod g mit

1 fir (n,q) =1 (nen)
0 sonst '

Zux € G (¢) multiplikativ invers ist der konjugierte Charakter X € G (g) mit

x(n) =x(n)  (neN),

denn offenbar gilt xX = xo -

Jeder Restklassencharakter x € G(q) ist wegen b) und c¢) vollstindig durch seine Werte auf
der primen Restklassengruppe G(q) bestimmt. Wegen Bemerkung 1 ist also G(¢) endlich. Zur
Bestimmung der Elementeanzahl verwenden wir das folgende

Lemma 1. Es gilt der Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen: Jede endliche abelsche
Gruppe ist direktes Produkt zyklischer Untergruppen (die Gruppenverkniipfung sei dabei
multiplikativ geschrieben).

Zur Erlduterung sei (G, -) eine endliche abelsche Gruppe mit dem Einselement e. Die zu
jedem g € G eindeutig bestimmte kleinste Zahl h = h(g) € N mit ¢" = e heiit die Ordnung
von g oder der von g erzeugten zyklischen Untergruppe {g,¢>,... ,¢" = e}. Gibt es Elemente
Jgi,--- , gk € G mit den Ordnungen hq,...,h; € N derart, da} jedes ¢ € G eine eindeutige
Darstellung der Gestalt

g=g) g (0< A <hg fir k=1,... k)

besitzt, so schreibt man

mit den von g, € G erzeugten zyklischen Untergruppen G, = {gx,92,... , 9" = e} und nennt
G das direkte Produkt von Gi,...,Gj . Ein induktiver Beweis (einer etwas allgemeineren
Version) von Lemma 1 steht bei Hornfeck, Algebra, de Gruyter, Berlin 1971.

Wir setzen den Beweis von Satz 1 fort. Jedes y € G(q) ist durch die Werte x(n) mit
n € G(q) eindeutig bestimmt. Infolge Lemma 1 existieren ni,... ,n; € G(q) mit den Ord-
nungen hy, ..., h; € N derart, daf jedes n € G(q) eindeutig als Potenzprodukt

n:ni‘l---nz’“ (0< X < hy fiir K =1,... k)

geschrieben werden kann. Offenbar gilt p(¢) = |G(g)| = hy -+ hy, . Fiir jeden Restklassencha-
rakter xy € G(q) und jedes n € G(g) hat man

x(m) = (x(n) ™ - () ™,

so dal x durch das k-tupel seiner Werte x(n,) auf den erzeugenden Elementen nq,... ,ng
vollstindig bestimmt ist. Wegen n= = 1 in G(q) ist x(n,) stets eine h,-te Einheitswurzel. Die
Anzahl der verschiedenen k-tupel mit dieser Eigenschaft betragt hy - - - by = ¢(q). Umgekehrt
definiert jedes k-tupel, dessen k-te Komponente eine hi-te Einheitswurzel fir k = 1,... |k
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ist, auch einen Restklassencharakter x & é(q), und verschiedene derartige k-tupel liefern
verschiedene Restklassencharaktere mod ¢. Daraus kommt die Behauptung. O

Der Beweis von Satz 1 gibt die Anleitung, wie man alle Restklassencharaktere mod ¢ findet.
Es ist, entsprechend Lemma 1, ein System von Erzeugenden nq,... ,n; € G(q) fiir die direkte
Produktzerlegung von G(g) zu bestimmen und mit den entsprechenden Einheitswurzeln zu
belegen. Wir geben dazu

Beispiel 1. Die Charaktergruppen @(q) modulo ¢ = 1,2,3,4,5 und ¢ = 15 sind gegeben
durch

G(1) = {xo} mit xo(1) =1, also xo(n) =1 fiir alle n € N.

G(2) = {xo} mit xo(1) = 1, also

Xo(n) =

{1 fir 21 n

0 fir 2|n.

6(3) = {x0, x1} mit x0(2) =1 und x1(2) = —1, also

1 fir n=1mod3 1 fir n =1mod 3
xo(n) =<¢ 1 fiir n=2mod3 xi(n) =< —1  fiir n =2 mod 3
0 fir n=0mod 3, 0 fiir n =0 mod 3.

G(4) = {x0, x1} mit xo(3) = 1 und x1(3) = —1, also

(n) 1 fir 2¢n (n) (—l)nT_1 fir 2¢n
n)= n) —=
X 0 fir 2|n, X 0 fir 2 |n.

§(5) = {XU? X1 X2, X3} mit XU(2) =1, X1(2) =1, X2(2) =-1, X3(2) =—1.

Fir g = 15 gilt G(15) = {1,2,4,7,8,11,13,14} = {1,2,4,8}®{1, 14}, und die acht Charaktere
mod 15 sind bestimmt durch die Kombination der Werte x(2) € {1,4, —1, —¢} mit den Werten
x(14) € {1,-1}.

Bemerkung 2. Die Gruppe G(¢q) und ihr Dual é(q) sind isomorph. Eine vermittelnde
Isomorphieabbildung 148t sich aus der direkten Produktzerlegung G(q) = G1 ® -+ ® Gy mit
den Ordnungen h, = |G| und den Erzeugenden n, gewinnen. Die Potenzen von yx, mit

Xi(nk) = exp (2h—7:)

bilden das Dual é,.i von G, , und es besteht é(q) = @1 Q- Q @k
Folgerung 1. Es gelten die nachstehenden zueinander dualen Aussagen.
a) Zujedem x € @(q) mit x # xo existiert ein m € G(q) mit x(m) # 1.

b)  Zu jedem n € G(g) mit n # 1 mod q existiert ein ¢ € G(g) mit 1(n) # 1.
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Nachweis. a) ist wegen x # xo klar.

b) folgt aus a) und Bemerkung 2. Tst nimlich n = n}* - nz’“ € G(q) mit 0 < \x < hy und
(etwa) A1 # 0, so wird durch

D(ny) = exp (Qh—ﬂ;l) fir k=1
1 firl<k<k

ein ¢ € G(q) mit 1(n) = exp (27;1—/\1”) # 1 bestimmt. O

Satz 2. Es gelten die folgenden Aussagen.

a) Fir ye @(q) gilt Z x(n) = { e(q) fiir x = xo

neGa) 0 sonst.

. . v(q) fiir n =1mod ¢
b F e It =
) e (4) i Z x(n) { 0 sonst.
X€G(q)

Beweis. Fiir x = xo und n = 1 mod q treffen a) und b) offensichtlich zu.

Zu x # xo existiert nach Folgerung 1a) ein m € G(q) mit x(m) # 1. Da mit n auch mn ein
primes Restsystem mod g durchliduft, folgt

> xtn)= > x(mn)=x(m) > x(n)

neG(q) ned(q) neG(q)

und daraus Z x(n) =0.
neG(q)

Zun # 1 mod q existiert nach Folgerung 1b) ein 1) € G(g) mit 1(n) # 1. Da mit x auch ¥y
die Charakterguppe G(q) durchlauft, folgt

dYooxtm)= Y Wx)m) =vn) > x(n)
xeG(q

) x€G(q) x€G(q)

und daraus Z x(n) =0. O
x€G(a)
Bemerkung 3. Die Summation in Satz 2a) darf auch iiber alle n € Z/gZ oder alle n € N

eines beliebigen vollstindigen Restsystems modg erstreckt werden, und auch die Aussage
von Satz 2b) bleibt richtig, wenn statt n € G(q) einfach n € N vorausgesetzt wird.

Folgerung 2. Es gelten die Orthogonalitéitsrelationen fiir Restklassencharaktere:

a) Firey,x€ a(q) besteht Z x(n)p(n) = { plg) fir x =1

neGla) 0 sonst.

v(q)  fiir m =n mod ¢

b)  Fiir m,n € G(q) besteht x(m) =
) Firm,n € Glg) besteht > x(n)X(m) {0 o

X€G(q)
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Nachweis. Wir haben x(n)(n) = (x4)(n) mit x1) = xo genau fiir y = ¢ . Entsprechend
gilt x(n) x(m) = x(nm#?@D=1) mit nm?@~! =1 mod ¢ genau fiir m = n mod ¢. Anwendung
von Satz 2 liefert die Behauptungen. O

Die Bedeutung der Restklassencharaktere liegt in

Satz 3. Esseien f € F und a,q € N teilerfremd. Dann gilt fiir z > 0

Z fn) = @ Z x(a) Z f(n) x(n).
nEngna(;dq x€G(q) n<w

Beweis. Gemif Folgerung 2b) stellt fiir a € N mit (a,q) =1
1 -
—— > x()Xx(@) (neN
pla) =
x€G(q)

die charakteristische Funktion der Menge {n € N: n = a mod ¢} dar. Einsetzen liefert

. T(a) = —— +(a N o(n
; f(n):; ) Z XX =56 Z X )g ) x(n),
n=amodq "=t X€G(g) x€G(q) nw

wie behauptet. O

10.2 Quantitative Version des Dirichletschen Satzes

Eine quantitative Version des Dirichletschen Primzahlsatzes gibt

Satz 4. Es seien a,q € N teilerfremd. Dann gilt fir z > 1

Z loep _ 1 logz + O(1).
p )

p<z
p=amodp

Bemerkung 4. Sind a,q € N nicht teilerfremd, so enthéilt die arithmetische Progression
a,a+ q,a + 2q, ... hochstens eine Primzahl, nimlich a selbst. Satz 4 sagt aus, dafl im loga-
rithmischen Mittel in jeder primen Restklasse mod g gleichviele Primzahlen liegen. Man kann

zeigen
1
Z 1~ —— ] x (x — 00);
v o(q) logx
p=amodq

dies liegt allerdings viel tiefer (fiir ¢ = 1 ist es der Primzahlsatz).

Der Beweis von Satz 4 verwendet Satz 3,

3 logp 1 Y XY x(p) logp

= el
p=amodq
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Dabei gilt fiir den Hauptcharakter yo € G (q) wegen Folgerung 3 aus Kapitel 9

§~ x0lr) logp logp _y ler g 1"51" — logz + O(1).

p<x p<w p p<w
plg

Da die Anzahl der Restklassencharaktere mod g endlich ist, geniigt es, zum Beweis von Satz 4
zu zeigen

ZX logp =0(1)  (z>1, x0 #x€G(q).

p<z
Dazu dquivalent ist
n)A(n ~
() S XA _ o) (@210 £ x € C).
n<x

denn es gilt

wobei die letzte Abschitzung etwa dem Beweis von Satz 3 aus Kapitel 9 entnommen werden
kann. Dem Nachweis von (1) sind die beiden nichsten Abschnitte gewidmet.

10.3 Dirichletsche L-Reihen

Die analytische Behandlung von multiplikativen Problemen aus der Zahlentheorie basiert
zumeist auf den nach Dirichlet benannten Reihen der Form

oo
Z anpn=?* (s € C).
n=1

Wir benétigen hier spezielle Dirichletsche Reihen, deren Koeffizientenfolge ein Restklassen-
charakter ist und die hier nur fiir reelles s behandelt werden.

Definition. Esseig € Nund x € a(q) Man nennt

S xm)n™  (s€R)
n=1

eine Dirichletsche L-Reihe.

Folgerung 3. Dirichletsche L-Reihen konvergieren absolut fiir s > 1 mit der Eulerschen
Produktdarstellung

Lis,x) =[] (1 = x(p)p~) "

p
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Fiir den Hauptcharakter yo € G(q) besteht L(s, xo) = H (1 —p~*) ((s) sowie

plg
: B _ ¢lg)
Jim (s = 1) L(s.x0) = 2

Nachweis. Die L-Reihen werden fiir s > 1 majorisiert durch ((s). Die Produktdarstellungen
kommen deshalb aus Satz 4 und Folgerung 2 aus Kapitel 8. Wegen

n+1
(n+1)5</ tfdt <n® (neN, s>1)
n

o
1
gilt ((s) —1 < / 0 dt = 1 < ((s) oder gleichwertig 1 < (s — 1)((s) < s fiir
1 S
s > 1. Daraus kommt (s — 1)((s) ~ 1 fiir s — 1+ und weiter schliefllich die behauptete
Limesbeziehung. O

Satz 5. Essel yg # x € G (q) ein Restklassencharakter mod ¢q. Dann gelten fiir s > 0 die
Abschétzungen

> x(n)n®

z<n<y

a) <el@z®  (1<z<y),

b) <plg)z *logz (e <z <y).

Z x(n)n * logn

z<n<y

Beweis. Eshandelt sich um Spezialfille des Dirichletschen Konvergenzkriteriums. Wir setzen

r<v<t

und summieren partiell. Wegen |x(v)| < 1 und Bemerkung 3 ist A(¢) beschrinkt,

|A(t)] < (q),

und es folgt fiir 1 <z <y

= ‘A(t) £

y Y
+ s / Aty t=s1 dt‘
z x

< (q) (y‘s + s /xy gt dt) = p(q)z~°.

Das war in a) behauptet. Analog kommt b) heraus, wobei t~* log¢ fiir ¢ > e!/* monoton

fallt. O
Folgerung 4. Essei xo # x € G (¢) und ¢ > 0. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a)  Fiir s > 0 konvergiert L(s,x) gleichméfig, und fiir s > 0 ist L(s, x) stetig.
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b)  Fiir s > ¢ konvergiert Z x(n)n~* logn gleichméfig, und fiir s > 0 ist L(s, x) stetig

differenzierbar mit
[o¢]

—Z x(n)n=* logn.

¢)  Fiir s > 1 konvergieren L(s,x) und L'(s, x) absolut mit

= —s L S, - —s
Uo) 3 mmxnn =1, A <=3 ) A

d) Firs>1ist L(s,x) #0.

Nachweis. Es sind a), b) direkte Konsequenzen aus Satz 5. In c) ist die absolute Konvergenz
der Reihen L(s,x) und L'(s,x) fiir s > 1 klar, ebenso die der Reihen > p(n) x(n)n—* und
> x(n) A(n)n=*% wegen |u(n) x(n)] < 1 und |x(n)A(n)| < logn. Die behaupteten Identitdten
kommen aus den Faltungsdarstellungen

X*(px) =xIxp)=ec und xx(xA)=x(1*A)=xlog
sowie Satz 4 a) aus Kapitel 8. Schliefilich folgt d) aus der ersten Identitéit in c). O
Uber Folgerung 4 d) hinaus geht der
Satz 6. Fiir xyo # x € a(q) besteht L(1, x) # 0.

Den Beweis von Satz 6 fithren wir im néchsten Abschnitt. Hier zeigen wir, daf} (1) aus Satz 6
folgt: Wegen log = 1 x A gilt ndmlich

) logn n
I S LD MIUE SE D DR

n<x n<x dln d<z m<%

Wegen Satz 5 a) wissen wir
x(m) d
m<z/d
und Folgerung 2 aus Kapitel 9 liefert weiter
x(@Ad) Hrdy _ (1 _
£ XA o(t) of! 3" ) et
d<z d<z
Da L'(1, x) konvergiert, besteht andererseits
) 1
s XmEn o),
n<z
und Einsetzen in (2) ergibt insgesamt
d) A(d
Lt Y XM o)
d<z
Aus Satz 6 folgt daher (1), wie behauptet. O
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10.4 Beweis von Satz 6

Lemma 2. Esseien a,q € N teilerfremd und A die Ordnung von a in G(g). Dann ist x(a) fiir
jeden Restklassencharakter y € G(q) eine h-te Einheitswurzel, und jede h-te Einheitswurzel
wird gleich oft angenommen, wenn y die Restklassencharaktere modq durchliuft.

Beweis. Wegen (x(a))® = x(a") = x(1) = 1 ist der erste Teil der Behauptung trivial. Aus
a = 1 mod ¢ folgt h = 1 und x(a) = 1 fiir jedes x mod ¢, so dafl nichts zu zeigen ist. Es sei
also a Z 1 mod ¢, also auch h > 1. Weiter sei £ € C eine h-te Einheitswurzel. Wir betrachten

die Summe
- % (M)

A=0 yeG(q)

Wegen Satz 2b) gilt

Z X(a)‘) = {‘P(Q) fir ¢ =1 mod ¢

= 0 sonst,
x€G(q)

wobei nach Voraussetzung ¢* = 1 mod ¢ mit 0 < A < h genau fiir A\ = 0 zutrifft. Es folgt
daher

h—1 h—1
1 1
S=> & Z x(@) =elq) Y. o = 0
A=0 X€G(9) aAE/\ITrg]odq
Andererseits ist mit ¢ auch n = @ eine h-te Einheitswurzel, und es gilt
h—1 L _ -
Zn)‘: 1777—0 fir n #1
=0 h fiir n =1,

wobei 7 = 1 genau fiir x(a) = £ eintritt. Es folgt

s= > hzl(x(ga))A

oy oL

x€G(g) A=0 X€G(q)
x(a)=¢
Zusammenfassung ergibt fiir die gesuchte Anzahl
p(q)
1=
2 =5
x€G(q)
x(a)=¢
wie behauptet. O

Wir benottigen die folgende Konsequenz aus Lemma 2.

Folgerung 5. Es gelten die Aussagen:
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a) Firs>1ist H L(s,x) > 1.

X€G(q)

b)  Es gibt hochstens einen Restklassencharakter ¥ € G(q) mit L(1,x) = 0; dieser ist
reell.

Nachweis. a) Wegen Folgerung 3 besteht fiir s > 1
-1
[T o= IT Ta-xor )" =TI ( II G-x0r)
x€G(q) x€Glg) P P " xeG(q)

Fiir p | ¢ gilt x(p) = 0, also H (1 — X(p)p_s) = 1. Fiir p { ¢ gilt mit der Ordnung h € N

REE0)
von p in G(q), § = exp (%) und z = p~% geméf Lemma 2
h—1 e@) ™ o
[[ C-xw»r)= (H (1 —g%)) —(1-M = (1—ph) T <1,
x€G(q) A=0

Daraus folgt a).

b) Angenommen, fiir die verschiedenen Charaktere xi, x2 € @(q) mit xo # X1, X2 gilt
L(1,x1) = L(1, x2) = 0. Dann liefert a) fir s > 1

3) i 1S3 i 1 IT Z(s,x) = (s = 1) L(s, x0) LisLﬁl) Lisixf) I Z6..

X€G(q) x€G(q)
XFX05X15X2

Wegen Folgerung 3 existiert

. ¢(q)
Jim (s = 1) L(s,x0) = T

Aus Folgerung 4 b) kommt fiir j = 1,2 die Existenz von

L(s, x; L(s,xi) — L(1, x
lim M — lim (san) ( an)
s—1+ 3—1 s—1+ 8—1

sowie wegen Folgerung 4 a)

lim H L(s,x) = H L(1,x).

s—1+ - - -
X€G(q) X€G(q)
XFX0,X1,X2 X7X0,X1,X2

Daher ist die rechte Seite von (3) fiir s — 1+ beschrinkt, die linke Seite ist dagegen unbe-
schriinkt. Fiir hochstens ein x € G(q) gilt folglich L(1, x) = 0. Da L(1, x) = 0 stets L(1,%) = 0
nach sich zieht, mufl nach dem schon bewiesenen Teil y = ¥ gelten, der Charakter x € G (q)
also reell sein. O

Lemma 3. Es sei x # xo ein reeller Restklassencharakter mod ¢. Dann gilt L(1,x) # 0.
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Beweis. Hier verlassen wir den von Dirichlet eingeschlagenen Weg und folgen Mertens (1897).
Wegen Satz 2 aus Kapitel 7 ist

f=1xx
multiplikativ, und es gilt
— vtl ..
S i x(p) € {0,~1}

FO) =1+ xp) +-+ @) =4 ¥
v+1 fir x(p) =1,

also jedenfalls f(p¥) > 0 und damit f(n) > 0 fiir alle n € N. Weiter gilt f(p?) > 1 fiir alle
v € N und damit sogar f(m?) > 1 fiir alle m € N. Insbesondere ist wegen

R S

n<z m<\/x m</x

die Reihe Z M unbeschriankt.

/n

Andererseits haben wir aber

n=1

f
x(d 1 x(d) 1
d;/_ ‘[ SZ ‘/— Zs vd VM
x(d) 1 1 x(d)
d<z\;‘ vd <Z \/— S\/_\/m Z</m d
=)0t

Nach Satz 2 aus Kapitel 8 und Satz 5 a) ist darin

2= 5 ey o(/2)

A<V
:2\/5 X( X_ L 1

PR PR AR
=2z L(1,x) + O(1).

Ebenso bekommen wir

_l’_

_ L oY Z o)
zz—m§m0(%) o)

Beides zusammen ergibt

Z % — 2z L(1,x) + O(1).

Wire nun L(1,x) = 0, so wére Z ) beschriankt. Dieser Widerspruch zeigt die Behaup-

v

tung von Lemma 3 und Vervollstandlgt den Beweis des Dirichletschen Primzahlsatzes. a
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Kapitel 11

Partitionen

In diesem Kapitel werden additive Zerlegungen natiirlicher Zahlen betrachtet und der Penta-
gonalzahlensatz von Euler und Legendre sowie die logarithmische Version der asymptotischen
Partitionenformel von Hardy und Ramanujan bewiesen.

11.1 Partitionsfunktionen

Das Grundproblem der additiven Zahlentheorie besteht bei gegebenen Mengen A, B C Z in
der Charakterisierung der Summenmenge A +B ={a+b:a € A, b€ B}.

Beispiel 1. Additive Aussagen sind etwa:

a)  Der Vier-Quadrate-Satz von Lagrange beinhaltet die Gleichung Ny = A+ A+ A+ A
wobei A = {n?:n € Ny} die Menge der Quadratzahlen ist.

b)  Die Losung des Waringschen Problems durch Hilbert (1909) lautet, daff zu jeder Zahl
k€ N\ {1} ein g(k) € N existiert mit Ny = A+ --- + A mit g(k) Summanden, wobei
A={n*:neNy} die Menge der k-ten Potenzen ist.

¢)  Die bislang unbewiesene Goldbach-Vermutung aus dem Jahre 1742 besagt A + A =
{2n : n € N, n > 2}, wobei A = P\ {2} die Menge der ungeraden Primzahlen
bezeichnet. Vinogradov zeigte 1937 die Existenz eines ng € N mit der Eigenschaft
{neN:n>nyp,2{n} C A+ A+ A, und Chen bewies 1966 die Existenz eines
no € Nmit {n € N:n >ng,2n} C A+ B, wobei B=AU{pp’ : p,p’ € A} nur
ungerade Primzahlen und Produkte zweier ungerader Primzahlen enthélt.
Von Interesse ist oft die Anzahl der Darstellungen von n € Ny als Summe n = a+bmita € A4,
b € B. Offenbar gilt n € A+ B genau dann, wenn die Darstellungsanzahl nicht verschwindet.
Bei den Partitionsfunktionen p(n) und pg(n) treffen wir diese Situation an.

Definition. Fiir n € N und k& € N bezeichnen p(n) und pg(n) die Anzahl der Darstellun-
gen von n als Summe von beliebig vielen bzw. von hiéchstens £ natiirlichen Zahlen. Dabei

79
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werden zwei Darstellungen als gleich angesehen, wenn sie sich nur durch die Reihenfolge der
Summanden unterscheiden. Ferner setzt man p(0) = pi(0) = 1.

Beispiel 2. Offenbar gelten p(1) = pg(l) =

= )=1und 1 =pi(n) <p2(n) <--- < pp(n) =pn)
fiir alle k,n € N. Man erhilt etwa p(2) = 2, p(3)

=3, p(4) =5, p(5) = 7 sowie p3(5) = 5.

Es sei nun
n=ni+---+n mit ny>no>...>n; >0

eine Partition von n. Sie 148t sich durch ein Diagramm aus zeilen- und spaltenweise angeord-
neten Punkten veranschaulichen, welches in der j-ten Zeile genau n; Punkte enthélt.

14=5+4+4+1 14=44+3+3+3+1

Liest man das Diagramm vertikal, so erhilt man wieder eine Partition von n, die zur Aus-
gangspartition konjugierte Partition

n="Fk+ - +k+(k-1)+-+k=-1)++ (I4+---+1),

N J/

~
nj Summanden ni_1—ng Summanden ni—n2 Summanden

=ng-k+ng_1—mng) - (k—1) 4+ (ng —ng) -1,

wobei der grofite Summand gleich £ ist. Die durch Konjugation erklérte Abbildung ist offenbar
bijektiv. Damit erhilt man

Satz 1. Die Anzahl der Partitionen von n in genau k natiirliche Summanden ist gleich der
Anzahl der Partitionen von n, deren groiter Summand k ist. Die Anzahl pi(n) der Partitio-
nen von 7 in hochstens k natiirliche Summanden ist gleich der Anzahl der Partitionen mit
Summanden < k.

Folgerung 1. Es gilt

pr(n) = Z 1.

()‘1 yeer 7Ak')eNl(§
1-A1+2-Ao+-+k-Ap=n

Demnach kann die Bestimmung von py(n) als eine Abzéhlaufgabe von Losungen einer dio-
phantischen Gleichung aufgefafit werden.

Folgerung 2. Es gilt die Rekursionsformel

[£]
pr(n) = pr1(n — Ak),
A=0

speziell p1(n) =1, pa(n) = [5] + 1, pa(n) = p2(n) +pa(n — 3) + - +p2(n - 3[§]).
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11.2 Erzeugende Potenzreihen

Das Aufsummieren von | ]-Symbolen gemif Folgerung 2 wird schnell ziemlich unhandlich.
Eine ganz andersartige Methode zur Bestimmung von pg(n) beruht auf der Verwendung von
Potenzreihen.

Satz 2. Fiir k € Ny und |z| < 1 besteht

k

1= mman
n=0

Jj=1

Beweis. Fiir |z| < 1 konvergieren die geometrischen Reihen in 2/ absolut und diirfen aus-
multipliziert und umgeordnet werden. Es gilt

k k 00 00
1 . .
H — _ H (1 + 20 4+ $2] 4. ) _ Z :E/\1+2/\2+"'+k/\k _ Z pk(n) $n,
j=1 j=1 ALyA2,0,A =0 n=0
letzteres wegen Folgerung 1. O

Beispiel 3. Bezeichnet (x) die zu z € R mit 2z ¢ Z nichstgelegene ganze Zahl, so gilt

pa(n) = [(n—i-lién—i-f))] _ <(n —11—23)2>‘

Denn Satz 2 liefert fiir |z| < 1

1 N n
O = Tai—ma =~ 570"

Mit w = e5 = —% + z? lautet die Partialbruchzerlegung von f3(x):
1
@) = T M+ o)1 = o)1 = o)

1 17 1 1

1
1 1 7 1 1
___ 6 1 72 8 2
_(l—m)3+ —w)2+1—m+1+m+9(1—ww+1—w2 )

Reihenentwicklung der Partialbriiche und Zusammenfassung ergibt

f3(z) = ZO ((n—i—Qién—i—l) njl—l +%+ (_81)n +w” _i_gw,n)xn.

Durch Koeffizientenvergleich folgt
n?+6n+5 17 (=) W"+w

="ttty T
n n n 2
=D = P ()

mit 0 < p1(n) < 1 und |p2(n)| < 3, woraus die obigen Formeln kommen.
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Durch Satz 2 wird der folgende Sachverhalt nahegelegt.

Satz 3. (Euler) Fiir |z] <1 gilt

= 1
Il —
k=1

= Z p(n)z"™.
n=0

Beweis. a) Fiir |z| < 1 konvergiert das Produkt absolut. Denn bei festem z mit 0 < z < 1
sind die Partialprodukte fx(z) monoton wachsend und beschrinkt wegen

) (5 2) son (S5 )

k k
1
SHl—xj:eXp<Z log 7 :
7=1 7=1 7j=1 v=1 v=1 j=1

:eXp@ ) <o (e ) =en ()

v=1

b) Wir zeigen die Existenz von

fiir |z| < 1. Es geniigt, dies fiir 0 < x < 1 zu erledigen. Bei festem x wichst die Folge der
k

Partialsummen Z p(n) 2" monoton. Aus Satz 2 und Teil a) folgt deren Beschrianktheit, denn
n=0

k k
1§Zp(n)x”<2p( :L“—i-Zpk Zpk
n=0 n=0 n=k-+1
k 00 1

1
:H 1-— ]<1—Ill—:1:j'

J=1 J=

Also konvergiert Zp(n):z:” = f(z) fir |z| < L.
n=0
c¢) Aus b) sieht man fiir 0 <z < 1

k [
3 pn)a” < ful@) < f@) =3 pn)a,

also lim fy(x) = f(x). Damit kommt

k— o0
n __ —
nEO p(n)z" = f(z) = lim fi(z) = lim | | T2 —j|:|1 g

wie behauptet. O
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Bemerkung 1. Zieht man funktionentheoretische Hilfsmittel hinzu, so sieht man

fe =Y =] ;=  (eC <.
n=0 k=1

Die Cauchyschen Integralformeln liefern die Darstellung

M) _ 1 (2)
p(’I’L) = n! = ﬁ . zn+1 dZ,

wobei k ein einfach geschlossener, positiv orientierter Kreis um 0 vom Radius r < 1 ist. Bei
geeigneter Wahl von r und sogenannter Farey-Zerschneidung (Farey, 1766 - 1826) der Spur
von k 148t sich mit der Hardy-Littlewoodschen Kreismethode die berithmte Partitionenformel

plon) ~ -z exp (w \/? ) (n— )

von Hardy und Ramanujan gewinnen. Eine (schwiichere) asymptotische Formel fiir log p(n)
wird am Schluf} dieses Kapitels bewiesen.

11.3 Der Euler-Legendresche Pentagonalzahlensatz

o0
Wegen Satz 3 konvergiert fiir |z| < 1 das unendliche Produkt H (1- wk) Der Pentagonal-

k=1
zahlensatz von Euler und Legendre liefert die Potenzreihenentwicklung dieses Produkts.

n

Definition. Es sei 3 < k € N. Die Zahlen n + (k — 2) ( .

) mit n € N heifen k-Eck-Zahlen.

Bemerkung 2. Die folgenden Punktediagramme fiir £ = 3,4, 5 erldutern die Bezeichnung.

Die k-Eck-Zahlen sind die Partialsummen der arithmetischen Folge

1,1+ (k—=2),1+2(k—2),1+3(k—2),...,
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also die Zahlen .

; 1+ (v—1)(k —2)) :n+(k—2)(g>.

Fiir ¥ = 3 enthéilt man die Dreieckzahlen ntl) | fiir k = 4 die Quadratzahlen, fiir k = 5 die

Fiinfeckzahlen 3(n) = . Man sieht 8(—n) = 3"2% sowie B(n) < f(—n) < B(n + 1) fir
n € N. Die paarweise verschledenen Zahlen 3(£n) mit n € N nennt man Pentagonalzahlen.

Satz 4. (Euler-Legendrescher Pentagonalzahlensatz) Es seien G(n) und U(n) die Anzahl
der Partitionen von n in eine gerade bzw. eine ungerade Anzahl paarweise verschiedener
natiirlicher Summanden. Dann gilt

0 fiir n # B(£A)

(—=1)* fiir n = B(£N) (A en.

Beweis. Neben Beweisen von Euler (1750), Legendre (1830), Jacobi (1846) gibt es einen
hiibschen kombinatorischen Beweis von Franklin (1881), den wir im folgenden behandeln.

Wir betrachten im Punktediagramm Partitionen von n € N in paarweise verschiedene Sum-
manden. Etwa ist eine solche Partition von 17 gegeben durch

17=6+5+4+2 16=7+6+3

=)

17=7+6+4 16=6+5+3+2

Dabei wird s als Seite, b als Basis bezeichnet. Wir definieren eine Operation 7" durch Anlegen
von b an s oder von s an b, so daf} die neue Partition von n wieder paarweise verschiedene
Summanden enthilt, die zeilenweise der Grofie nach geordnet sind. Wenn 7' durchfithrbar ist,
so gibt es die beiden Moglichkeiten

T="T: Lege b an s an,
T="1T5: Lege s an b an.

Wenn 77 moglich ist, so gilt b < s. Falls T' = T5 moglich ist, so gilt s < b. Wenn also T’
iiberhaupt durchfithrbar ist, dann eindeutig. In diesem Fall ordnet T" einer geraden Partition
von 7 bijektiv eine ungerade zu und umgekehrt. Wir untersuchen, wann 7" durchfiihrbar ist.

a) s>b: T =T ist stets durchfithrbar.

b) s =b:T =T ist durchfithrbar, es sei denn, s und b haben einen Punkt gemeinsam.
Dies tritt genau dann ein, wenn

n=b+b+1)+-+ b+ (b-1)=2(3b-1)=p(b).
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c) s <b: T =T, ist durchfiithrbar, es sei denn, s = b — 1 und s, b haben einen Punkt
gemeinsam. Dies ist genau dann der Fall, wenn

n=6+1)+(+2)+---+(s+s5)=53s+1)=p(—s).

Die Ausnahmezahlen vom Typ b) und ¢) sind paarweise verschieden. Mit A\ € N folgt:
a) Firn ¢ B(Z) gilt G(n) =U(n).
b)  Fiir n = B(\) gilt G(n) —U(n) = (—1)*.
c) Fiir n = B(—A) gilt G(n) —U(n) = (—1)*.

Das war behauptet. O
Als Konsequenz aus Satz 4 kommt

Satz 5. (Euler) Fiir |z| <1 gilt

oo oo

[T =25 =143 (-1 (6N 4 28N) = §° (—1) g3,

k=1 A>1 A=—o0

Beweis. Der Koeffizient von ™ entsteht durch Ausmultiplikation von

(1 —z)(1—2%)--- (1 —2z").
Er ist offenbar G(n) — U(n), und die Behauptung kommt aus Satz 4. O
Zusammen mit Satz 3 ermoglicht der Satz 5 nun eine rasche rekursive Berechnung von p(n).

Folgerung 3. Fiir n € N gilt

wobei * anzeigt, dal p(—m) = 0 fiir m € N einzusetzen ist.

Nachweis. Die Satze 3 und 5 liefern fiir |z| < 1:

i p(n)z" (1 + i (—1)A (wﬁ()‘) + :Lﬂ()\))> =1.
n=0 A=1

Ausmultiplizieren der Reihen und Koeffizientenvergleich ergibt p(0) = 1 sowie fiir n € N die
behauptete Rekursionsgleichung. O

Beispiel 4. Die ersten Pentagonalzahlen sind

1
BN 1 5 12 22 35 51
2 7 15 26 40 57
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Damit wird

p(n) =+p(n—1) +p(n —2) = p(n —5) = p(n—7)
+ p(n —12) + p(n — 15) — p(n — 22) — p(n — 26)
+p(n —35) + p(n —40) —p(n —51) —p(n —57) ++ — — -+,

und man berechnet rasch p(0) = p(1) =1, p(2) =2, p(3) = 3, p(4) =5, p(5) =7, p(6) = 11,
p(7) = 15, p(8) = 22, p(9) = 30, p(10) = 2 usw.

11.4 Das asymptotische Verhalten von log p(n)

Durch Logarithmieren der Partitionenformel von Hardy und Ramanujan aus Bemerkung 1
entsteht log p(n) ~ my/2 fiir n — oo. Hierfiir hat Erdos (1913 - 1986) im Jahre 1941

einen elementaren Beweis geliefert, der 1951 von Newmann zu einem vollstidndigen Beweis der
Hardy-Ramanujanschen Formel ausgebaut wurde. Wir beschrianken uns hier auf den Beweis
des Ergebnisses von Erdos.

Satz 6. (Erdos) Es gilt

log p(n) ~ 71'\/? (n — 00).

Der Beweis von Satz 6 beruht entscheidend auf dem folgenden Lemma, das auch von ei-
genstindigem Interesse ist.

Lemma 1. Fiir n € N gilt die Rekursionsformel

npn) = 3 vpn—vk) =3 o(m)p(n —m).

vk<n m<n

Beweis. Werden alle p(n) Partitionen von n addiert, so ergibt sich einerseits die Summe
np(n). Andererseits tritt der Summand v in diesen Partitionen genau p(n—v)+p(n—2v)+

Male auf. Multiplikation mit ¥ und Summation iiber v ergibt die erste Gleichung. Setzt man
darin vk = m und beachtet 0 = 1 % I, so folgt auch die zweite Gleichung. O

Alternativ kann der Beweis von Lemma 1 auch durch Umformung bekannter Identitdten
erbracht werden: Fiir |z| < 1 gilt nimlich wegen Satz 3

o0 o0

=S pee =T = (22 )

k=1 v=1

Logarithmische Differentiation ergibt

:Z Z kaxvk = Z o(m)z™

k=1 v=1 m=1
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Andererseits ist

n=1
also
o0 o o0
Z np(n)z" = Z p(0) z* Z o(m)z™
n=1 (=1 m=1

Ausmultiplikation und Koeffizientenvergleich liefert erneut die Behauptung von Lemma, 1.

Es folgt ein technisches Lemma zur asymptotischen Analysis.

Lemma 2. Esseia= W\/g und b > 0. Dann gilt

Beweis. Fir 0 <y <1 gilt

2 2
1< < <l1l+4uy.
Slivioyg o2—y- Y

Damit folgt fir 1 <m <n

m 2, —3/2
Vn—+n—m= 2\/_1+\/1_— 2\/T_l+19mn

mit 0 < ¥ = d(m,n) < 1. Es entsteht

- Z p—b(vn—vn-m) _ Z o(m) o avE ™ g—bimin=2 _ 1 S, + 1 S, |
n n n

m<n m<n

2/3

wobei S die Summe iiber 1 < m < n?/3 und S5 die Summe iiber n?/3 < m < n bezeichnen.

Nun ist fiir n — oo

_b_ bo1/6 1

LS Y eme < LS om) < et — o),
n?/3<m<n m<n

1 1 __b m —bIm2n—3/2 1 __b

- S = - Z o(m)e 2vn Te = (1+0(1)) - Z o(m)e 2vn .
mSn2/3 m§n2/3

Partielle Summation mit
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a

liefert wegen ((2) = TZ schliefflich
1 _ bm_
- Z o(m)e 2=

n
m<n?2/3
1 b n?/® __b_
=S oz [T alm)e VA
m<n?2/3 m<t
b((2 n?/® __b_ n?/? __b
:0(1)+%n_3/2/ 2" dt + O(n~%?) / 32”7 dt
1 1
b,1/6

_2(2) M 5 . _ 4(2) _d

- % ﬁn/ P dp +o(1) = 2 +o(1) = T+ o(1)
Zusammenfassung ergibt die Behauptung von Lemma 2. O

Nun ist der Beweis von Satz 6 rasch erledigt: Fiir 0 < € < 1 gibt es gemifl Lemma 2 ein
nog € N mit

LS olm)e AV = (LY o(1) 51

a—¢
m<n

fiir alle n > ng. Es sei ¢y = ¢o(e) > 0 so gewihlt, daB p(n)e_(“_g)\/ﬁ > ¢ fiir alle n < ng
ausfillt. Das heifjt
p(n) > co 0=V fiir < ng .

Wir behaupten

(1) p(n) > co @ VP fijr alle n € N.
Dazu sei n > ng, und p(v) > co el V¥ gelte schon fiir alle v < n. Lemma 1 liefert
1 1
p(n) = - % o(m)p(n —m) > ¢y - n% o (m) ela=<)Vn=m
< , <
= ¢ ela—e)vn = Z o(m) o (a—e)(Vn—vn=m) c ola—2) \/ﬁ’
" m<n

und (1) folgt nach dem Induktionsprinzip. Ebenso sieht man

(2) p(n) < ¢ VP fiir alle n e N

mit einer geeigneten Konstanten ¢; = c¢1(¢) > 0. Aus (1) und (2) kommt
co eV < p(n) < ¢ elate)vn

und Logaritmieren ergibt

PER | <ev0()

oder

— 1
i |82 | <
n—00 \/ﬁ
fiir jedes ¢ > 0. Das heiit log p(n) ~ ay/n fir n — oo, wie in Satz 6 behauptet. O

Bemerkung 3. Die Ungleichung (2) LiBt sich leicht zu p(n) < e®™ fiir alle n € N
verschérfen. Der Induktionsbeweis beruht allein auf Lemma 1.



