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3. Tilgungsrechnung

Die Tilgungsrechnung beschéftigt sich mit der Riickzahlung von Krediten, Darlehen
und Hypotheken. Dabei erwartet der Glaubiger, dafl der Schuldner seine Schuld ver-
zinst und sie wie vereinbart zuriickzahlt.

Wird eine Schuld nicht auf einmal im Gesamtbetrag, sondern in Teilbetragen zuriick-
gezahlt, so spricht man von einer Tilgungs- oder Amortisationsschuld. Fiir sie pflegt
man besondere Tilgungsplane aufzustellen, aus denen der Tilgungsvorgang und die
laufende Verzinsung der Schuldreste fiir jedes Jahr ersichtlich sind. Es wird vorausge-
setzt, dafl eine Schuld einschliefSlich der anfallenden Zinsen nach einer festgelegten An-
zahl von Zinsperioden vollstandig getilgt sein mufl. Im allgemeinen werden in gleichen
Zeitabstdnden Riickzahlungsleistungen erbracht. Die Zahlungsperioden kénnen dabei
mit den Zinsperioden {ibereinstimmen, eine Zinsperiode kann aber auch in mehrere
gleich lange Tilgungsperioden unterteilt werden. Riickzahlungen konnen zu den Ver-
zinsungszeitpunkten, zwischen und zu den Verzinsungszeitpunkten, vorschiissig oder
nachschiissig vorgenommen werden. Die Zinsen konnen in jeder Zinsperiode vorschiissig
oder nachschiissig erhoben werden.

Alle moglichen Kombinationen der einzelnen Félle wiirde zu einer sehr grofien An-
zahl von Tilgungsplédnen fithren. Aus diesem Grund erfolgt eine Beschréinkung auf die
gebrauchlichsten Riickzahlungspldne mit nachschiissiger Tilgung und nachschiissiger
Zinszahlung.

3.1. Tilgungsarten

Definition 3.1

Es liege eine Gesamtschuld K vor. Der Betrag Tj, der am Ende der j-ten Zahlungspe-
riode zum Abtragen der Schuld entrichtet wird, heifit Tilgungsrate. Die am Ende der
Periode verbleibende Restschuld wird mit K; bezeichnet.

Definition 3.2
Die Summe A; aus Zinszahlungen Z; und Tilgung 7; der Periode j heifit Annuitdt.



Bemerkung

Die Zinsen Z; sollen nachschiissig am Ende einer Periode zu den Zinsterminen gezahlt
werden. Sie beziehen sich dabei stets auf die Restschuld K;_;. Als Periodendauer sei
ein Jahr vereinbart.

Bei Krediten mit kurzer Laufzeit und monatlicher Zahlung werden die Zinsen oft nur
auf die Gesamtschuld bezogen. Dann stimmt der vorgegebene nominelle Zinssatz ¢ nicht
mehr mit dem zugehorigen Effektivzinssatz iiberein.

Definition 3.3

Sind alle Tilgungsraten T} konstant, so spricht man von Ratentilgung. Sind alle An-
nuitdten A; konstant, so liegt Annuitdtentilgung vor.

Definition 3.4

Zwei Zahlungsfolgen heiflen dquivalent, wenn die Barwerte beider Zahlungsfolgen, be-
zogen auf den gleichen Zeitpunkt, iibereinstimmen.

3.2. Ratentilgung

Satz 3.1

Wird eine Schuld K nachschiissig n Jahre lang durch Ratentilgung bei einem Zinssatz ¢
abgetragen, so gilt

K
(3.1) T = 70
32) K=K (1 - i) , i=1..n
(3.3) Z; = Kqyi (1—j;1> , i=1,...n
(3.4) A= IZO 1+n—74+14), j=1,..n
Bemerkung
Fiir die Summe der Zinszahlungen gilt Zg = nt 1K0i .

1
Fiir die Summe aller Annuitéiten gilt Ag = Ky <1 + n;— z) )



Beispiel 3.1

Ein Grundstiick im Wert von 200.000 € soll verkauft werden. Der Kéufer zahlt 50.000 €
und will den Restbetrag in 5 Jahren jeweils zum Jahresende tilgen.
Es ist ein Tilgungsplan fiir die Ratentilgung mit einer Verzinsung von 8 % zu erstellen!

Ky = 150.000 1 =0,08 n=>
150.
T = 20-000 = 30.000
Tilgungsplan:
j Kj Z T 4,
1| 150.000,00 | 12.000,00 | 30.000,00 | 42.000,00
2 | 120.000,00 | 9.600,00 | 30.000,00 | 39.600,00
3| 90.000,00 | 7.200,00 | 30.000,00 | 37.200,00
4 | 60.000,00 | 4.800,00 | 30.000,00 | 34.800,00
5| 30.000,00 | 2.400,00 | 30.000,00 | 32.400,00
0,00 | 36.000,00 | 150.000,00 | 186.000,00
Satz 3.2

Fiir die Barwerte 7y aller Tilgungsraten und Z, aller Zinszahlungen bei n-jdhriger
Ratentilgung einer Schuld K gilt

K
(35) To=—"a,

n
(3.6)  Zy=K, (1 - “")
Bemerkung

Fiir den Barwert aller Annuititen gilt
AO = TO -+ Z() = (Tan) + (KO — TCLn) = KO y
womit das Aquivalenzprinzip bei Ratentilgung eingehalten wird.

Nimmt man einen Kredit in Hohe Ky auf, der in Ratentilgung abzutragen ist, dann
spiegelt das Verhéltnis Z; als Barwert aller Zinszahlungen zu K, die Kosten des Kre-
dites wieder.

Empfehlung

Unterjéhrige Tilgung einer Ratenschuld [Bo] S. 48-52



3.3. Annuititentilgung

Satz 3.3

Wird eine Schuld K, nachschiissig n Jahre lang durch Annuitdtentilgung bei einem
Zinssatz ¢ und damit Aufzinsungsfaktor ¢ = 1 + ¢ abgetragen, so gilt

qg—1
3.7 T =K
I
(3.8) T, =T¢ ", j=2,...n
Zi=Kyi—Ti (¢ ' —1), j=1,..n
i1
(3.10) K, =K, (1 - ;Jn — 1) , i=1,...n
1
(311)  A=EKyq"~

Bemerkung

Da jahrlich konstante Annuitédten gezahlt werden, kann die Schuld K als Barwert einer

nachschiissigen Rente in Hohe der Annuitét angesehen werden:
Aqgh—1
K() = 7(] = Aan
q" q—1
Damit ist auch fiir die Annuitétentilgung das Aquivalenzprinzip giiltig.

Bemerkung
1 _

Die Gréfle w, = — =4q" a heilt Annuititen- oder Kapitalwiedergewinnungsfak-
Qp, qn -

tor.

Er gibt die jéhrliche Rate der Wiedergewinnung einer Geldeinheit an.

Bemerkung

Berechnet man zuerst die Annuitidt A = Kyw,, so kann man die anderen Gréflen in
Abhéngigkeit von A wie folgt berechnen:

T, = Av"ti=d j=1,..n
Z;=A1 -t j=1,...n
Kj = Aan_j s jzl,...,n

Insbesondere gilt auch
A ="Tq",

was im Vergleich mit (3.8) die Eigenschaft T,,;1 = A, Z,11 = 0 liefert und
Ko ="1Tis,.



Bemerkung

Fiir die Summe aller Zahlungen bei Annuitétentilgung gilt:

-1
Ag =nA = nKyq" g
q" —1
Fiir die Summe der Zinszahlungen gilt:

Zg=Ac — Ky = Ky (nqn

—1
q _1>
" —1

Die Tilgungsraten bei Annuitédtentilgung bilden eine geometrisch wachsende Folge. Ge-
geniiber der Ratentilgung sind sie deshalb zuerst kleiner und spéter gréfler. Damit sind
die Restschulden bei Annuitédtentilgung stets grofler als bei der Ratentilgung. Folglich
fallen die Zinszahlungen hoher aus.

Bemerkung

Beispiel 3.1 (Fortsetzung)

Erstelle einen Tilgungsplan fiir die Annuitdatentilgung!

0,08
A =150.000 - 1,08% - ——— = 37.568, 4
50.000 - 1,08 108 — 1 37.568, 47
Tilgungsplan:
j Kj Zj T; 4,
1| 150.000,00 | 12.000,00 | 25.568,47 | 37.568,47
2 1124.431,53 | 9.954,52 | 27.613,95 | 37.568,47
31 96.817,58 | 7.745,41 | 29.823,06 | 37.568,47
41 66.994,52 | 5.359,56 | 32.208,91 | 37.568,47
o | 34.785,61 | 2.782,85 | 34.785,62 | 37.568,47
-0,01 | 37.842,34 | 150.000,01 | 187.842,35

Die Zinszahlung erhoht sich gegeniiber der Ratentilgung um 1.842,34 €.

Satz 3.4

Fiir die Barwerte 7 aller Tilgungsraten und Z, aller Zinszahlungen bei n-jahriger

Annuitatentilgung einer Schuld K gilt

(3.12)

(3.13)  Zo = Ky (1 - ) .

TOZ LKO
Sn q

n

Snq




Bemerkung

Wird fiir die Tilgungsdauer eine ganze Zahl von Jahren festgelegt, so entsteht in der
Regel eine krumme Annuitét.

Verlangt man umgekehrt fiir die Jahresleistung einen glatten Betrag, so kann eine
gebrochene Tilgungsdauer entstehen. Die Berechnung dieser Tilgungsdauer geschieht
dabei analog zu Satz 2.7 aus Abschnitt 2.4.:

_ log A —log Ty

3.14 t
(3.14) g g

Definition 3.5

Wird die erste Tilgungsrate durch einen Hundertsatz der Gesamtschuld ausgedriickt,
so spricht man von Prozentannuitdt. Der Hundertsatz heifit TilgungsfufS oder Tilgungs-
quote.

Satz 3.5

Ist Ky die Gesamtschuld, i der vorgegebene Zinssatz, () die Tilgungsquote und ip = 1%0,

so gilt fiir die (gebrochene) Laufzeit dieser Annuitétentilgung

Cw(142)

(3.15) = Togl T

Beispiel 3.2

Eine Hypothek iiber 230.000 € wird mit 7 % verzinst. Es soll pro Jahr 1 % plus
ersparter Zinsen nachschiissig getilgt werden. Wann ist die Schuld abgetragen ?

Ky = 230.000 1 =0,07 1 = 0,01

_log(l—k%)_?)o -
~ logl,07 7

Die Hypothek wird erst nach 31 Jahren getilgt sein. Die Annuitét fiir die ersten 30 Jahre
betrigt A = 230.000 - (0,07 +0,01) = 18.400. Das 31. Jahr ist gesondert abzurechnen.

Empfehlung

Tilgung und Stiickelung Ka,Lo] S. 79-82

[

K] S.126-135

[Kos]  S.120-128
Unterjéhrige Annuitétentilgung Ko S. 133-135

Bo]  S.60-66



3.4. Tilgung mit Aufgeld

Definition 3.6

Ein zur Ubernahme einer Schuld anregender Aufschlag wird Aufgeld oder Agio genannt.

Bemerkung

Das Aufgeld wird als fester Satz a bezogen auf 100 DM Tilgung ausgedriickt. Es ist mit
zu tilgen, darf aber nicht verzinst werden, da der Glaubiger nur auf den Nominalbetrag
der Schuld Zinsen erhélt.

Satz 3.6

Wird eine Schuld Ky nachschiissig n Jahre lang durch Ratentilgung mit Aufgeld abge-
tragen, so gilt fiir die Annuitét

KO a . . .
(316) Aj = 7 (1+100+(n—j+1)2> ; J—l,...,n .

Bemerkung

Bei Ratentilgung mit Aufgeld ist dem bisherigen Tilgungsplan nur eine Spalte fiir das
Aufgeld hinzuzufiigen. Die Annuitét erhoht sich dabei um das Aufgeld.

Bei der Annuitétentilgung mit Aufgeld fithrt ein analoges Zufiigen des Aufgeldes auch
zu nichtkonstanten Annuitéten, da die Tilgungsraten 7} und damit auch die Aufgelder
G, geometrisch wachsen.

Die Verdnderung der Annuitét entspricht aber nicht dem Sinn der Annuitétentilgung.
Deshalb wird eine zusétzliche Variante betrachtet, bei der das Aufgeld in einer kon-
stanten Annuitét enthalten sein soll. Man spricht vom eingeschlossenen Aufgeld.

Satz 3.7

Wird eine Schuld K, nachschiissig n Jahre lang durch Annuitdatentilgung mit Aufgeld
abgetragen, so gilt fiir die Annuitdt bei nichteingeschlossenenem Aufgeld

a - 1
317 A — K ( ]_ )" = ]. ) J_l) o N 1 .:17-.-7
und bei eingeschlossenem Aufgeld
1
3.18 A=K, (14+i,) — ¢
(315) (i)
it K, =K <1 + ) d !
mi a = Yo — un g = -
100 1+ 155



Beispiel 3.3

Eine Schuld von 50.000 € soll in 4 Jahren bei einer Verzinsung von 8 % durch An-
nuititentilgung abgezahlt werden. Dabei sei ein Agio von 10 % vereinbart.
Es sind Tilgungspléne fiir nichteingeschlossenes und eingeschlossenes Agio aufzustellen!

nichteingeschlossenes Aufgeld:

0,08

71 = 50.000 - 0, 08 = 4.000 R s .
! ’ 1,084 — 1

T, = 50.000 = 11.096, 04

A = 15.096, 04

Tilgungsplan:

Kj—l

7

J

T.

J

G

A

J

50.000,00
38.903,96
26.920,24
13.977,82

=W N

4.000,00
3.112,32
2.153,62
1.118,22

11.096,04
11.983,72
12.942,42
13.977,82

1.109,60
1.198.37
1.294,24
1.397,78

16.205,64
16.294,41
16.390,28
16.493,82

0,00

eingeschlossenes Aufgeld:

a=10

A =55.000-1,0727273* -

T, = 55.000 -

10.384,16

50.000,01

K, =150.000-1,1 = 55.000

0,0727273

Tilgungsplan:

1,07272734 — 1
0,0727273

=12.
1,0727273% — 1 337,63

lg =

4,999,099

0,08
1,1

Y

16.337,63

65.384,15

Zyp =4.000

=0,0727273

Ka,j—l

Kj—l

Zaj

T,

T-

J

G

DN

55.000,00
42.662,37
29.427.,46
15.230,01

50.000,00
38.738,97
26.752,23
13.845,46

4.000,00
3.102,72
2.140,18
1.107,64

12.377.63
13.234,91
14.197,45
15.229,99

11.216,03
12.031.74
12.906,77
13.845,44

1.121,60
1.203,17
1.290,68
1.384,55

0,02

Empfehlung

Kredite mit Auszahlungsgebiihren

0,02

10.350,54

[Bo]

54.999,98

S. 74-75

49.999,08

5.000,00




3.5. Ratenkreditgeschift

Bemerkung

Bei den iiblichen Ratenkreditgeschéften beziehen sich die Riickzahlungsraten (d.h.
Zins- und Tilgungsraten) in der Regel auf den Bruttoanfangskredit einschliefllich Ge-
biihren. Da die Zinsen nicht auf die Restschuld bezogen werden, ist somit der vorgebe-
nene nominelle Zinssatz fiir einen Vergleich wertlos.

Die Leistung des Glaubigers besteht in der Auszahlung des Nettokredits zum Zeitpunkt
Null. Die Leistungen des Schuldners bestehen darin, dafl monatlich Raten zuriickge-
zahlt werden. Der unter Verwendung des Effektivzinssatz zu ermittelnde Barwert dieser
Ratenzahlungen muB dann dem Nettokredit entsprechen, um dem Aquivalenzprinzip
Zu geniigen.

Das Européische Parlament hat 1997 in zweiter Lesung einem Vorschlag des Eu-
ropiischen Rates zur Anderung der I1. Verbraucherkreditrichtline (VKRL) zugestimmt.
Damit haben alle EU-Mitgliedsstaaten nach einer Ubergangsfrist den Effektivzins nach
der ISMA-Methode zu berechnen, d.h. im unterjidhrigen Bereich wird auch von der ex-
ponentiellen Verzinsung ausgegangen.

Geplant war die einheitliche Verwendung der actual /365-Tagemethode. In Deutschland
wird weiterhin mit gleichen Monatsldngen aber auf Basis von 365 Tagen gearbeitet. Da-
mit ist fiir das Ratenkreditgeschéft die 30,42/365-Tagemethode anzuwenden.

Bemerkung

In Deutschland wurde seit 1981 der effektive Jahreszins eines Ratenkredites nach der
Preisangabenverordnung der Preisaufsichtsbehérden der Lander ermittelt. Dabei wurde
die 30/360 Tage-Methode verwendet und die Zinssollstellungen ergab sich nach jeweils
360 Zinstagen bzw. zum Stichtag der letzten Monatsrate.

Vor dem Inkrafttreten dieser Preisangabenverordnung wurde der Effektivzinssatz nach
der sogenannten Uniformmethode ermittelt. Dabei werden die gesamten Kreditkosten
zu den durchschnittlich wihrend der Laufzeit gebundenen Darlehensbetrag in Verhlt-
nis gesetzt und dieser Wert auf ein Jahr bezogen.

Bezeichnungen:

K, Kredithohe
M = 12n +mp Laufzeit des Kredites in Monaten; dabei ist n die
Zahl der Jahre und mp die Restlaufzeit in Monaten

7 nomineller Jahreszinssatz

Ty = é relativer monatlicher Zinssatz

35 Beabeitungsgebiihr in % bezogen auf K,
r monatlich konstante Riickzahlungsrate

leff zu bestimmende effektive Jahreszinssatz



Satz 3.8

Bei einer Laufzeit von M Monaten, einem monatlichen Zinssatz i,, und einer Gebiihr
von g % fiir einen Ratenkredit der Hohe K gilt fiir die konstante Riickzahlungsrate
Ky

qg .
Nl = —(14+——+M .
(3.19)  r M( + 2+ zm>

Satz 3.9 (EU-VKRL)

Der effektive Zinssatz i.sy nach ISMA ist bei vorgegebener Laufzeit von M Monaten
eine Losung der Gleichung

(1 +iep)T — 1
(1t iegs) 12 - (1 +iegy)
mit der Konstanten
KM

ro 1455+ Miy,

=L

(3.20)

L

12—1)

(321) L

wobei 0 < L < M vorauszusetzen ist.

Folgerung

Unter Verwendung von z = (1 + ieff)ﬁ erhilt man aus (3.20) die Bestimmungsglei-
chungen

(322)  LaMP—(L+1)2M+1=0.

Beispiel 3.4
Priifen Sie die folgenden Angaben der Sparkasse Freiberg!

Allzweckdarlehen (Konditionen vom 21.05.2001)

Monatszins: 0,44 %
Bearbeitungsgebiihr: 2 %

Laufzeit 36 Monate: Kreditkosten 178,40 DM je 1.000,00 DM
Effektivzins 11,56 %

Laufzeit 60 Monate: Effektivzins 10,81 %

Beispiel 3.5
www.quelle.de/wwl/statisch /service /bezahlen /teilzahlung.html
Konditionen vom 25.03.2002 (Auszug) :

Bei 3 Monatsbeitrigen betrigt der Zinsaufschlag pro Monat 0,76 %. Dies entspricht
einem effektiven Jahreszins (ohne Zahlpause) von 14,51 %.

Priifen Sie diese Angabe!



Satz 3.10 (PAngV alt)

Der effektive Zinssatz i.ss nach der PAngV alt ist bei vorgegebener Laufzeit von
n Jahren und mg Monaten eine Losung der Gleichung

(323) 1255 (L tieps)" =1 (1 (5") des) ma I
(1+ieff)n Z.eff (1+%ieff) (1+ieff)n

mit der Konstanten

Ky M
3.21 L=—=
(3:21) ro 1+l o+ Miy,

5 ;5,5} < L < M vorauszusetzen ist.

wobel min{

Folgerung

Betrigt die Laufzeit eines Kredites genau n Jahre, so erhdlt man unter Verwendung
von ¢ = 1 + 4.5 die Bestimmungsgleichungen

(3.24)  (L—5,5)a"" = (L+6,5)2" +5,50+6,5=0

Folgerung

Betriagt die Laufzeit eines Kredites maximal 12 Monate, so erhélt man den effektiven
Zinssatz

Mip, + 75

(3.25) ey =24 .
M+1— (M = 1) (Miy, + )

Bemerkung

Vor dem Inkrafttreten der PAngV wurde der Effektivzinssatz nach der sogenannten
Uniformmethode ermittelt. Dabei werden die gesamten Kreditkosten zu den durch-
schnittlich wahrend der Laufzeit gebundenen Darlehensbetrag in Verhéltnis gesetzt
und dieser Wert auf ein Jahr bezogen. Damit erhélt man

M, + 15

2 e =24
(3.26) Tepr Ml

Empfehlung

H. Bieg: Die Effektivverzinsung von Ratenkrediten

WiSt, 10(1993), S 525-529

Wimmer /Stockl-Pukall: Neuregelung der Effektivinsberechnung
Die Bank, 1/98 , S. 33-37

Ratenkreditgeschéft (Uniformmethode) [Ko] S. 38-43



