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KlassischeEigenschaftenvon Dreiecken

§1. Einleitung
Von allenVielecken, außerdemPunktundderStrecke(die manabernur in Grenzfällenals

Vieleckebetrachtet), ist dasDreieckdaseinfachste. Viele EigenschaftendesDreiecksfindensich
im LehrplanderSchule, weil siein derGeometrieundauchin derhöherenMathematik
unumgänglichsind.

AberdieseEigenschaftensindnicht ein kleinesTeil davon, wasüberDreieckeim Laufeder
JahrhunderteaninteressantenErgebnissenbekanntgewordenist. Ein ganzesFeldderGeometrieist
entstanden, die sogenannteDreiecksgeometrie. MankanndiesesFeldalsSpieloderalsKunst
interpretieren, denneshatkeineAnwendungen. Optimistischerkönntemandagegensagen, die
Dreiecksgeometrieseidie reinsteMathematik, die esgibt. Mit geistreichenBeweisen, mit lange
unentdecktgebliebenenSätzenvonerstaunlichenEinfachheitundmit Bezügenzuralgebraischen
Geometrieverdientdie DreiecksgeometrieeinenfestenPlatzin derUnterhaltungsmathematik.

DaswichtigsteObjektderDreiecksgeometrieist (Überraschung!) dasDreieck. Eswird oft mit�
ABC,

�
A1A2A3 oder

�
XYZ bezeichnet, wobei”

�
” dasZeichenfür ”Dreieck” ist undA, B, C (oder

A1, A2, A3 oderX, Y, Z) die Dreieckseckensind.
Wir werdenin diesemVortragdie Bezeichnung

�
ABC verwenden. Die SeitendesDreiecks

werdendannmit a � BC, b � CA undc � AB bezeichnet, unddie Winkel heißen� � � CAB,� � �
ABCund � 	 
 BCA.

Bemerkung: Dreiecksgeometerkämpfenaktiv gegendie BezeichnungA für die Flächedes
Dreiecks. Ein Grunddafürist, daßin Amerikaoft die Winkel nicht � , � und � , sondernA, B undC
heißen, undein andererGrundist, daßA einfacheineDreieckseckeist. SosindSundF
gebräuchlicheBezeichnungenfür die Dreiecksfläche; in denletztenJahrenhatsichauchdie
Bezeichnung
 durchgesetzt.

Fürdie SeiteneinesDreiecksABCgeltendie bekanntenDreiecksungleichungena � b � c,
b � c � a undc � a � b. Fürdie Winkel gilt derSatz� � � � � � 180°. FallsauchdieseErgebnisse
ausunserenSchulbüchernverschwundensind, dannbedeutetes, daßwir unsschonin einemsehr
spätenStadiumderApokalypsebefinden. (NachderStreichungderAdditionsformelnfür Sinusund
Kosinuskannmanallerdingsalleserwarten.)
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Dreieckekönnenspitzwinklig, stumpfwinkligund(fastvergessen...) rechtwinkligsein. Für
letzteregilt derSatzvonPythagoras, a2 � b2 � c2, wobeinatürlichangenommenwird, daßder
rechteWinkel bei derEckeC liegt, also � � 90°. Für � � 90° ist b2 � c2 � a2, undfür � � 90° ist
c2 � a2 � b2.

Ich habemich mal mit einemSchülergestritten, weil ich meinte, derSatzvonPythagoraslaute
a2 � b2 � c2, under mir entgegensetzte, er lauteb2 � c2 � a2. In Wirklichkeit warenwir beide
falsch- derSatzvonPythagoraslautet” Ist in einemDreieckABCderWinkel � � 90°, dannist
a2 � b2 � c2” , oderäquivalent” Ist in einemDreieckABCderWinkel � � 90°, dannist
b2 � c2 � a2” . BeidesmalunterstillschweigenderAnnahme, daßdie Standardbezeichnungen� , � ,
� , a, b, c benutztwerden.

In diesemVortragwerdenwir nuneinigeweitereDreieckseigenschaftenzeigen- bekannteund
wenigerbekannte. Ansonstenfindet sichvielesin denlesenswertenBüchern, die ich amEndein der
Literaturlisteaufführe.

§2. Wassind merkwürdige Punkte?
In derheutigenSchulewerdenvier merkwürdige(bzw. besondere, bemerkenswerte, ...) Punkte

desDreiecksgelehrt. Jedesmal ein Satzüberdrei Geraden, die sichin einemPunktschneiden. An
einemgleitendieseSätzevorbeiwie Trivialitäten, deranderewundertsichseinLebenlangdarüber.
Eswarwahrscheinlicheinerderletzteren, derdenBegriff dermerkwürdigenPunkteerfundenhat,
undtrotzaller Definitionsversucheist dieserBegriff subjektiv.

Wir erinnernunsandiesePunkte, wobeiwir zunächstnurdie ausderSchulebekannten
Eigenschaftenaufführen:

§3. Der Schwerpunkt
Die SeitenhalbierendeneinesDreiecksschneidensichin einemPunkt, unddieserPunktwird

derSchwerpunktdesDreiecksgenannt.
SieheFig. 2, wo dasDreieck � ABC heißt, die SeitenhalbierendenAA� , BB� undCC� , undder

SchwerpunktS. In AmerikabezeichnetmandenSchwerpunktmeistmit G, aberwir werdenspäter
denBuchstabenG für denGergonnepunktbenutzen.
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Esgibt vieleBeweisedesSatzes, daßsichdie drei Seitenhalbierendenin einemPunkt

schneiden. Bekanntlichteilensiesichin diesemPunktim Verhältnis2 : 1, also

AS : SA� � BS : SB� � CS : SC� � 2.

§4. Der Inkreismittelpunkt
Die WinkelhalbierendeneinesDreiecksschneidensichin einemPunkt, demsogenannten

InkreismittelpunktdesDreiecks.
In Fig. 3 ist dasDreieckABCundderInkreismittelpunktO. Der Inkreismittelpunkthatseinen

Namendavon, daßer derMittelpunkt deseinzigenKreisesist, derdie SeitendesDreiecksberührt,
undzwardie SeitenalsStrecken(d. h. er berühtdie StreckenBC, CA undAB undnicht ihre
Verlängerungen). DieserKreisheißtderInkreisdesDreiecksABC.

Der InkreismittelpunktO ist gleichweit entferntvon jederderDreiecksseiten. D. h. aufFig. 3
ist OX � OY � OZ, wobeiX, Y undZ die FußpunktederLotevonO aufdie SeitenBC, CA undAB
sind. DieseFußpunktesindgleichzeitigdie Punkte, in denenderInkreisdie jeweiligenSeiten
berührt.
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”Die Winkelhalbierenden” desDreiecksABC, die sichin O schneiden, sinddie

InnenwinkelhalbierendenseinerWinkel. Man fragt sich, obdie Außenwinkelhalbierendender
Winkel sichauchin einemPunktschneiden. Dastun sienicht, abermankannerkennen, daßsichje
zweiAußenwinkelhalbierendenunddie InnenwinkelhalbierendedesdrittenWinkelsin einemPunkt
schneiden. Mehrdazuspäter, in §8.

§5. Der Höhenschnittpunkt
Die HöheneinesDreiecksschneidensichin einemPunkt, der(in plausiblerWeise) der

HöhenschnittpunktdesDreiecksgenanntwird.
DerHöhenschnittpunkteinesDreiecksABCwird meistmit H bezeichnet(Fig. 4). Die

FußpunktederHöhennenntmanöftersHa, Hb undHc.
Die merkwürdigenPunkte, die wir in denvorigenParagraphenuntersuchthatten, hattenstets

eineklareLagein bezugaufDreieckABC: DerSchwerpunktundderInkreismittelpunktliegenstets
im InnerendesDreiecks; die drei Ankreismittelpunkteliegenstetsaußerhalb. Beim
Höhenschnittpunktist esnunanders: Er liegt innerhalbdesDreiecks, falls esspitzwinklig ist, und
außerhalb, falls esstumpfwinkligist. Fürein rechtwinkligesDreieckist derHöhenschnittpunktdie
Eckemit demrechtenWinkel.

Wir werdenspäter(in §11) zudenHöhenunddemHöhenschnittpunktzurückkehren.
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§6. Der Umkreismittelpunkt
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Schließlicherinnernwir unsandenletztenkanonischenmerkwürdigenPunktdesDreiecks. Die

MittelsenkrechtenderSeiteneinesDreiecksschneidensichin einemPunkt. DieserPunktheißt
UmkreismittelpunktdesDreiecks. Er ist derMittelpunkt desUmkreisesdesDreiecks, d. h. des
Kreisesdurchdie drei Ecken.
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Auf Fig. 5 heißtdasDreieckABCundderUmkreismittelpunktU. DerRadiusr desUmkreises
ist einesehrbedeutendeGrößein derGeometriedesDreiecks. Offensichtlichgilt
r � UA � UB � UC.

Wie derHöhenschnittpunkt, soliegt auchderUmkreismittelpunktnur für spitzwinklige
Dreieckeim Dreiecksinneren. Für rechtwinkligeDreieckeist er derMittelpunkt derHypotenuse,
undfür stumpfwinkligeDreieckeliegt er außerhalbdesDreiecks.

Vergessene/NeueEigenschaftenvon Dreiecken

§7. Einleitung
Damit habenwir alle vier bekanntenmerkwürdigenPunkteabgehandelt, nämlichden

SchwerpunktS, denInkreismittelpunktO, denHöhenschnittpunktH unddenUmkreismittelpunkt
U. Wir habendabeiihre ausderSchulebekanntenEigenschaftengenannt. Aberanjederder
Zeichnungenkannmanviel mehrablesen, einigeSätze, die in keinemSchulbuchstehen. Einige
dieserEigenschaftensind”vergessen” (in altenBüchern), anderesindwahrscheinlichneuer. Wir
werdenalsodiesevier merkwürdigenPunktenacheinanderwiederuntersuchen. Beginnenwir mit
demInkreismittelpunkt.

§8. Die drei Ankreismittelpunkte
Am Endevon§4 habenwir festgestellt, daßsichdie Außenwinkelhalbierendenzweier

beliebigerWinkel einesDreiecksunddie Innenwinkelhalbierendedesdritten Winkelsin einem
Punktschneiden. DieserPunktheißtein AnkreismittelpunktdesDreiecks, undzwarderzuderEcke
desdrittenWinkelsgehörendeAnkreismittelpunkt.

Diesist ziemlichabstrakt; betrachtenwir alsoFig. 6. Die AußenwinkelhalbierendenderWinkel
bei A undbei B unddie InnenwinkelhalbierendedesWinkelsbei C schneidensichin einemPunkt,
unddieserPunktist derzuderEckeC gehörendeAnkreismittelpunktdesDreiecksABC.
Bezeichnenwir ihn mit Oc. Wir könnenabergenausozweiandereAnkreismittelpunkteangeben,
Oa undOb, die jeweilszudenEckenA undB gehören.

Wir stellenin einerTabellezusammen, welcherderInkreis- undderAnkreismittelpunkteauf
welcherWinkelhalbierendenliegt:

liegt auf ...halbierende liegt auf ...halbierende liegt auf ...halbierende

desWinkelsCAB desWinkelsABC desWinkelsBCA

InkreismittelpunktO Innenwinkel... Innenwinkel... Innenwinkel...

AnkreismittelpunktOa Innenwinkel... Außenwinkel... Außenwinkel...

AnkreismittelpunktOb Außenwinkel... Innenwinkel... Außenwinkel...

AnkreismittelpunktOc Außenwinkel... Außenwinkel... Innenwinkel...
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AnalogzudemInkreismittelpunktist jederAnkreismittelpunktderMittelpunkt einesKreises,
derdie SeitendesDreiecksABCberührt, aberdiesmalberührtjedervondendrei solchenKreisenje
eineSeitealsStreckeunddie VerlängerungenderbeidenanderenSeiten. Diesedrei Kreiseheißen
die AnkreisedesDreiecksABC.

Interessantwird es, wennmandenInkreis(mit demMittelpunkt O) unddie drei Ankreise(mit
denMittelpunktenOa, Ob undOc) aufeinerZeichnung(Fig. 6) zusammensieht. Dader
InkreismittelpunktO undderzuA gehörendeAnkreismittelpunktOa beideaufder
InnenwinkelhalbierendendesWinkelsCAB liegen, unddadie zuB undzuC gehörenden
AnkreismittelpunkteOb undOc beideaufderAußenwinkelhalbierendendesWinkelsCAB liegen,
unddadie Innenwinkelhalbierendeunddie AußenwinkelhalbierendeeinesWinkelsimmer
zueinanderorthogonalsind, schneidensichdie GeradenOOa undObOc in A undsindzueinander
orthogonal. Entsprechenderkenntman, daßdie GeradenOOb undOcOa sichin B schneidenund
zueinanderorthogonalsind, unddaßdie GeradenOOc undOaOb sichin C schneidenund
zueinanderorthogonalsind.

Also sindOOa, OOb undOOc die HöhendesDreiecksOaObOc, undO ist folglich der
HöhenschnittpunktdiesesDreiecks. Andererseitssinddie GeradenOOa, OOb undOOc nichts
anderesalsdie InnenwinkelhalbierendendesDreiecksABC.

Wir erhaltenalso:
Satz: Die InnenwinkelhalbierendeneinesDreiecksABCsinddie HöhendesDreiecksausden

Ankreismittelpunkten. Der InkreismittelpunktO desDreiecksABC ist derHöhenschnittpunktdes
DreiecksausdenAnkreismittelpunkten.

Die Ankreismittelpunkteunddie AnkreisewarenlangeSchulstoff; leidersindsiejetzt aus
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unseremLehrplangrößtenteilsverschwunden.
§9. Der Schwerpunkt und Flächeninhalte
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Kommenwir nunzudemSchwerpunktS. Wenn, wie in §3, die MittelpunktederSeitenBC, CA

undAB mit A � , B � undC � bezeichnetwerden, dannist derSchwerpunktSderSchnittpunktder
SeitenhalbierendenAA� , BB� undCC� . DieseSeitenhalbierendenteilendasDreieckABC in 6
Teildreiecke:  ASC � ,  ASB � ,  CSB � ,  CSA � ,  BSA � und  BSC � . Irgendwieerkenntmanintuitiv an
derZeichnung(Fig. 7), daßdiese6 Teildreieckedie gleicheFlächehaben. Diesist richtig:

Satz: Die Dreiecke ASC � ,  ASB � ,  CSB � ,  CSA � ,  BSA � und  BSC � habengleicheFläche.
Beweis: Wir bezeichnendie FlächeeinesDreiecksXYZmit FXYZ; fernerseix ! FBSA" ,

x # $ FCSA" , y $ FCSB" , y # $ FASB" , z $ FASC" undz# $ FBSC" (sieheFig. 8). Wir wollenzeigen, daß
x $ x # $ y $ y # $ z $ z# ist.

Betrachtenwir die DreieckeACC# undBCC# . Die FlächeeinesDreiecksist
1
2 % Grundseite% Höhe; dadie DreieckeACC& undBCC& einegemeinsameHöheh haben(derLot von
C aufAB), ist also

FACC' ( 1
2 % AC& % h und FBCC' ( 1

2 % BC& % h.

WegenAC& ( BC& (dennC & ist derMittelpunkt vonAB) erhaltenwir alsoFACC' ( FBCC' , dasheißt
y ) y & ) z ( x ) x & ) z& .

Kommenwir jetzt zudenDreieckenASC& undBSC& . DiesezweiDreieckehabenwiedereine
gemeinsameHöheh & (derLot vonSaufAB). Damit ist

FASC' ( 1
2 % AC& % h & und FBSC' ( 1

2 % BC& % h & .
WegenAC& ( BC& ist alsoFASC' ( FBSC' , dasheißtz ( z& . Analogist x ( x & undy ( y & , unddie
Gleichungy ) y & ) z ( x ) x & ) z& vereinfachtsichzu2y ) z ( 2x ) z, also2y ( 2x undy ( x.
Analogfindetmanz ( y. Damit ist schließlichx ( x & ( y ( y & ( z ( z& , waszubeweisenwar.



Darij Grinberg: ÜbereinigeSätzeundAufgaben..., Seite9 von38
———————————————————————————————————————

B

A

C

S

B'

A '

C'
z

z'

y'

y

x'x

Fig. 8
§10. Der Lamoenkreis

Dochdie 6 Teildreiecke, in die dasDreieckvonseinenSeitenhalbierendenzerlegtwird, haben
nocheineweitereEigenschaft: IhreUmkreismittelpunkteliegenaufeinemKreis (Fig. 9). Dieser
wunderbareSatzwurdeerst2000 vonFloorvanLamoenentdecktundin derAusgabedes
”AmericanMathematicalMonthly” vomNovember2000 veröffentlicht. DerKreis, aufdemdie 6
Umkreismittelpunkteliegen, heißtdemzufolgeLamoenkreisdesDreiecksABC.

DerBeweisdesSatzesvonLamoenist ziemlichschwierig.
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§11. Einige Besonderheitender Höhen

Jetztunterziehenwir Fig. 4 mit denHöhendesDreiecksABC, ihrenFußpunktenHa, Hb undHc

undihremSchnittpunktH einerRevision: Die DreieckeAHHb undBHHa sindähnlich(ww; weil
siein denWinkelnbei H undin denrechtenWinkelnübereinstimmen); daherist
AH : HHb * BH : HHa, alsoAH + HHa * BH + HHb. AnalogfindetmanBH + HHb * CH + HHc.
Damit habenwir bewiesen:

Satz: Fürdie HöheneinesDreiecksABCgilt

AH + HHa * BH + HHb * CH + HHc.

EineweitereinteressanteFormelist

AH2 , a2 * BH2 , b2 * CH2 , c2 * 4r2,

wobeir derUmkreisradiusdesDreiecksABC ist (siehe§6). Ein Beweiskommtin §12.
§12. Die Eulergerade

In derGeometriesolltemanniemalszuvielePunkteaufeineZeichnungquetschen- man
verliert sofortdenÜberblick. Allerdingsist esmanchmalsinnvoll, Zeichnungenzuüberlagern,
wenndie PunkteeinenstarkenZusammenhangmiteinanderhaben. SozeigtFig. 10 die Höhen, die
Seitenhalbierendenunddie MittelsenkrechtendesDreiecksABC. ManerkenntanderZeichnung:

Satzvon Euler: DerHöhenschnittpunktH, derSchwerpunktSundderUmkreismittelpunktU
einesDreiecksABC liegenaufeinerGeraden, undesgilt HS * 2 + SU(wobeiSzwischenH undU
liegt).
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Diesist ein bekannterSatz, unddie GeradedurchH, SundU heißtdie Eulergeradedes- ABC.
Ein einfacher, aberhinterlistigerundimpliziter BeweisdesSatzesvonEulerist möglich, wenn

maneinenPunktH . aufderGeradenSUeinführt, für dengeltensoll: H . S / 2 0 SU(wobeiS
zwischenH . undU liegt). DurchdieseVorlagenist derPunktH . eindeutigfestgelegt; wir müssen
zeigen, daßdieserPunktH . mit demHöhenschnittpunktH des- ABC übereinstimmt. SieheFig. 11.

Wir habenH . S : SU / 2; andererseitswissenwir aberAS : SA. / 2 (aus§3). Nachdem
Strahlensatzist alsoAH . 1 A 2 U. DaaberA 2 U 3 BC ist (dennderUmkreismittelpunktU des
DreiecksABC liegt aufderMittelsenkrechtenvonBC), ist damitAH 4 3 BC. Dasbedeutet, daßH 4
aufdervonA ausgehendenHöhedesDreiecksABC liegt. Analogbeweistman, daßH 4 aufdervon
B ausgehendenHöheundaufdervonC ausgehendenHöheliegt. Damit ist H 4 der
Höhenschnittpunktdes5 ABC, alsoH 4 6 H. Folglich liegt H aufderGeradenSU, und
HS 6 2 7 SU, undS liegt zwischenH undU, womit derSatzvonEulerbewiesenist.

Wir habenhierbeiabernochneubewiesen, daßsichdie drei HöhendesDreiecksABC in einem
Punktschneiden. Dennalswir H 4 einführten, wusstenwir nochnichtsüberdie ExistenzvonH; als
wir dannzeigten, daßH 4 aufdendrei HöhendesDreiecksABC liegt, bekamenwir alsBonushinzu,
daßdie drei Höhenwirklich einengemeinsamenPunkthaben.
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ÜbrigensläßtsichderSatzvonEulerauchwie folgt formulieren: DerUmkreismittelpunktU ist

dasBild desHöhenschnittpunktesH bei derzentrischenStreckungmit demZentrumSunddem
Faktor 8 1/2.

AußerdemSatzvonEulererkenntmanaufderZeichnungvielesmehr. Wir wissen(nachdem
SatzvonEuler), daßdie PunkteH, SundU aufeinerGeradenliegen, unddaßHS : SU 9 2 ist.
Andererseitswissenwir aus§3, daßdie PunkteA, SundA : aufeinerGeradenliegen, unddaß
AS : SA: 9 2 ist. NachdemStrahlensatzist alsoAH ; A : U undAH 9 2 < A : U. Analogfindetman
BH 9 2 < B : U undCH 9 2 < C : U. Wir habendamitfolgenden(oft benutzten) Satzerhalten:

Satz: Esist AH 9 2 < A : U, BH 9 2 < B : U undCH 9 2 < C : U.
In Worten: DerAbstandeinerDreieckseckevomHöhenschnittpunktist doppeltsogroßwie der

AbstanddesUmkreismittelpunktesvomMittelpunkt derSeite, die unsererEckegegenüberliegt.
DasDreieckBA: U ist rechtwinklig(dennA : U = BC, weil U alsUmkreismittelpunktaufder

MittelsenkrechtenvonBC liegt); nachdemSatzvonPythagorasist alsoUB2 9 A : U2 > BA: 2
. Nun

ist UB 9 r (derUmkreisradiusdesDreiecks); nachdemgeradebewiesenenSatzist A : U 9 AH
2 , und

fernerist BA: 9 a
2 (dennA : ist derMittelpunkt vonBC). Folglichhabenwir

r2 9 AH
2

2 > a
2

2
,

alsor2 9 1
4 AH2 > 1

4 a2, unddamitAH2 > a2 9 4r2. AnalogzeigtmanBH2 > b2 9 4r2 und
CH2 > c2 9 4r2, unddamitist die Gleichung

AH2 > a2 9 BH2 > b2 9 CH2 > c2 9 4r2

gezeigt(die wir in §11 gefundenhaben). AndereBeweisedieserGleichungsindz. B. mit
Trigonometriemöglich.

§13. Der Feuerbachkreis
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An derKonfigurationvonFig. 10 erkenntmanmehr: Die SeitenmittenA ? , B ? undC ? unddie
HöhenfußpunkteHa, Hb undHc liegenaufeinemKreis. Wennmanganzaufmerksamhinschaut,
erkenntmanzusätzlich, daßdie MittelpunktederStreckenAH, BH undCH aufdiesemKreis
liegen. Wir fassenalsozusammen:

Satzvom Feuerbachkreis: Sei @ ABC ein beliebigesDreieck. DannliegenseineSeitenmitten
A ? , B ? undC ? , seineHöhenfußpunkteHa, Hb undHc, unddie MittelpunkteD, E undF der
StreckenAH, BH undCH (wobeiH derHöhenschnittpunktdes@ ABC ist) aufeinemKreis. Dieser
KreisheißtderFeuerbachkreisoderNeunpunktekreisdesDreiecksABC.

Bemerkung: Die Bezeichnung”Feuerbachkreis” ist aufeinevonKarl Feuerbachgefundene
EigenschaftdiesesKreiseszurückzuführen- siehe§14. Die Bezeichnung”Neunpunktekreis”
beziehtsichdagegenaufdie neunPunkteA ? , B ? , C ? , Ha, Hb, Hc, D, E undF, die aufdemKreis
liegen.

Die PunkteD, E undF heißengelegentlichEulerpunktedesDreiecksABC.
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EssindvieleBeweisedesSatzesvomFeuerbachkreisbekannt; sieheetwa[1], [2], [4]. Im

übrigensinddie meistendieserBeweisesehrähnlich, daderSatznicht schwerist. Ein Beweisgeht
z. B. folgendermaßen(Fig. 12a): Dadie PunkteC ? undD die MittelpunktederStreckenAB undAH
sind, ist die StreckeC ? D Mittelparalleleim DreieckBAH undmithin parallelzuBH. Also istA

AC? D B A
ABH B A

ABHb B 90° C A
BAHb B 90° C A

BAC. Andererseitshabenwir
C ? A ? D CA unddamit

A
BC? A ? B A

BAC; alsoist
A

DC ? A ? B 180° C A
AC? D C A

BC? A ? B 180° C E 90° F G BACH I J BAC K 180° I 90° K 90°.

Analogist J DB L A L K 90°. Außerdemist J DHaA L K 90° (trivial). Also liegendie PunkteC L , B L
undHa aufdemThaleskreisüberderStreckeDA L . In anderenWorten: Die PunkteHa undD liegen
aufdemKreisdurchdie PunkteA L , B L undC L . Dochgenausoläßtsichzeigen, daßdie PunkteHb

undE ebenfallsaufdiesemKreis liegen, undgleichfallsdie PunkteHc undF. Also liegenalle neun
PunkteA L , B L , C L , Ha, Hb, Hc, D, E undF aufeinemKreis, waszubeweisenwar. [Im Fall, wennM

ABC stumpfwinkligist, mußdieserBeweisleicht geändertwerden(wie fastjederBeweis, dermit
Winkelnarbeitet).]
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WeitereEigenschaftendesFeuerbachkreisessindleicht zubeweisen: DerRadiusdes

FeuerbachkreiseseinesDreiecksist halbsogroßwie derRadiusdesUmkreises. DerMittelpunkt
desFeuerbachkreisesist derMittelpunkt derStreckeHU, wobeiH derHöhenschnittpunktundU
derUmkreismittelpunktdesDreieckssind.

§14. Der Satzvon Feuerbach
DerFeuerbachkreishateineganzbesondereEigenschaft, weshalber Feuerbachkreisheißt, und

zwarist dieseEigenschaftein SatzvonKarl Feuerbach:
Satzvon Feuerbach: DerFeuerbachkreisdesDreiecksberührtdenInkreisunddie drei

Ankreise.
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Ein schönerundsehrschwierigerSatz. Sieheauch[1] und[2].

§15. Der Gergonnepunkt
Mit demSatzvonFeuerbachsindwir wiederbeimInkreisdesDreiecksangekommen. Der

InkreisdesDreiecksABCberühredie SeitenBC, CA undAB in denPunktenX, Y undZ (natürlich
in dieserReihenfolge: d. h. er berühreBC in X, CA in Y undAB in Z). EineZeichnungmit einem
dynamischenGeometrieprogrammgibt einigeIdeen: Die GeradenAX, BYundCZschneidensich
dochin einemPunkt, oderist esnureineTäuschung? Vielleicht begrenzensieein sehrkleines
Dreieck? OderfindetmansoeinfachmerkwürdigePunkte?

Ja, stellt sichheraus, die GeradenAX, BYundCZschneidensichtatsächlichin einemPunkt.
DieserPunktheißtderGergonnepunktdesDreiecksABCundist ein ziemlichwenigbekannter
merkwürdigerDreieckspunkt.
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Beweise, daßsichdie GeradenAX, BYundCZ in einemPunktschneiden, findetmanin [1], [2],

[4] und[5].
§16. Die GeradenAX, BYund CZ

Untersuchenwir weiterdie GeradenAX, BYundCZ. Esgilt derfolgendeSatz([4], Exercise
1.2):

Satz: FürdenBerührpunktX desInkreisesmit BC gilt: Die InkreisederDreieckeABXundACX
berühreneinander.
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X
Fig. 15

Beweis: Der InkreisdesN ABX berühreBX in K, AB in L undAX in M. Der InkreisdesN ACX
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berühreCX in N, CA in P undAX in Q. Wir werdenzunächstbeweisen, daßdie PunkteM undQ
zusammenfallen.
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Fig. 16
Wir erinnernunserstmalsandenfolgendenSatz: Zeichnetmandie TangentenvoneinemPunkt

aneinenKreis, dannsinddie beidenTangentenabschnitte(AbschnittevomPunktzumBerührpunkt
mit demKreis) gleichlang. Wir werdendiesenSatzalsTangentengleichheitssatz(kurzTGS)
bezeichnen.

NachdemTGSgilt: XK O XM, AM O AL undBL O BK. Daherhabenwir

XK O XM O AX P AM O AX P AL O AX P Q AB P BL R O AX P AB S BL

O AX P AB S BK O AX P AB S Q BX P XK R O AX P AB S BX P XK,

unddamit

2 T XK O AX P AB S BX.

Analogbeweistman

2 T XN O AX P AC S CX.

Daherist

2 T XK P 2 T XN

O Q AX P AB S BXR P Q AX P AC S CXR
O Q P AB S BXR P Q P AC S CXR
O Q AC P CXR P Q AB P BXR
O Q AC P CYR P Q AB P BZR (dennCX O CYundBX O BZ nachdemTGS)

O AY P AZ

O 0 (dennAY O AZ nachdemTGS).

Also ist 2 T XK O 2 T XN, unddamitXK O XN. NachdemTGSgilt aberXK O XM undXN O XQ.
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Folglich ist XM U XQ. Also müssendie (aufderStreckeAX liegenden) PunkteM undQ
übereinstimmen.

Dasbedeutet, daßdie InkreisederDreieckeABXundACXdie StreckeAX in demselbenPunkt
berühren. Darausfolgt abersehrleicht, daßdiesebeidenInkreiseeinanderberühren: SindU undV
die MittelpunktederzweiKreise, dannist UM V AX undVQ V AX (dennein Berührradiusist stets
orthogonalzurTangente). WegenM U Q ist alsoUM V AX undVM V AX, unddie PunkteU, M
undV liegendaheraufeinerGeraden, d. h. derPunktM liegt aufderGeradedurchdie Mittelpunkte
U undV derbeidenKreise. DaderPunktM aberauchaufdenbeidenKreisenliegt, berührensie
sich, waszubeweisenwar.

Analogbeweistman, daßdie InkreisederDreieckeBCYundBAYeinanderberühren, unddaß
die InkreisederDreieckeCAZundCBZeinanderberühren.

§17. Ein weiterer Satz
Ein andererSatzüberdieseKonfigurationist wahrscheinlichneu:
Satz: Die SenkrechtezuAB durchA schneideBO in M. Die SenkrechtezuAC durchA schneide

CO in N. Dannist MN V AX.
Ich kennenureinenziemlichlangenBeweisdiesesSatzes.
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§18. Über Spiegelbildervon Seitenhalbierenden, Höhenusw.

MerkwürdigePunkteeinesDreieckssindmeistdort, wo sichdrei bestimmteGeradenin einem
Punktschneiden. Drei solcheGeradensinddie Seitenhalbierenden, drei solcheGeradensinddie
Winkelhalbierenden, drei solcheGeradensinddie Höhen, unddrei solcheGeradensinddie
Mittelsenkrechten. Waspassierteigentlich, wennmandie Seitenhalbierendenanden
(entsprechenden) Winkelhalbierendenspiegelt- schneidensichdie drei entstandenenGeradenin
einemPunktodernicht? Wennmandie WinkelhalbierendenandenSeitenhalbierendenspiegelt?
Wennmandie HöhenandenSeitenhalbierendenspiegelt? Manhat4 W 3 U 12 Möglichkeiten, ein
Geradentripelausdenvier GeradentripelnaneinemanderenGeradentripelzuspiegeln, undzu
schauen, obsichdie entstandenenGeradenin einemPunktschneiden.

Mithilfe vondynamischerGeometriesoftwarefandich folgendeErgebnisse:
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Wenn man die ... an den ... spiegelt, schneiden dann in

sichdie Spiegelbilder einemPunkt?

Seitenhalbierenden Winkelhalbierenden ja

Seitenhalbierenden Höhen nein

Seitenhalbierenden Mittelsenkrechten nein

WinkelhalbierendenSeitenhalbierenden nein

WinkelhalbierendenHöhen nein

WinkelhalbierendenMittelsenkrechten nein

Höhen Seitenhalbierenden nein

Höhen Winkelhalbierenden ja

Höhen Mittelsenkrechten ja

Mittelsenkrechten Seitenhalbierenden nein

Mittelsenkrechten Winkelhalbierenden nein

Mittelsenkrechten Höhen ja

Bemerkung: Ein ” ja” bedeutet, daßsichdie Geradenimmerin einemPunktschneiden. Ein
”nein” bedeutet, daßsichdie Geradennicht für jedesDreieckin einemPunktschneiden. So
schneidensichdie SpiegelbilderderSeitenhalbierendenandenHöhenfür ein gleichseitigesDreieck
offensichtlichin einemPunkt; bei einem”allgemeinen” Dreiecktun sieesabernicht.

Wir sehenalsogenauvier Fälle, bei denensichdie entstandenenGeradenfür jedesDreieckin
einemPunktschneiden. Wir werdendieseFällein denfolgendenParagrapheneinzelnbetrachten.

§19. Der Lemoinepunkt
Betrachtenwir die Seitenhalbierendenunddie WinkelhalbierendeneinesDreiecksABC. Jede

SeitenhalbierendewerdeanderentsprechendenWinkelhalbierendengespiegelt(d. h. die
SeitenhalbierendedurchA anderWinkelhalbierendendurchA, usw.). Dannschneidensichdie
entstandenenGeradenin einemPunkt; dieserPunktheißtderLemoinepunktdesDreiecksABCund
wird gewöhnlichmit L bezeichnet(Fig. 18).

Bemerkungen: DasSpiegelbildeinerSeitenhalbierendenanderentsprechenden
Winkelhalbierendenwird oft alsSymmedianebezeichnet. Dannist L derSchnittpunktderdrei
Symmedianen; deshalbwird L auchöftersSymmedianpunktoderSymmedianenpunktdesDreiecks
ABCgenannt.

DerBeweis, daßsichdie drei Symmedianentatsächlichin einemPunktschneiden, ist einfach,
wennderSatzvonCevabekanntist (siehez. B. [1] und[4]).

An derZeichnungFig. 18 könntemanvermuten, daßderSchwerpunktS, derInkreismittelpunkt
O undderLemoinepunktL aufeinerGeradenliegen. EinegrößereFigurwiderlegtdiesaber.
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DerLemoinepunktist ein sehrmerkwürdigerPunkt, obwohler keinerdervier kanonischen

Punkteist, undhateineUnmengeEigenschaften(sieheetwa[1] und[4]). Nur zweidavon: Fällt
manvondemLemoinepunktL ausLoteaufdie DreiecksseitenBC, CA undAB, undbezeichnetdie
FußpunktedieserLotemit XL, YL undZL (in dieserReihenfolge), dannist L derSchwerpunktdes
DreiecksXLYLZL, undesgilt

LXL : LYL : LZL X a : b : c.

Bemerkung: Diesist eineVerhältnisgleichung. Siebedeutetnicht ”LXL geteiltdurchLYL unddann
geteiltdurchLZL ist gleicha geteiltdurchb unddanngeteiltdurchc” , undkanndeshalbauchnicht
zuLXL : Y LYL Z LZL [ X a : Y b Z c [ vereinfachtwerden, sondernsieist zuverstehenim Sinnevon
”LXL : LYL X a : b undLYL : LZL X b : c” . D. h. die StreckenLXL, LYL undLZL verhaltensich
wie a, b undc.

In Wortenausgedrückt: Die AbständedesLemoinepunktesvondenDreiecksseitenverhalten
sichwie dieseSeitenselber.

Wir werdennocheineweitereEigenschaftdesLemoinepunktesin §24 finden.
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§20. Die Spiegelbilderder Höhenan denWinkelhalbierenden

Betrachtenwir jetzt die SpiegelbilderderHöhenandenentsprechendenWinkelhalbierenden.
Wo schneidensiesich? Schonwiederin einemneuenmerkwürdigenPunkt?

Nein, stellenwir fest, sieschneidensichin demUmkreismittelpunktdesDreiecks. DerBeweis
ist nicht sehrschwer. Formulierenwir erstmalsdenSatzmit allenBezeichnungen:

Satz: SeiABCein Dreieck, undseienAHa, BHb undCHc seineHöhen- wobeiHa, Hb undHc

die jeweiligenFußpunktesind-, seiH seinHöhenschnittpunktundU seinUmkreismittelpunkt.
Dannschneidensichdie SpiegelbilderderHöhenandenentsprechendenWinkelhalbierendenin U.
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Beweis: Wir arbeitenfür denFall einesspitzwinkligenDreiecksABC; ansonstengehtder

Beweisanalog, wobeieinigeWinkel Vorzeichenändernusw..
Wir wollenzeigen, daßdasSpiegelbildderHöheAH anderWinkelhalbierendenAOdurchden

PunktU geht. Dazumüssenwir beweisen, daß \ HAO ] \ OAU ist, wobeiO der
Inkreismittelpunktdeŝ ABC (unddamitderSchnittpunktderWinkelhalbierenden) ist.

NachdemMittelpunktswinkelsatzist \ CUA ] 2 _ \ CBA(denn \ CUA ist der
MittelpunktswinkelderSehneCA in demUmkreis, und \ CBA ist ihr Umfangswinkel). Wir haben
also \ CUA ] 2̀ . Da (wegenUC ] UA) dasDreieckCUAgleichschenkligist, gilt

\ UAC ] 180° a \ CUA
2

] 180° a 2̀
2

] 90° a ` .

Andererseitsist \ BAH ] \ BAHa ] 90° a \ HaBA ] 90° a ` . Wir habendamit
\ BAH ] \ UAC. Aberesist \ BAO ] \ OAC(Winkelhalbierende!). Folglich ist

\ HAO ] \ BAO a \ BAH ] \ OAC a \ UAC ] \ OAU.

DahergehtdasSpiegelbildderHöheAH anderWinkelhalbierendenAOdurchU. Analoggehendie
beidenanderenSpiegelbilderjeweilseinerHöheanderentsprechendenWinkelhalbierendendurch
U, waszubeweisenwar.

§21. IsogonalePunkte
In §19 und§20 habenwir festgestellt, daß(§19) die SpiegelbilderderSeitenhalbierendenanden

Winkelhalbierendensichin einemPunktschneiden, unddaß(§20) die SpiegelbilderderHöhenan
denWinkelhalbierendensichin einemPunktschneiden. Diesist kein Zufall, dennesgilt der
folgendeallgemeineSatz(Fig. 21):
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Satzvom isogonalenPunkt: SeiABCein DreieckundP ein beliebigerPunkt(dermit keiner
derDreieckseckenzusammenfällt). Die GeradenAP, BP undCP werdenandenentsprechenden
WinkelhalbierendendesDreiecksABCgespiegelt. Dannschneidensichdie entstandenenGeraden
in einemPunkt.

DieserPunkt- nennenwir ihn Q - heißtzuP isogonalkonjugiertin bezugauf dasDreieckABC.
Statt” isogonalkonjugiert” sagtmanmeistkurz ” isogonal” . DerPunktQ heißtzuP isogonal; der
PunktP ist dannzuQ isogonal(denndie SpiegelbilderderGeradenAQ, BQundCQanden
WinkelhalbierendendesDreiecksABCsindwiederdie GeradenAP, BP undCP). Mansagt, die
PunkteP undQ seienzueinanderisogonal.
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P O
Q

Fig. 21
Ist P derSchwerpunktdesb ABC, dannsindAP, BP undCP die Seitenhalbierenden, undQ ist

derLemoinepunkt. Also sindderSchwerpunktundderLemoinepunktzueinanderisogonal.
Ist P derHöhenschnittpunktdesb ABC, dannsindAP, BP undCP die Höhen, undQ ist (wie

wir in §20 gesehenhaben) derUmkreismittelpunkt. Also sindderHöhenschnittpunktundder
Umkreismittelpunktzueinanderisogonal.

Ist P derInkreismittelpunktdesb ABC, dannsindAP, BP undCP die Winkelhalbierenden, und
siewerdenansichselbstgespiegelt, undQ ist dannauchderInkreismittelpunkt. Dasheißt: Der
Inkreismittelpunktist zusichselbstisogonal.

DerSatzvom isogonalenPunktwurdein [4] und[8] bewiesen.
§22. Spiegelbilderbei Höhenund Mittelsenkrechten

Jetztkommenwir zudenrestlichenzweiFällen, wo sichSpiegelbilderin einemPunkt
schneiden. Esgehtum die SpiegelbilderderHöhenandenMittelsenkrechtenundum die
SpiegelbilderderMittelsenkrechtenandenHöhen.

Fig. 22 zeigtdie SpiegelbilderderHöhenandenentsprechendenMittelsenkrechten. Diese
Spiegelbilderschneidensichin einemPunkt, undzwarist dieserPunktselberdasSpiegelbilddes
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HöhenschnittpunktesamMittelsenkrechten-Schnittpunkt(d. h. amUmkreismittelpunkt).
[Diesist nicht offensichtlich! Die SpiegelbilderderHöhenandenWinkelhalbierenden

schneidensichin einemPunkt, aberdieserPunkt(derUmkreismittelpunkt, wie wir in §20 gesehen
haben) ist nicht dasSpiegelbilddesHöhenschnittpunktesamWinkelhalbierenden-Schnittpunkt.]
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Fig. 22
Fig. 23 zeigtdie SpiegelbilderderMittelsenkrechtenandenentsprechendenHöhen. Sie

schneidensichauchin einemPunkt, undzwarim SpiegelbilddesMittelsenkrechten-Schnittpunktes
(d. h. desUmkreismittelpunktes) amHöhenschnittpunkt.



Darij Grinberg: ÜbereinigeSätzeundAufgaben..., Seite25von38
———————————————————————————————————————

B

A

C

H
UU'

Fig. 23
DiesebeidenEigenschaftenkönnensehreinfacherklärtwerden. Nämlichsindje eine

Mittelsenkrechteunddie entsprechendeHöheparallel(dennbeidesindorthogonalzueiner
Dreiecksseite). Spiegeltmannundrei Geraden, die sichin einemPunktP schneiden, andrei jeweils
zu ihnenparallelenGeraden, die sichin einemanderenPunktQ schneiden, dannschneidensichdie
Spiegelbilderin demSpiegelbildvonP anQ.
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Beweis(Fig. 24): Seieng, h und i die drei GeradendurchP, seieng c , h c und i c die jeweilszu

ihnenparallelenGeradendurchQ, undseieng c c , h c c und i c c die Spiegelbildervong ang c , vonh an
h c undvon i an i c .

SeiP c dasSpiegelbildvonP anQ. Wir wollenzeigen, daßdie Geradeng c c , h c c und i c c sichin P c
schneiden. Ist X c dasSpiegelbildvonP anh c , undX derFußpunktdesLotesvonP aufh c , dann
liegt X c aufderGeradenPX, undPXc d 2 e PX, alsoPXc : PX d 2. DaP aufh liegt, liegt das
SpiegelbildvonP anh c aufdemSpiegelbildvonh anh c , d. h. derPunktX c liegt aufderGeraden
h c c . DaP c dasSpiegelbildvonP anQ ist, hatmanPPc d 2 e PQ, alsoPPc : PQ d 2. Zusammen
mit PXc : PX d 2 folgt ausdemStrahlensatzP c X c f QX. DaaberQXdie Geradeh c ist, ist
P c X c f h c . DaaberX c aufderGeradenh c c liegt, unddadieseGeradeh c c parallelzuh c ist (das
SpiegelbildeinerGeradeaneinerzu ihr parallelenGeradeist eineweiterezu ihr paralleleGerade),
liegt P c aufderGeradenh c c . Analogzeigtman, daßP c aufdenGeradeng c c und i c c liegt, waszu
beweisenwar.

(Ich suchenacheinemeinfacherenBeweis, wahrscheinlichdurchelementare
Abbildungsgeometrie.)

§23. DasAntimedialdreieck und dasTangentendreieck
Ein Dreieckkannaufdrei verschiedeneWeisen”zumParallelogrammergänzt” werden. Man

brauchtnurdie ParallelezueinerSeitedurchdie gegenüberliegendeEckeunddie Parallelezueiner
anderenSeitedurchdie gegenüberliegendeEckemiteinanderzuschneiden; derSchnittpunktist
danndie vierteEckedesgewünschtenParallelogramms.

Wir bezeichnenmit X denSchnittpunktderParallelezuCA durchB undderParallelezuAB
durchC. AnalogseiY derSchnittpunktderParallelezuAB durchC undderParallelezuBC durch
A, undseiZ derSchnittpunktderParallelezuBC durchA undderParallelezuCA durchB.

DassoentstandeneDreieckXYZheißtdanndasAntimedialdreieck desDreiecksABC. Wir
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habendrei Parallelogrammevorliegen, nämlichdie ParallelogrammeABXC, BCYAundCAZB. Aus
diesenParallelogrammenfolgt unteranderemAB g CX undAB g CY; alsoist CX g CY, undC ist
derMittelpunkt derStreckeXY. Entsprechendzeigtman, daßA derMittelpunkt derStreckeYZund
B derMittelpunkt derStreckeZX ist. Die EckendesDreiecksABCsindalsodie Mittelpunkteder
SeitenseinesAntimedialdreiecks.

AusdemParallelogrammBCYAfolgt aberauch, daßsichdie StreckenCA undBYgegenseitig
halbieren. Dasheißt: Die StreckeBYgehtdurchdenMittelpunkt vonCA; alsofällt die GeradeBY
zusammenmit dervonB ausgehendenSeitenhalbierendendesDreiecksABC. Analogist die Gerade
AX die vonA ausgehendeSeitenhalbierendedesDreiecksABC, unddie GeradeCZdie vonC
ausgehendeSeitenhalbierendedesDreiecksABC.

Dieswarenallesmehroderwenigerbekannteundteils triviale Eigenschaftendes
Antimedialdreiecks. SeinenNamenhatdiesesDreieckübrigensdaher, daßdasDreieckABCdas
MittendreieckdesAntimedialdreiecksist (dennA, B undC sinddie MittelpunktederStreckenYZ,
ZX undXY), und”Medialdreieck” ist ein Synonymfür ”Mittendreieck” .
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Fig. 25
DiesemAntimedialdreieckstellenwir ein anderesDreieckgegenüber. Undzwarbetrachtenwir

denUmkreisdesDreiecksABCunddie TangentenandiesenUmkreisin denEckenA, B undC.
Die Tangentenin B undin C schneidensichin X h ; die Tangentenin C undin A schneidensichin
Yh ; die Tangentenin A undin B schneidensichin Z h .

DassomiterhalteneDreieckX h Yh Z h heißtTangentendreieckdesDreiecksABC. Eine
Eigenschaft, die wir sofortsehen, ist, daßderUmkreisdesDreiecksABCderInkreisdes
TangentendreiecksX h Yh Z h ist; esist aberVorsichtangeraten, denndiesgilt nur für spitzwinklige
DreieckeABC. Für rechtwinkligeDreieckeABCexistiertdasTangentendreieck”nicht ganz” (zwei
Tangentensindparallel), undfür stumpfwinkligeDreieckeABC ist derUmkreisdesi ABC ein
AnkreisdesTangentendreiecks.
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Schneidensichdie GeradenAXj , BYj undCZj in einemPunkt?
Ist dasDreieckABCspitzwinklig, dannist derUmkreisdesk ABC derInkreisdesk X j Yj Z j .

Wendenwir dasErgebnisvon§15 aufdasDreieckX j Yj Z j an, dannerhaltenwir, daßsichdie
GeradenAXj , BYj undCZj in demGergonnepunktdesDreiecksX j Yj Z j schneiden. Wir können
damitschreiben:

Satz: Ist k X j Yj Z j dasTangentendreieckeinesspitzwinkligenDreiecksABC, dannschneiden
sichdie GeradenAXj , BYj undCZj in einemPunkt, undzwarim GergonnepunktdesDreiecks
X j Yj Z j .

Ist dasDreieckABCstumpfwinklig, dannmußderBeweisaneinigenOrtengeändertwerden.
Eswird dannein zudemGergonnepunktanalogerPunktfür einenAnkreisgebraucht. Jedesmal
ergibtsich, daßsichdie GeradenAXj , BYj undCZj in einemPunktschneiden(Fig. 27).
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Jetztbetrachtenwir eineEckedesAntimedialdreiecks- beispielsweiseX - unddie
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entsprechendeEckedesTangentendreiecks- alsoX l .
Unsinteressierenaußerdemdie vonB undvonC ausgehendenWinkelhalbierendendes

DreiecksABC; sieschneidensich(bekanntlich) in demInkreismittelpunktO desm ABC. Wir
betrachtenjetzt denFall einesspitzwinkligenDreiecksABC(Fig. 28).

Als Winkel anParallelen(Wechselwinkel) gilt n CBX o n ACB, also n CBX o p .
Andererseitsist derWinkel n CBXl alsSehnentangentenwinkelgleich n CAB, d. h. n CBXl o q .
Damit habenwir

n XBO r n X l BO o s n CBX r n CBOt r s n CBXl r n CBOt
o n CBX r n CBXl r 2 u n CBO

o p r q r 2 u n CBO

o p r q r 2 u
v
2

(Winkelhalbierende!)

o p r q r v o 180°.

Wir habendamitdie Beziehungn XBO r n X l BO o 180° nachgewiesen. Dochmanerkenntleicht,
daßdieseBeziehungäquivalentist dazu, daßdie GeradenBX undBXl zueinandersymmetrisch
bezüglichderGeradenBO liegen. Dasheißt: Die GeradeBXl ist dasSpiegelbildderGeradenBX an
dervonB ausgehendenWinkelhalbierendendesDreiecksABC. Analogerhältman: Die GeradeCXl
ist dasSpiegelbildderGeradenCX andervonC ausgehendenWinkelhalbierendendesDreiecks
ABC.

NachdemSatzvom isogonalenPunkt(§21) schneidensichdie SpiegelbilderderGeradenAX,
BX undCX andenentsprechendenWinkelhalbierendendesm ABC in demzuX isogonalenPunkt(in
bezugaufdasDreieckABC). DarausfolgenzweiResultate:

Hilfsresultat 1: DerPunktX l ist derzuX isogonalePunkt(in bezugaufdasDreieckABC).
Hilfsresultat 2: DerPunktX l liegt aufdemSpiegelbildderGeradenAX andervonA

ausgehendenWinkelhalbierendendesDreiecksABC.
AnalogzuHilfsresultat1 könnenwir zeigen, daßderPunktYl zuY isogonalist, unddaßder

PunktZ l zuZ isogonalist. Damit ist gezeigt:
Satzvon der Antimedial -Tangentendreieck-Isogonalität: Sind m XYZ dasAntimedialdreieck

und m X l Yl Z l dasTangentendreieckeinesbeliebigenDreiecksABC, dannsinddie PunkteX l , Yl und
Z l jeweilszudenPunktenX, Y undZ isogonalin bezugaufdasDreieckABC.

In Worten: JeeineEckedesTangentendreiecksist isogonalzuderentsprechendenEckedes
Antimedialdreiecks.
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§24. Eine EigenschaftdesTangentendreiecks

In demHilfsresultat2 von§23 habenwir gezeigt, daßderPunktX w aufdemSpiegelbildder
GeradenAX andervonA ausgehendenWinkelhalbierendendesDreiecksABC liegt. Aberdie
GeradeAX ist die vonA ausgehendeSeitenhalbierendedesDreiecksABC(wie wir in §23 gefunden
haben), unddasSpiegelbildeinerSeitenhalbierendeanderentsprechendenWinkelhalbierenden
heißtSymmediane(siehe§20). Also liegt X w aufdervonA ausgehendenSymmedianedesDreiecks
ABC. Entsprechendkannmaneinsehen, daßYw aufdervonB ausgehendenSymmedianeundZ w auf
dervonC ausgehendenSymmedianeliegt.

Also sinddie GeradenAXw , BYw undCZw die SymmedianendesDreiecksABC, undschneiden
sichfolglich in demLemoinepunktdesDreiecksABC. Aberaus§23 wissenwir, daßsichdie
GeradenAXw , BYw undCZw in demGergonnepunktdesDreiecksX w Yw Z w schneiden. Folglichstimmt
derGergonnepunktdesx X w Yw Z w übereinmit demLemoinepunktdesx ABC. Wir fassenzusammen:

Satzvon demTangentendreieckund demLemoinepunkt: Ist x X w Yw Z w dasTangentendreieck
einesDreiecksABC, dannsinddie GeradenAXw , BYw undCZw die SymmedianendesDreiecksABC.
Sieschneidensichin demLemoinepunktL desDreiecksABC, welchergleichzeitigder
Gergonnepunktdesx X w Yw Z w ist.

Kurzgefasst: DerLemoinepunkteinesDreiecksist gleichzeitigderGergonnepunktdes
Tangentendreiecks.
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§25. DasHöhenfußpunktdreieck

Kommenwir zurückzudenHöhendesDreiecksABCundihrenFußpunktenHa, Hb undHc.
DasDreieckHaHbHc heißtHöhenfußpunktdreieckdesDreiecksABC.
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Fig. 31
Rechtgeläufigist die folgendeEigenschaft:
Satz: Ist dasDreieckABCspitzwinklig, dannist derHöhenschnittpunktH desDreiecksABC

derInkreismittelpunktdesHöhenfußpunktdreiecksHaHbHc, unddie EckenA, B undC des
DreiecksABCsinddie AnkreismittelpunktedesHöhenfußpunktdreiecksHaHbHc.

Beweis: Wegen y BHbC z 90° und y BHcC z 90° liegendie PunkteHb undHc aufdem
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ThaleskreisüberderStreckeBC, unddasViereckBHcHbC ist ein Sehnenviereck. Nachdem
Sehnenviereckssatzgilt also { BCHb | 180° } { BHcHb. Doch { BCHb | { BCA | ~ und
180° } { BHcHb | { AHcHb, sodaßwir ~ | { AHcHb erhalten. Genausofindenwir
~ | { BHcHa. Damit ist { AHcHb | { BHcHa. Also ist die GeradeAB die
AußenwinkelhalbierendedesWinkelsHbHcHa. Nungilt

{ HHcHb | 90° } { AHcHb | 90° } { BHcHa | { HHcHa. Die GeradeCH ist damitdie
InnenwinkelhalbierendedesWinkelsHbHcHa. AusdemselbenGrundsinddie GeradenBC undCA
die AußenwinkelhalbierendenderWinkel HcHaHb undHaHbHc, unddie GeradenAH undBH die
entsprechendenInnenwinkelhalbierenden.

Die PunkteH, A, B undC sinddie SchnittpunktedieserWinkelhalbierenden, alsoder
Inkreismittelpunktunddie AnkreismittelpunktedesDreiecksHaHbHc. Damit ist derSatzbewiesen.

Ist dasDreieckABCstumpfwinklig, dannsinddie PunkteH, A, B undC wiederder
Inkreismittelpunktunddie AnkreismittelpunktedesDreiecksHaHbHc, aberin andererReihenfolge
(H ist ein Ankreismittelpunkt, usw.).

Ein weiteresbemerkenswertesErgebnisist (Fig. 32):
Satz: Ist U derUmkreismittelpunktdesDreiecksABC, dannist AU � HbHc, BU � HcHa und

CU � HaHb.
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Fig. 32
DerBeweis(denwir wiedernur für spitzwinklige � ABC führen) ist diesmalganzeinfach(Fig.

33): Laut§20 ist { UAC | 90° } � , also { XAHb | 90° } � , wobeiX derSchnittpunktder
GeradenAU undHbHc ist. Andererseitsist { AHbHc | � (derBeweisist analogzudemvon

{ AHcHb | ~ ), also { AHbX | � . Damit ist
{ AXHb | 180° } { XAHb } { AHbX | 180° } � 90° } � � } � | 180° } 90° | 90°, und
AU � HbHc. AnalogzeigtmanBU � HcHa undCU � HaHb, waszubeweisenwar.
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§26. Der Taylorkreis

Wir untersuchenweiterdie HöhenfußpunktedesDreiecksABC. Fällenwir von jedem
Höhenfußpunktdie Loteaufdie beidenNachbarseiten- dieseLoteheißendie Nebenhöhendes
Dreiecks, esgibt insgesamtsechsdavon-, dannerhaltenwir sechsFußpunkte. DieseFußpunkte
liegenaufeinemKreis, unddieserKreisheißtTaylorkreisdesDreiecksABC. (SieheFig. 34.)

Esgibt eineMeinung, daßdiesesErgebnisschwerzubeweisenist; vondieserMeinungließ ich
mich sogareinmaldazuverleiten, TrigonometrieundhalbvergesseneHilfssätzezumBeweis
heranzuholen([9]). Späterstelltesichheraus, daßderSatzziemlichunkompliziertmit Hilfe von
Winkeln (”Winkeljagd” ) gezeigtwerdenkann.
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Bezeichnenwir zuerstdie FußpunktederNebenhöhen(Fig. 35): Die FußpunktederLotevon

Ha aufdie SeitenCA undAB seienBa bzw. Ca; die FußpunktederLotevonHb aufdie SeitenAB
undBC seienCb bzw. Ab; die FußpunktederLotevonHc aufdie SeitenBC undCA seienAc bzw.
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Bc.
Wir habennachzuweisen, daßdie PunkteBa, Ca, Cb, Ab, Ac undBc aufeinemKreis liegen.
Im rechtwinkligenDreieckABaHa ist � AHaBa � 90° � � HaABa � 90° � � HaAC, undim

rechtwinkligenDreieckAHaC ist � ACHa � 90° � � HaAC. Daherist � AHaBa � � ACHa, also
� AHaBa � � .

Wegen � ABaHa � 90° und � ACaHa � 90° liegendie PunkteBa undCa aufdemThaleskreis
überderStreckeAHa. Also ist ACaHaBa ein Sehnenviereck, undderUmfangswinkelsatzergibt

� ACaBa � � AHaBa, also � ACaBa � � .
In §25 habenwir festgestellt, daß� � � AHcHb ist; genausofindenwir � � � BHaHc. Wegen

� HcCaHa � 90° und � HcAcHa � 90° liegendie PunkteCa undAc aufdemThaleskreisüberder
StreckeHcHa; alsoist HcCaAcHa ein Sehnenviereck, undesfolgt

� AcCaHc � 180° � � AcHaHc � 180° � � BHaHc � 180° � � . Also ist

� AcCaBa � � AcCaHc � � ACaBa � � 180° � � � � � � � .

Dochgenauso, wie wir � AcCaHc � 180° � � errechnethaben, könnenwir
� BaAbHa � 180° � � finden; d. h., wir haben� BaAbAc � 180° � � . Damit ist

� AcCaBa � � BaAbAc � � � � 180° � � � � 180°.

Also ist AcCaBaAb ein Sehnenviereck, unddie PunkteAb, Ac, Ba undCa liegenaufeinemKreis.
Analogliegendie PunkteBc, Ba, Cb undAb aufeinemKreis.
Wir müssenjetzt zeigen, daßauchdie PunkteAb, Ac, Bc undBa aufeinemKreis liegen. (Das

gehtnicht mehranalog!) Habenwir dasersteinmalgezeigt, dannmüssenunseredrei Kreise
zusamenfallen, undalle sechsPunkteBa, Ca, Cb, Ab, Ac undBc liegenaufeinemKreis.

Esbleibt unsalsoderBeweis, daßdie PunkteAb, Ac, Bc undBa aufeinemKreis liegen.
Genauso, wie wir � ACaBa � � gezeigthaben, bekommenwir � CBcAc � � , also

� BaBcAc � � . Andererseitsist � BaAbAc � 180° � � , wie wir vorhineingesehenhaben. Also ist

� BaBcAc � � BaAbAc � � � � 180° � � � � 180°,

undAbAcBcBa ist ein Sehnenviereck, d. h. die PunkteAb, Ac, Bc undBa liegenaufeinemKreis,
waszubeweisenwar.

[Bemerkenwir übrigens, daßBcCb � BC, CaAc � CA undAbBa � AB ist. In derTat ist
� AcCaHc � 180° � � , oder � AcCaA � 180° � � CaAC, worausCaAc � CA folgt, undanalog
ergibtsichBcCb � BC undAbBa � AB.]
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§27. Eine Aufgabevon Fred Lang

Wir habengeradedie elementarenEigenschaftenvonHöhenfußpunktdreieckenbesprochen.
Damit ist abernicht einmalderKreis jenerSätzeerschöpft, die mit minimalemAufwand
(Winkeljagd, Umfangswinkel, ähnlicheDreiecke) bestätigtwerdenkönnen. Sowurdedie folgende
Aufgabeerst2000 vonFredLanggestellt(Fig. 36):

Gegebenseiein DreieckABC. Die MittelsenkrechtederSeiteBC schneideCA in Ya undAB in
Za. Die MittelsenkrechtederSeiteCA schneideBC in Xb undAB in Zb. Manbeweise, daßdie
PunkteYa, Za, Xb undZb aufeinemKreis liegen.

A

B

C

A'

B'

Za

Ya

Zb

Xb

U

Fig. 36
Die Lösungist wiedereinfach(Fig. 37). SeienA � undB � die MittelpunktederSeitenBC bzw.

CA undU derSchnittpunktderMittelsenkrechten, d. h. derUmkreismittelpunktdesDreiecksABC.
Wir habendann � UZaZb � � A � ZaB � 90° � � ZaBA� � 90° � � ABC � 90° � � .
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Andererseitsgilt � YaA � Xb � 90° und � YaB � Zb � 90°; folglich liegendie PunkteA � undB � auf
demThaleskreisüberderStreckeYaXb, unddasViereckYaB � A � Xb ist ein Sehnenviereck. Nach
demUmfangswinkelsatzgilt also � B � XbYa � � B � A � Ya � 90° � � B � A � C. WegenA � B � � AB ist

� B � A � C � � ABC � � , also � B � XbYa � 90° � � .
Nunhabenwir

� ZbZaYa � � ZbXbYa � � 180° � � UZaZb � � � B � XbYa

� � 180° � � 90° � � � � � � 90° � � � � 180°.

Also ist ZaYaXbZb ein Sehnenviereck, unddie PunkteYa, Za, Xb undZb liegenaufeinemKreis.
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§28. Schlußbemerkung

Die Sätze, die wir hier besprochenhaben, sindnurein kleinerTeil derDreiecksgeometrie.
Vielesist in älterenFachbüchernvergraben, aberauchim InternetfindetmanDreiecksgeometrie.
Mangebez. B. in einerSuchmaschinedie Begriffe ”Gergonnepoint” , ”Nagelpoint” , ”Emile
Michel HyacintheLemoine” , ”Clark Kimberling” , ”TriangleCenters” oder”TriangleGeometry”
ein. Nicht seltenfindetmanAufgabenausderDreiecksgeometriein demBundeswettbewerb
MathematikDeutschland. Ich erwähnenatürlichauchdie bekanntestenelementarenBücherüber
Dreiecksgeometrie([1] - [4]).
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