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Uber einige Satzeund Aufgaben ausder Dreiecksgeometrie
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KlassischeEigenschaftenvon Dreiecken

81. Einleitung

Von allenVielecken au3erdemPunktundder Strecke(die manabernurin Grenzfallenals
Vieleckebetrachte), ist dasDreieckdaseinfachsteViele EigenschaftenesDreiecksfindensich
im Lehrplander Schule weil siein derGeometrieundauchin derhéhererMathematik
unumganglicksind

Aber dieseEigenschaftesindnichtein kleinesTeil davon wastberDreieckeim Laufeder
Jahrhundertaninteressante&rgebnisseekanntgeworderist. Ein ganzed-eldder Geometriest
entstandejdie sogenannt®reiecksgeometridvian kanndiesed-eld als Spiel oderals Kunst
interpretierendenneshatkeine AnwendungenOptimistischekénntemandagegersagendie
Dreiecksgeometriseidie reinsteMathematik die esgibt. Mit geistreicherBeweisenmit lange
unentdeckgebliebenersatzernvon erstaunlicherkinfachheitund mit Beziigerezur algebraischen
Geometrieverdientdie DreiecksgeometrieinenfestenPlatzin der Unterhaltungsmathematik

DaswichtigsteObjektder Dreiecksgeometriest (Uberraschung dasDreieck Eswird oft mit
AABC, AA1A2A3 oderAXYZ bezeichnetwobei” A” dasZeichenfir " DreiecK istundA, B, C (oder
A1, Ay, Az oderX, Y, Z) die Dreieckseckesind

Wir werdenin diesemVortragdie Bezeichnun@A\ABC verwendenDie SeitendesDreiecks
werdendannmit a = BC, b = CAundc = AB bezeichnetunddie Winkel heiRenz = A CAB,
B = AABCundy = ABCA

BemerkungDreiecksgeometdtampfenaktiv gegendie Bezeichnund fur die Flachedes
Dreiecks Ein Grunddafurist, dal3in Amerikaoft die Winkel nichta, f undy, sonderrA, BundC
heiBenundeinandereiGrundist, daRRA einfacheineDreieckseckést. Sosind SundF
gebrauchlichéezeichnungefiir die Dreiecksflachgein denletztenJahrerhatsichauchdie
Bezeichnung\ durchgesetzt

Furdie SeiteneinesDreiecksABC geltendie bekannterDreiecksungleichungea < b + c,
b < c+aundc < a+ b. Firdie Winkel gilt derSatza + § + y = 180°. FallsauchdieseErgebnisse
ausunsererSchulblicherwverschwundesind dannbedeutees dal3wir unsschonin einemsehr
spaterStadiumder Apokalypsebefinden (Nachder Streichungder Additionsformelnfir Sinusund
Kosinuskannmanallerdingsalleserwarten)
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Dreieckekénnenspitzwinklig, stumpfwinkligund (fastvergessen) rechtwinkligsein Fir
letzteregilt der Satzvon Pythagorasa? + b? = ¢?, wobeinatiirlichangenommewird, daRder
rechteWinkel bei derEckeC liegt, alsoy = 90°. Fira = 90° ist b? + ¢® = a2, undflr g = 90° ist
c?+a? = b2

Ich habemich mal mit einemSchiulergestrittenweil ich meinte der Satzvon Pythagorasaute
a’ + b? = ¢?, undermir entgegensetzter lauteb? + ¢ = a2. In Wirklichkeit warenwir beide
falsch- der Satzvon Pythagorasautet”Istin einemDreieck ABCderWinkel y = 90°, dannist
a’ + b? = ¢?’, oderaquivalent’Istin einemDreieck ABC derWinkel & = 90°, dannist
b2 + c? = a?”. BeidesmaunterstillschweigendeAnnahme dalRdie Standardbezeichnungen ,
¥, a, b, c benutztwerden

In diesemVortragwerdenwir nuneinigeweitereDreieckseigenschaftereigen- bekannteund
wenigerbekannteAnsonsterfindet sichvielesin denlesenswerteBichern dieich amEndein der
Literaturlisteauffuhre

82. Was sind merkwtrdige Punkte?

In derheutigenSchulewerdenvier merkwirdige(bzw. besondergbemerkenswerte..) Punkte
desDreiecksgelehrt Jedesnal ein Satziiberdrei Geradendie sichin einemPunktschneidenAn
einemgleitendieseSatzevorbeiwie Trivialitaten deranderevundertsichseinLebenlangdartber
Eswarwabhrscheinlickeinerderletzteren derdenBegriff dermerkwirdigerPunkteerfunderhat,
undtrotz aller Definitionsversuchést dieserBegriff subjektiv

Wir erinnernunsandiesePunkte wobeiwir zunachsnhur die ausder Schulebekannten
Eigenschaftemuffihren

83. Der Schwerpunkt

Die SeitenhalbierendesinesDreiecksschneidersichin einemPunkt unddieserPunktwird
der SchwerpunktlesDreiecksgenannt

SieheFig. 2, wo dasDreieckAABC heilt die SeitenhalbierendeAA’, BB’ undCC/, undder
Schwerpunks. In AmerikabezeichnemandenSchwerpunkmeistmit G, aberwir werdenspater
denBuchstabert fir denGergonnepunkbenutzen
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Fig. 2
Esgibt viele BeweisedesSatzesdal3sichdie drei Seitenhalbierendein einemPunkt
schneidenBekanntlichteilensiesichin diesemPunktim Verhaltnis2 : 1, also

AS: SA=BS:SB=CS:SC =2

84. Der Inkreismittelpunkt

Die WinkelhalbierenderinesDreiecksschneidersichin einemPunkt{ demsogenannten
InkreismittelpunktlesDreiecks

In Fig. 3 ist dasDreieckABCundderInkreismittelpunktO. Der Inkreismittelpunktatseinen
Namendavon daf3er der Mittelpunkt deseinzigenKreisesist, derdie SeitendesDreiecksberuhrt
undzwardie Seitenals Strecker(d. h. er berlhtdie StreckerBC, CAundAB undnichtihre
Verlangerungen DieserKreis heif3tderInkreisdesDreiecksABC.

Der InkreismittelpunktO ist gleichweit entferntvon jederderDreiecksseiterD. h. auf Fig. 3
istOX = OY = 0OZ wobeiX, YundZ die FuRpunktederLote von O aufdie SeitenBC, CAundAB
sind DieseFul3punktesindgleichzeitigdie Punkte in denenderInkreisdie jeweiligenSeiten
berihrt
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Fig. 3

"Die WinkelhalbierendehdesDreiecksABC, die sichin O schneidepsinddie
InnenwinkelhalbierendeseinerWinkel. Man fragt sich, ob die AuRenwinkelhalbierendeaer
Winkel sichauchin einemPunktschneidenDastun sie nicht, abermankannerkennendal3sichje
zwei AuRenwinkelhalbierendeunddie Innenwinkelhalbierenddesdritten Winkelsin einemPunkt
schneidenMehr dazuspéteyin 88.

85. Der Hohenschnittpunkt

Die HoheneinesDreiecksschneidersichin einemPunkt der(in plausiblerWeise der
HohenschnittpunkdesDreiecksgenanniwird.

Der HohenschnittpunkeinesDreiecksABCwird meistmit H bezeichne{Fig. 4). Die
FuRpunktederH6hennenntmandftersHa, Hp undHe.

Die merkwurdigerPunkte die wir in denvorigenParagraphenntersuchhatten hattenstets
eineklare Lagein bezugauf Dreieck ABC. Der SchwerpunktindderInkreismittelpunkiiegenstets
im InnerendesDreiecks die drei AnkreismittelpunktdiegenstetsauRerhalbBeim
Hohenschnittpunkist esnunandersEr liegt innerhalbdesDreiecks falls esspitzwinkligist, und
aul3erhalbfalls esstumpfwinkligist. Flr ein rechtwinkligesDreieckist der Hohenschnittpunkdie
Eckemit demrechtenWinkel.

Wir werdenspater(in 811) zudenHohenunddemHohenschnittpunkturiickkehren
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A

Fig. 4
86. Der Umkreismittelpunkt

Fig. 5
Schlief3licherinnernwir unsandenletztenkanonischemerkwuirdigerPunktdesDreiecks Die
Mittelsenkrechtemler SeiteneinesDreiecksschneidersichin einemPunkt DieserPunktheifl3t
UmkreismittelpunktiesDreiecks Er ist der Mittelpunkt desUmkreisesdesDreiecks d. h. des
Kreisesdurchdie drei Ecken
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Auf Fig. 5 heitdasDreieck ABC undderUmkreismittelpunktJ. Der Radiusr desUmkreises
ist einesehrbedeutend&roliein derGeometriedesDreiecks Offensichtlichgilt
r=UA=UB= UC.

Wie derH6henschnittpunksoliegt auchder Umkreismittelpunknur fir spitzwinklige
Dreieckeim DreiecksinnerenFur rechtwinkligeDreieckeist er der Mittelpunkt der Hypotenuse
undfir stumpfwinkligeDreieckeliegt er auRerhalllesDreiecks

VergessenfNeueEigenschaftenvon Dreiecken

87. Einleitung

Damithaberwir alle vier bekanntemmerkwurdigerPunkteabgehandelihamlichden
Schwerpunks, denlinkreismittelpunkiO, denH6henschnittpunkil unddenUmkreismittelpunkt
U. Wir habendabeiihre ausder SchulebekannterEigenschaftegenanntAber anjederder
Zeichnungerkannmanviel mehrableseneinigeSéatze die in keinemSchulbuchstehenEinige
dieserEigenschaftesind” vergesseh(in altenBucherr), anderesindwahrscheinliclneuer Wir
werdenalsodiesevier merkwirdigerPunktenacheinandewiederuntersuchenBeginnernwir mit
deminkreismittelpunkt

88. Die drei Ankreismittelpunkte

Am Endevon 84 habenwir festgestelltdal3sichdie Aul3enwinkelhalbierendexweier
beliebigerWinkel einesDreiecksunddie Innenwinkelhalbierenddesdritten Winkelsin einem
PunktschneidenDieserPunktheil3tein AnkreismittelpunkdesDreiecks undzwarderzu derEcke
desdritten Winkelsgehorendénkreismittelpunkt

Diesist ziemlichabstrakt betrachterwir alsoFig. 6. Die Aul3enwinkelhalbierendeser Winkel
bei A undbeiB unddie InnenwinkelhalbierenddesWinkelsbei C schneidersichin einemPunkt
unddieserPunktist derzu der EckeC gehérendénkreismittelpunkidesDreiecksABC.
Bezeichnerwir ihn mit Oc. Wir kbnnenabergenauso zwei andereAnkreismittelpunkteangeben
Oa undOy, diejeweilszudenEckenA undB gehoren

Wir stellenin einerTabellezusammepwelcherderInkreis undder Ankreismittelpunkteauf
welcherWinkelhalbierendetiegt:

liegt auf...halbierende liegt auf...halbierende liegt auf...halbierende
desWinkelsCAB desWinkelsABC desWinkelsBCA

InkreismittelpunkiO  Innenwinkel.. Innenwinkel.. Innenwinkel..
AnkreismittelpunkiO, Innenwinkel.. AulRenwinkel.. AulRRenwinkel..
AnkreismittelpunkiOp, AufRenwinkel.. Innenwinkel.. AulRenwinkel..

AnkreismittelpunkiO, Aulenwinkel.. AulRenwinkel.. Innenwinkel..
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Fig. 6

Analogzudeminkreismittelpunkist jederAnkreismittelpunkider Mittelpunkt einesKreises
derdie SeitendesDreiecksABC berthrt aberdiesmalberiihrtjedervon dendrei solcherKreisenje
eineSeiteals Streckeunddie VerlangerungemlerbeidenandererSeiten Diesedrei Kreiseheil3en
die AnkreisedesDreiecksABC.

Interessantvird es wennmandeninkreis (mit demMittelpunkt O) unddie drei Ankreise(mit
denMittelpunktenO,, Op undO¢) aufeinerZeichnung(Fig. 6) zusammersieht Dader
InkreismittelpunkiO undderzu A gehdrendénkreismittelpunkiO, beideaufder
InnenwinkelhalbierendedesWinkels CABliegen unddadie zu B undzu C gehdrenden
AnkreismittelpunkteO, und O beideaufder AulenwinkelhalbierendetiesWinkels CABliegen
unddadie Innenwinkelhalbierendenddie AuRenwinkelhalbierendeineswWinkelsimmer
zueinandeorthogonakind schneidersichdie GeraderOO, und OpO¢ in A undsind zueinander
orthogonal Entsprechenérkenntman daf3die GeraderOO, undO.O;, sichin B schneiderund
zueinandeorthogonakind unddafRdie GeraderOO. und 0,0y, sichin C schneiderund
zueinandeorthogonakind

Also sind 00,3, OO0, undOOQO; die HohendesDreiecksO,0,0., undO ist folglich der
HohenschnittpunkdieseDreiecks Andererseitsinddie GeraderOO,, OO, und OO nichts
andereslsdie InnenwinkelhalbierendedesDreiecksABC.

Wir erhaltenalsa

Satz Die InnenwinkelhalbierendeeinesDreiecksABC sinddie HohendesDreiecksausden
AnkreismittelpunktenDer InkreismittelpunktO desDreiecksABCist derHohenschnittpunktles
DreiecksausdenAnkreismittelpunkten

Die Ankreismittelpunkteunddie AnkreisewarenlangeSchulstoff leidersindsie jetzt aus
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unsereniehrplangro3tenteilsrerschwunden
89. Der Schwerpunkt und Flacheninhalte

A

A ¢ Fig. 7

Kommenwir nunzudemSchwerpunkS Wenn wie in 83, die Mittelpunkteder SeitenBC, CA
undABmit A’, B undC’ bezeichnetverden dannist der Schwerpunk&der Schnittpunkider
SeitenhalbierendefA, BB’ undCC'. DieseSeitenhalbierendeteilendasDreieckABCin 6
Teildreiecke AASC', AASB’, ACB', ACSA/, ABSA' undABSC'. Irgendwieerkenntmanintuitiv an
derZeichnung(Fig. 7), dal3diese6 Teildreieckedie gleicheFlachehaben Diesist richtig:

Satz Die DreieckeAASC', AASB’, ACB', ACSA’, ABSA' undABSC' habengleicheFlache

Beweis Wir bezeichnenlie FlacheeinesDreiecksXYZmit Fxyz fernerseix = Fggq,
X = Fcsa, Y= Fesg, Y = Fasg, Z= Fase UndZ = Fgge (sieheFig. 8). Wir wollen zeigen dafR
x=X=y=y =z="7Iist

Betrachterwir die DreieckeACC undBCC. Die FlacheeinesDreiecksist
% «GrundseiteHohe dadie DreieckeACC undBCC einegemeinsaméltheh haben(derLot von

C aufAB), istalso

Face = % «AC +h und Fece = % «BC «h.

WegenAC' = BC' (dennC' ist derMittelpunktvon AB) erhalterwir alsoFycc = Fgce, dasheilt
y+y +z=x+x+7.

Kommenwir jetzt zudenDreieckenASC undBSC. Diesezwei Dreieckehabenwiedereine
gemeinsaméldheh’ (derLot von Sauf AB). Damitist

FASC = %'AC"h/ Und FBSC = %'BC"h/.
WegenAC' = BC' istalsoFas¢ = Fgse, dasheilRtz = Z. Analogistx = X' undy = y/, unddie
Gleichungy +y' + z= x+ X' + Z vereinfachtsichzu2y + z= 2x + z, also2y = 2xundy = x.
Analogfindetmanz = y. Damitist schlieBlichx = X' =y =y = z= 7, waszubeweiserwar.
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§10. Der Lamoenkreis

Dochdie 6 Teildreiecke in die dasDreieckvon seinenSeitenhalbierendererlegtwird, haben
nocheineweitereEigenschaftihre UmkreismittelpunktdiegenaufeinemKreis (Fig. 9). Dieser
wunderbareésatzwurdeerst2000 von Floor vanLamoenentdeckiundin der Ausgabedes
” AmericanMathematicaMonthly” vom November2000 veréffentlicht Der Kreis, aufdemdie 6
Umkreismittelpunktdiegen heiRtdemzufolgd.amoenkreiglesDreiecksABC.

Der BeweisdesSatzesson Lamoenist ziemlichschwierig

Fig. 8
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Fig. 9

811. Einige Besonderheitender Hohen
Jetztunterziehemwir Fig. 4 mit denH6hendesDreiecksABC, ihrenFu3punkterH,, Hp, undHc
undihrem SchnittpunktH einerRevision Die DreieckeAHH, und BHH, sindahnlich(ww; weil
siein denWinkeln beiH undin denrechtenWinkeln Ubereinstimme); daherist
AH : HHp = BH : HH,, alsoAH « HH,; = BH « HHy,. AnalogfindetmanBH « HH, = CH e HH..
Damithabenwir bewiesen
Satz Furdie HoheneinesDreiecksABCgilt

AHe HH, = BHe HH, = CH e+« HH..
Eineweitereinteressant€&ormelist
AH? + @2 = BH? + b? = CH? + ¢? = 4r?,

wobeir derUmkreisradiuslesDreiecksABCist (siehe86). Ein Beweiskommtin 812.
812. Die Eulergerade

In derGeometriesollte manniemalszu viele Punkteauf eineZeichnungquetschen man
verliert sofortdenUberblick Allerdingsist esmanchmakinnvoll, Zeichnungerzu iiberlagern
wenndie PunkteeinenstarkenZusammenhanmiteinandetaben SozeigtFig. 10 die Hohen die
Seitenhalbierendeunddie MittelsenkrechteresDreiecksABC. Man erkenntander Zeichnung

Satzvon Euler: Der Hohenschnittpunkitl, der Schwerpunk&undderUmkreismittelpunktJ
einesDreiecksABCliegenaufeinerGeradenundesgilt HS = 2 « SU(wobeiS zwischenH undU

liegt).
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Fig. 10

Diesist ein bekannteiSatz unddie GeradedurchH, SundU heif3tdie EulergeradedesAABC.

Ein einfacheraberhinterlistigerundimpliziter BeweisdesSatzes/on Eulerist moglich, wenn
maneinenPunktH’ aufder GeraderSU einfihrt fir dengeltensoll: H'S = 2 « SU(wobeiS
zwischenH’ undU liegt). DurchdieseVorlagenist derPunktH' eindeutigfestgelegtwir miissen
zeigen dalRdieserPunktH’ mit demH®&henschnittpunkitt desAABC UibereinstimmtSieheFig. 11.

Wir habenH’S : SU = 2; andererseitwissenwir aberAS: SA = 2 (aus83). Nachdem
Strahlensatist alsoAH' || A'U. DaaberA’U 1 BCist (dennder UmkreismittelpunktJ des
DreiecksABCliegt auf der Mittelsenkrechtewon BC), ist damitAH' L BC. DasbedeutetdalRH’
aufdervon A ausgehendeHohedesDreiecksABCliegt. Analogbeweistman daRH’ aufdervon
B ausgehendeHoheundaufdervon C ausgehenderdheliegt. Damitist H' der
HohenschnittpunkdlesAABC, alsoH’' = H. Folglichliegt H aufder GeraderSy, und
HS = 2« SU, undSliegt zwischerH undU, womit der Satzvon Eulerbewiesenst.

Wir habenhierbeiabernochneubewiesendal3sichdie dreiHohendesDreiecksABCin einem
PunktschneidenDennalswir H' einflihrten wussterwir nochnichtsiiberdie Existenzvon H; als
wir dannzeigten daRH’ aufdendrei HohendesDreiecksABCliegt, bekamerwir alsBonushinzuy,
daRdie dreiHOhenwirklich einengemeinsameRunkthaben
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Fig. 11

UbrigenslaRtsichder Satzvon Eulerauchwie folgt formulieren Der UmkreismittelpunkU ist
dasBild desHOhenschnittpunkteld bei derzentrischerStreckungnit demZentrumSunddem
Faktor-1/2.

AulRerdemSatzvon Eulererkenntmanauf derZeichnungvielesmehr. Wir wissen(nachdem
Satzvon Euler), daRdie PunkteH, SundU aufeinerGeraderiegen unddalRHS : SU = 2 ist.
Andererseitsvissenwir aus83, dalRdie PunkteA, SundA’ aufeinerGeraderliegen unddali
AS: SA = 2ist. NachdemStrahlensatist alsoAH || A’'U undAH = 2« A'U. Analogfindetman
BH = 2« B'UundCH = 2« C'U. Wir habendamitfolgenden(oft benutzteh Satzerhalten

Satz EsistAH =2« A'U, BH=2«B'UundCH = 2« C'U.

In Wortent Der AbstandeinerDreieckseckerom Hohenschnittpunkist doppeltsogroRwie der
AbstanddesUmkreismittelpunktesom Mittelpunkt der Seite die unserelEckegegeniberliegt

DasDreieckBA'U ist rechtwinklig(dennA’U 1 BC, weil U alsUmkreismittelpunktaufder
Mittelsenkrechtervon BC liegt); nachdemSatzvon Pythagorasst alsoUB? = A'U? + BA 2 Nun
ist UB = r (derUmkreisradiusiesDreieckd; nachdemgeradebewiesenerBatzist A'U = A—ZH, und
fernerist BA' = £ (dennA' ist derMittelpunktvon BC). Folglich haberwir

2_ (AHY?, (a)?

= ( 2 ) + ( 2 ) ’
alsor? = 2AH? + a2, unddamitAH? + a? = 4r2, AnalogzeigtmanBH? + b2 = 4r2 und
CH? + ¢? = 4r?, unddamitist die Gleichung

AH? + a2 = BH? + b? = CH? + ¢? = 4r?

gezeigt(die wir in 811 gefunderhaben. AndereBeweisedieserGleichungsindz. B. mit
Trigonometriemdglich
813. Der Feuerbachkreis
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An derKonfigurationvon Fig. 10 erkenntmanmeht Die Seitenmitter?’, B’ undC’ unddie
HohenfulBpunktél,, Hy undH. liegenaufeinemKreis. Wennmanganzaufmerksanhinschaut
erkenntmanzusatzlich dal3die Mittelpunkteder StreckerAH, BH und CH aufdiesemKreis
liegen Wir fasseralsozusammen

Satzvom Feuerbachkreis SeiAABC ein beliebigedDreieck DannliegenseineSeitenmitten
A, B' undC', seineHohenfuRpunktéda, Hp undH¢, unddie MittelpunkteD, E undF der
StreckemrAH, BH undCH (wobeiH derHohenschnittpunktilesAABC ist) aufeinemKreis. Dieser
Kreis heidtder Feuerbachkrei®derNeunpunktekreidesDreiecksABC.

BemerkungDie Bezeichnung Feuerbachkrefsist auf einevon Karl Feuerbaclyefundene
EigenschaftlieseKreiseszuriickzufiihren siehe814. Die Bezeichnundg Neunpunktekreis
beziehtsichdagegerauf die neunPunkteA’, B, C', Ha, Hp, H¢, D, E undF, die aufdemKreis
liegen

Die PunkteD, E undF heil3engelegentlichEulerpunktedesDreiecksABC,

A

C
Fig. 12

Essindviele BeweisedesSatzesyrom Feuerbachkreibekannt sieheetwal1], [2], [4]. Im
ubrigensinddie meistendieserBeweisesehrahnlich dader Satznicht schwerist. Ein Beweisgeht
z. B. folgendermaf3e(Fig. 12a): Dadie PunkteC' undD die Mittelpunkteder StreckenAB und AH
sind ist die StreckeC'D Mittelparalleleim DreieckBAH undmithin parallelzu BH. Also ist
AACD = AABH = AABH;, = 90° — A BAH, = 90° — A BAC. Andererseithabenwir
C'A’ | CAunddamit A BC'A' = A BAC, alsoist

A DC'A’ = 180° - AACD - ABCA’ = 180° - (90° - A BAC) - A BAC = 180° — 90° = 90°.

Analogist A DB'A’ = 90°. AuBerdenist A DH,A" = 90° (trivial). Also liegendie PunkteC’, B’
undH, aufdemThaleskreidiberder StreckeDA'. In anderenWorten Die PunkteH, undD liegen
aufdemKreis durchdie PunkteA’, B’ undC'. Dochgenausdafitsichzeigen daRdie PunkteHy
und E ebenfallsauf diesemKreis liegen undgleichfallsdie PunkteH. undF. Also liegenalle neun
PunkteA’, B', C', Ha, Hp, Hc, D, E undF aufeinemKreis, waszu beweiserwar. [Im Fall, wenn
AABC stumpfwinkligist, mu3dieserBeweisleicht geandertverden(wie fastjederBeweis dermit
Winkeln arbeite}.]
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A

C
Fig. 12a

WeitereEigenschafteresFeuerbachkreisesndleicht zu beweisenDer Radiusdes
FeuerbachkreisemnesDreiecksist halb sogro3wie der RadiusdesUmkreisesDer Mittelpunkt
desFeuerbachkreisast der Mittelpunkt der StreckeHU, wobeiH derH6henschnittpunkiand U
derUmkreismittelpunktdesDreieckssind

§14. Der Satzvon Feuerbach

Der Feuerbachkreibateineganzbesonder&igenschaftweshalber Feuerbachkreibeifl3t und
zwarist dieseEigenschafein Satzvon Karl Feuerbach

Satzvon Feuerbach Der FeuerbachkreidesDreiecksberuhrtdeninkreisunddie drei

Ankreise
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Fig. 13
Ein schonemundsehrschwierigerSatz Sieheauch[1] und[2].
815. Der Gergonnepunkt

Mit demSatzvon Feuerbaclsindwir wiederbeimInkreisdesDreiecksangekommerDer
InkreisdesDreiecksABC berihredie SeitenBC, CAundAB in denPunktenX, Y undZ (nattrlich
in dieserReihenfolged. h. erberiihreBCin X, CAin YundAB in Z). Eine Zeichnungmit einem
dynamischeriseometrieprogramrgibt einigeldeen Die GeraderAX, BY und CZ schneidersich
dochin einemPunkt oderist esnur eineTauschung Vielleicht begrenzersie ein sehrkleines
Dreieck? Oderfindet mansoeinfachmerkwirdigePunkte

Ja stelltsichherausdie GeraderAX, BY und CZ schneidersichtatsachlichn einemPunkt
DieserPunkthei3tder GergonnepunkiiesDreiecksABC undist ein ziemlichwenigbekannter
merkwurdigeDreieckspunkt
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c
Fig. 14

Beweise dal3sichdie GerademX, BY undCZin einemPunktschneidepfindetmanin [1], [2],
[4] und[5].
816. Die GeradenAX, BYund CZ
Untersuchenvir weiterdie GerademAX, BYundCZ Esgilt derfolgendeSatz([4], Exercise
1.2):
Satz FurdenBeruhrpunkiX desinkreisesmit BC gilt: Die Inkreiseder DreieckeABXund ACX
berthrereinander

L

X Fig. 15
Beweis Der InkreisdesAABX berthreBXin K, ABin L undAXin M. Der InkreisdesAACX

B
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berihreCXin N, CAin P undAXin Q. Wir werdenzunachsbeweisendal3die PunkteM undQ
zusammenfallen

Fig. 16
Wir erinnernunserstmalsandenfolgendenSatz Zeichnetmandie Tangentervon einemPunkt
aneinenKreis, dannsinddie beidenTangentenabschnit{@bschnittevom Punktzum Beruhrpunkt
mit demKreis) gleichlang Wir werdendiesenSatzals Tangentengleichheitssatirurz TG
bezeichnen
NachdemTGSgilt: XK = XM, AM = AL undBL = BK. Daherhabenwir
XK = XM = AX- AM = AX—- AL = AX- (AB-BL) = AX- AB+BL

= AX-AB+ BK = AX- AB+ (BX- XK) = AX- AB+ BX- XK,
unddamit
2+« XK = AX- AB+ BX
Analogbeweistman
2« XN = AX-AC+CX
Daherist
2e XK-2¢ XN
= (AX-AB + BX) — (AX—- AC+ CX)
= (-AB+ BX) — (-AC+ CX)
= (AC-CX) - (AB- BX)
= (AC-CY) - (AB-B2) (dennCX = CYundBX = BZnachdemTGYS)
=AY-AZ
=0 (dennAY = AZnachdemTGS).

Alsoist 2« XK = 2« XN, unddamitXK = XN. NachdemTGSgilt aberXK = XM und XN = XQ.
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Folglichist XM = XQ. Also misserdie (auf der StreckeAX liegendei PunkteM undQ
Ubereinstimmen

Dasbedeutetdal3die Inkreiseder DreieckeABXund ACXdie StreckeAX in demselberPunkt
bertihrenDaraudolgt abersehrleicht, dal3diesebeideninkreiseeinandeberihrenSindU undV
die MittelpunktederzweiKreisg dannist UM 1 AXundVQ 1 AX(denneinBeruhrradiugst stets
orthogonakzur Tangente WegenM = QistalsoUM 1L AXundVM 1 AX, unddie PunkteU, M
undV liegendaheraufeinerGeradend. h. derPunktM liegt aufder Geradedurchdie Mittelpunkte
U undV derbeidenKreise Da derPunktM aberauchaufdenbeidenKreisenliegt, bertihrersie
sich, waszu beweiserwar.

Analogbeweistman dalRdie InkreisederDreieckeBCYundBAY einandeberihrenunddald
die InkreisederDreieckeCAZund CBZeinandetberihren

817. Ein weiterer Satz

Ein andereiSatzuberdieseKonfigurationist wahrscheinlicmeu

Satz Die Senkrechteu AB durchA schneideBOin M. Die Senkrechteu AC durchA schneide
COin N. Dannist MN 1 AX.

Ich kennenur einenziemlichlangenBeweisdiesesSatzes

Fig. 17
8§18. Uber Spiegelbildervon Seitenhalbierenden Hohen usw.

MerkwirdigePunkteeinesDreieckssind meistdort, wo sichdrei bestimmteGeradenn einem
PunktschneidenDrei solcheGeradersinddie Seitenhalbierendenrei solcheGeradersinddie
Winkelhalbierendeydrei solcheGeradersinddie Hohen unddrei solcheGeradersinddie
MittelsenkrechtenWaspassiereigentlich wennmandie Seitenhalbierendeanden
(entsprechend@Winkelhalbierendespiegelt- schneidersichdie drei entstandeneG@eradenn
einemPunktodernicht? Wennmandie WinkelhalbierendemandenSeitenhalbierendespiegel?
Wennmandie HohenandenSeitenhalbierendespiegel? Man hat4 « 3 = 12 Mdglichkeiten ein
Geradentripeausdenvier GeradentripelmneinemandererGeradentripetu spiegelnundzu
schauenob sichdie entstandene@eraderin einemPunktschneiden

Mithilfe vondynamischeGeometriesoftwaréandich folgendeErgebnisse
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Wennmandie.. anden... spiegelt schneiden dannin
sichdie Spiegelbilder einemPunkt?

Seitenhalbierenden Winkelhalbierenden ja
Seitenhalbierenden Hohen nein
Seitenhalbierenden Mittelsenkrechten nein
Winkelhalbierenden Seitenhalbierenden nein
Winkelhalbierenden Hohen nein
Winkelhalbierenden Mittelsenkrechten nein
Hohen Seitenhalbierenden nein
Hohen Winkelhalbierenden ja
Hohen Mittelsenkrechten ja
Mittelsenkrechten Seitenhalbierenden nein
Mittelsenkrechten Winkelhalbierenden nein
Mittelsenkrechten Ho6hen ja

BemerkungEin ”ja” bedeutetdal3sichdie Geradenmmerin einemPunktschneidenEin
"nein’ bedeutetdal3sichdie Gerademichtfir jedesDreieckin einemPunktschneidenSo
schneidersichdie Spiegelbildeder Seitenhalbierendean denHbhenfir ein gleichseitigeDreieck
offensichtlichin einemPunkt bei einem”allgemeinei Dreiecktun sieesabernicht

Wir seheralsogenauwier Félle beidenensichdie entstandene@eraderfiir jedesDreieckin
einemPunktschneidenWir werdendieseFallein denfolgendenParagrapherinzelnbetrachten

819. Der Lemoinepunkt

Betrachterwir die Seitenhalbierendemnddie WinkelhalbierendeminesDreiecksABC. Jede
SeitenhalbierendeerdeanderentsprechendeWinkelhalbierendegespiegel{d. h. die
SeitenhalbierendéurchA anderWinkelhalbierendewlurchA, usw). Dannschneidersichdie
entstandeneGeraderin einemPunkt dieserPunktheil3tderLemoinepunktiesDreiecksABCund
wird gewdhnlichmit L bezeichnetFig. 18).

BemerkungerDasSpiegelbildeinerSeitenhalbierendesn derentsprechenden
Winkelhalbierendemvird oft als SymmedianbezeichnetDannist L der Schnittpunkiderdrei
Symmedianendeshalbwird L auchéftersSymmedianpunktderSymmedianenpunéiesDreiecks
ABCgenannt

DerBeweis dal3sichdie drei Symmedianematséchlichn einemPunktschneidenist einfach
wennder Satzvon Cevabekannist (siehez. B. [1] und[4]).

An derZeichnungFig. 18 kénntemanvermuten dafl3der Schwerpunks, derInkreismittelpunkt
O undderLemoinepunkL aufeinerGeraderiiegen EinegroRereFigur widerlegtdiesaber



Darij Grinberg Uber einige Satzeund Aufgaben., Seite20von 38

Fig. 18

Der Lemoinepunkist ein sehrmerkwirdigePunkt obwohler keinerdervier kanonischen
Punkteist, undhateineUnmengeEigenschafteigsieheetwa[1] und[4]). Nur zweidavon Fallt
manvon demLemoinepunkL ausLote aufdie Dreiecksseite®C, CAundAB, undbezeichnetlie
FuRpunktedieserLote mit X, Y. undZ_ (in dieserReihenfolgg, dannist L der Schwerpunktles
DreiecksX_ Y. Z., undesgilt

LX :LYL:LZ.=a:b:c

BemerkungDiesist eineVerhaltnisgleichungSie bedeutehicht”LX, geteiltdurchLY, unddann
geteiltdurchLZ, ist gleicha geteiltdurchb unddanngeteiltdurchc”, undkanndeshalbauchnicht
zuLXL : (LYLeLZ,) = a: (b« c) vereinfachtwerden sonderrsieist zu verstehenm Sinnevon
"LXL : LY. =a: bundLY_ : LZ. = b : c".D. h. die StreckerLX,, LY, undLZ_ verhaltensich
wie a, bundc.

In WortenausgedriicktDie AbstandedesLemoinepunkteson denDreiecksseitenerhalten
sichwie dieseSeitenselber

Wir werdennocheineweitereEigenschaftlesLemoinepunktes 8§24 finden
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A

X, c _
Fig. 19
820. Die Spiegelbilderder Hohen an den Winkelhalbierenden

Betrachterwir jetztdie SpiegelbildederHohenandenentsprechendeWinkelhalbierenden
Wo schneidersie sich? Schonwiederin einemneuenmerkwurdigerPunk®

Nein, stellenwir fest sieschneidersichin demUmkreismittelpunktdesDreiecks Der Beweis
ist nicht sehrschwer Formulierenwir erstmalsdienSatzmit allenBezeichnungen

Satz SeiABCein Dreieck undseienAH,, BH, und CH. seineHohen- wobeiH,, Hp undH,
die jeweiligenFul3punktesind -, seiH seinHOhenschnittpunkiindU seinUmkreismittelpunkt
Dannschneidersichdie SpiegelbildederHohenandenentsprechendewinkelhalbierendeim U.
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Fig. 20

Beweis Wir arbeiterfir denFall einesspitzwinkligenDreiecksABC, ansonsteigehtder
Beweisanalog wobeieinigeWinkel Vorzeichenandernusw..

Wir wollen zeigen daRdasSpiegelbildderHohe AH ander Winkelhalbierende®O durchden
PunktU geht Dazumusserwir beweisendaRA HAO = A OAU ist, wobeiO der
InkreismittelpunkidesAABC (unddamitder Schnittpunkider Winkelhalbierendehist.

NachdemMittelpunktswinkelsatist A CUA = 2« A CBA(dennA CUAIstder
Mittelpunktswinkelder SehneCAin demUmkreis und A CBAist ihr Umfangswinke). Wir haben
also A CUA = 28. Da (wegenUC = UA) dasDreieck CUA gleichschenkligst, gilt

A UAC = 180° —ZA_CUA — 180 2_ Zﬂ = 90° — ﬂ

Andererseitsst A BAH = A BAH; = 90° — A HaBA = 90° — . Wir habendamit
A BAH = A UAC. Aberesist A BAO = A OAC(Winkelhalbierends. Folglichist

AHAO = ABAO- ABAH= AOAC- AUAC= A OAU.

DahergehtdasSpiegelbildderHohe AH anderWinkelhalbierende®O durchU. Analoggehendie
beidenandererSpiegelbildejeweilseinerHoheanderentsprechendewinkelhalbierendewlurch
U, waszu beweiserwar.
821. IsogonalePunkte

In 819 und 820 habenwir festgestelltdal3(819) die Spiegelbildeder Seitenhalbierendesinden
Winkelhalbierendesichin einemPunktschneidenunddaf3(820) die Spiegelbildeider Hohenan
denWinkelhalbierendesichin einemPunktschneidenDiesist kein Zufall, dennesgilt der
folgendeallgemeineSatz(Fig. 21):
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Satzvom isogonalenPunkt: SeiABCein DreieckundP ein beliebigerPunkt(dermit keiner
derDreieckseckerusammenféljt Die GeraderAP, BP und CP werdenandenentsprechenden
WinkelhalbierendenlesDreiecksABC gespiegeltDannschneidersichdie entstandeneGeraden
in einemPunkt

DieserPunkt- nennerwir ihn Q - heil3tzu P isogonalkonjugiertin bezugauf dasDreieck ABC.
Statt”isogonalkonjugiert sagtmanmeistkurz ”isogonal. Der PunktQ heil3tzu P isogonaj der
PunktP ist dannzu Q isogonal(denndie Spiegelbildeder Geradem™AQ, BQundCQanden
WinkelhalbierendenlesDreiecksABC sindwiederdie GeraderAP, BP undCP). Man sagt die
PunkteP und Q seienzueinandeisogonal

A

S

-~

»Q\

Ist P der SchwerpunktlesAABC, dannsind AP, BP und CP die SeitenhalbierendenndQ ist
derLemoinepunktAlso sindder Schwerpunktindder Lemoinepunkizueinandersogonal

Ist P derHohenschnittpunkdlesAABC, dannsind AP, BP und CP die Hohen und Q ist (wie
wir in 820 gesehermaben derUmkreismittelpunktAlso sindder Hohenschnittpunkiindder
Umkreismittelpunkizueinandersogonal

Ist P derInkreismittelpunkidesAABC, dannsind AP, BP und CP die Winkelhalbierendepund
siewerdenansichselbstgespiegeltund Q ist dannauchder Inkreismittelpunkt Dasheil3t Der
Inkreismittelpunkist zu sich selbstisogonal

Der SatzvomisogonalerPunktwurdein [4] und[8] bewiesen

§22. Spiegelbilderbei Hohenund Mittelsenkrechten

Jetztkommenwir zu denrestlicherzwei Féllen wo sich Spiegelbildein einemPunkt
schneidenEsgehtum die Spiegelbildeder HohenandenMittelsenkrechterundum die
SpiegelbildederMittelsenkrechterandenHohen

Fig. 22 zeigtdie SpiegelbildederHohenandenentsprechendeMittelsenkrechtenDiese
Spiegelbildeischneidersichin einemPunkt undzwarist dieserPunktselberdasSpiegelbilddes

(/X

O\




Darij Grinberg Uber einige Satzeund Aufgaben., Seite24von 38

Hohenschnittpunkteam MittelsenkrechtesSchnittpunki(d. h. amUmkreismittelpunkx

[Diesist nicht offensichtlicH Die SpiegelbildederHohenandenWinkelhalbierenden
schneidersichin einemPunkt aberdieserPunkt(der Umkreismittelpunktwie wir in 820 gesehen
haben ist nicht dasSpiegelbilddesH6henschnittpunkteam WinkelhalbierenderSchnittpunki

by
53
Vi

Fig. 22

Fig. 23 zeigtdie SpiegelbildederMittelsenkrechtermndenentsprechendeddhen Sie
schneidersichauchin einemPunkt undzwarim SpiegelbilddesMittelsenkrechterSchnittpunktes
(d. h. desUmkreismittelpunktesam Hohenschnittpunkt
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Fig. 23

DiesebeidenEigenschafteikénnensehreinfacherklartwerden Namlichsindje eine
Mittelsenkrechtainddie entsprechendddheparallel(dennbeidesind orthogonalkzu einer
Dreiecksseite Spiegeltmannundrei Geradendie sichin einemPunktP schneidepandreijeweils
zuihnenparallelenGeradendie sichin einemandererPunktQ schneidendannschneidersichdie
Spiegelbildein demSpiegelbildvon P anQ.
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Fig. 24

Beweig(Fig. 24): Seieng, hundi die drei GeraderdurchP, seieng’, h’ undi’ die jeweilszu
ihnenparallelenGeraderdurchQ, undseieng”, h” undi” die Spiegelbildevong ang’, vonh an
h" undvoni ani’.

SeiP’ dasSpiegelbildvon P anQ. Wir wollen zeigen daRdie Geradery”, h” undi” sichin P’
schneidenlst X' dasSpiegelbildvon P anh’, und X derFuBpunkidesLotesvon P aufh’, dann
liegt X' aufderGeraderPX, undPX = 2« PX, alsoPX : PX = 2. DaP aufhliegt, liegt das
Spiegelbildvon P anh’ aufdemSpiegelbildvonh anh’, d. h. derPunktX’ liegt auf derGeraden
h”. DaP’ dasSpiegelbildvon P anQ ist, hatmanPP = 2« PQ, alsoPP : PQ = 2. Zusammen
mit PX : PX = 2 folgt ausdemStrahlensatP’X’ | QX DaaberQXdie Geradeh' ist, ist
P'X" || h'. DaaberX' aufderGeraderh” liegt, unddadieseGeradeh” parallelzuh' ist (das
SpiegelbildeinerGeradeaneinerzuihr parallelenGeraddst eineweiterezuihr paralleleGeradg,
liegt P’ aufderGeraderh”. Analogzeigtman dalP’ aufdenGeraderg” undi” liegt, waszu
beweiserwar.

(Ich suchenacheinemeinfachererBeweis wahrscheinlicldurchelementare
Abbildungsgeometri¢

§23. DasAntimedialdreieck und das Tangentendreieck

Ein Dreieckkannaufdreiverschieden&Veisen”zumParallelogramnerganzt werden Man
brauchtnur die Parallelezu einerSeitedurchdie gegentuberliegendeckeunddie Parallelezu einer
andererBSeitedurchdie gegenulberliegendeckemiteinanderzu schneidender Schnittpunkist
danndie vierte EckedesgewinschteiParallelogramms

Wir bezeichnemit X denSchnittpunkiderParallelezu CA durchB undderParallelezu AB
durchC. AnalogseiY der SchnittpunkiderParallelezu AB durchC undderParallelezu BC durch
A, undseiZ der SchnittpunkiderParallelezu BC durchA undderParallelezu CA durchB.

Dassoentstanden®reieckXYZheil3tdanndasAntimedialdreieck desDreiecksABC. Wir
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habendrei Parallelogrammeorliegen namlichdie Parallelogramm@&BXC BCYAundCAZB Aus
diesenParallelogrammefolgt unteranderenAB = CXundAB = CY; alsoist CX = CY, undCist
derMittelpunkt der StreckeXY. Entsprechendeigtman dafl3A derMittelpunkt der StreckeYZund
B derMittelpunkt der StreckezX ist. Die EckendesDreiecksABC sindalsodie Mittelpunkteder
SeitenseinesAntimedialdreiecks

Aus demParallelogramnBCY Afolgt aberauch dafRsichdie StreckenCA undBY gegenseitig
halbieren Dasheil3t Die StreckeBY gehtdurchdenMittelpunktvon CA; alsoféllt die GeradeBY
zusammemnit dervon B ausgehende8eitenhalbierendettesDreiecksABC. Analogist die Gerade
AXdievon A ausgehend8eitenhalbierendéesDreiecksABC, unddie GeradeCZdievonC
ausgehend8eitenhalbierendéesDreiecksABC.

Dieswarenallesmehroderwenigerbekannteundteils triviale Eigenschaftenles
AntimedialdreiecksSeinenrNamenhatdieseDreieckubrigensdaher dalRdasDreieck ABC das
MittendreieckdesAntimedialdreiecksst (dennA, B und C sinddie Mittelpunkteder StreckenYZ,
ZXundXY), und” MedialdreiecK ist ein Synonymfur ” MittendreiecK.

Z

Fig. 25

DiesemAntimedialdreieckstellenwir einandere®reieckgegeniiberUnd zwarbetrachtemir
denUmkreisdesDreiecksABC unddie TangenterandiesenUmkreisin denEckenA, B undC.
Die Tangenterin B undin C schneidersichin X'; die Tangentern C undin A schneidersichin
Y'; die Tangentenn A undin B schneidersichin Z'.

DassomiterhalteneDreieckX'Y'Z’ heiRtTangentendreieckdesDreiecksABC. Eine
Eigenschaftdie wir sofortsehenist, daldderUmkreisdesDreiecksABCderInkreisdes
Tangentendreiecks'Y'Z’ ist; esist aberVorsichtangeratendenndiesgilt nur fur spitzwinklige
DreieckeABC. FurrechtwinkligeDreieckeABC existiertdasTangentendreiecknichtganZ (zwei
Tangentersindparalle), undfir stumpfwinkligeDreieckeABCist derUmkreisdesAABC ein
AnkreisdesTangentendreiecks
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Xl

Schneidersichdie GeraderAX', BY undCZ in einemPunk®

Ist dasDreieck ABC spitzwinklig, dannist der UmkreisdesAABC derInkreisdesAX'Y'Z'.
Wendenwir dasErgebnisvon 8§15 aufdasDreieckX'Y'Z’ an dannerhaltenwir, daRsichdie
GerademAX', BY undCZ in demGergonnepunktiiesDreiecksX'Y'Z' schneidenWir kénnen
damitschreiben

Satz Ist AX'Y'Z' dasTangentendreiec&inesspitzwinkligenDreiecksABC, dannschneiden
sichdie GerademAX', BY undCZ in einemPunkt undzwarim GergonnepunktlesDreiecks
XYZ.

Ist dasDreieck ABC stumpfwinklig, dannmuf3der BeweisaneinigenOrtengeandertverden
Eswird dannein zu demGergonnepunkinalogePunktfir einenAnkreisgebrauchtJedesmal
ergibtsich daRsichdie GerademAX', BY undCZ in einemPunktschneider{Fig. 27).

Fig. 26
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Fig. 27

Fig. 28
Jetztbetrachterwir eineEckedesAntimedialdreiecks beispielsweisX - unddie
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entsprechendeéckedesTangentendreiecksalsoX'.

Unsinteressieremul3erdendie von B undvon C ausgehendeWinkelhalbierendenes
DreiecksABC, sieschneidersich(bekanntlich) in deminkreismittelpunktO desAABC. Wir
betrachtenetzt denFall einesspitzwinkligenDreiecksABC (Fig. 28).

Als Winkel anParallelenNWechselwinkél gilt A CBX= A ACB, alsoA CBX=y.
Andererseitsst derWinkel A CBX als Sehnentangentenwinkgleich A CAB, d. h. A CBX = a.
Damit haberwir

AXBO+ AX'BO = (ACBX+ ACBO) + (ACBX + A CBO)
= ACBX+ ACBX +2+ ACBO
=y+a+2+ ACBO

=y+a+2e g (WinkelhalbierendB
=y+oa+ =180

Wir habendamitdie BeziehungA XBO+ A X'BO = 180° nachgewieserDochmanerkenntleicht,
daRdieseBeziehungiquivalentst dazy daRRdie GeraderBX undBX zueinandesymmetrisch
beziglichder GeraderBO liegen Dasheif3t Die GeradeBX' ist dasSpiegelbildder GeraderBX an
dervon B ausgehendeWinkelhalbierendenlesDreiecksABC. Analogerhaltman Die GeradeCX
ist dasSpiegelbildder GeraderCX andervon C ausgehendewinkelhalbierendeesDreiecks
ABC.

NachdemSatzvomisogonalerPunkt(821) schneidersichdie Spiegelbildeder GeraderAX,
BXundCXandenentsprechendewinkelhalbierenderesAABC in demzu X isogonalerPunkt(in
bezugaufdasDreieckABC). Darausfolgenzwei Resultate

Hilfsresultat 1: Der PunktX’ ist derzu X isogonalePunkt(in bezugauf dasDreieckABQO).

Hilfsresultat 2: Der PunktX' liegt auf demSpiegelbildder GerademAX andervon A
ausgehendewWinkelhalbierenderesDreiecksABC.

Analogzu Hilfsresultatl kénnenwir zeigen daRderPunktY’ zu Y isogonalist, unddalder
PunktZ' zu Z isogonalist. Damitist gezeigt

Satzvon der Antimedial-Tangentendreiecklsogonalitat: Sind AXYZ dasAntimedialdreieck
undAX'Y'Z" dasTangentendreieckinesbeliebigenDreiecksABC, dannsinddie PunkteX’, Y' und
Z' jeweilszu denPunktenX, Y undZ isogonalin bezugauf dasDreieck ABC.

In Worten JeeineEckedesTangentendreieckst isogonalzu derentsprechendelickedes
Antimedialdreiecks
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X' X

Fig. 29
824. Eine EigenschaftdesTangentendreiecks

In demHilfsresultat2 von §23 habenwir gezeigf dalRderPunktX aufdemSpiegelbildder
GerademAX andervon A ausgehendewinkelhalbierendenlesDreiecksABCliegt. Aber die
GeradeAX st die von A ausgehend8eitenhalbierendéesDreiecksABC (wie wir in 823 gefunden
haben, unddasSpiegelbildeinerSeitenhalbierendan derentsprechendewinkelhalbierenden
heiBtSymmediangsiehe§20). Also liegt X' aufdervon A ausgehende8ymmedian@lesDreiecks
ABC. Entsprechen#tannmaneinsehendaRY’ aufdervon B ausgehende8ymmedianeindZ’ auf
dervon C ausgehendeSymmediandiegt.

Also sinddie GerademAX/, BY undCZ die SymmedianenlesDreiecksABC, undschneiden
sichfolglich in demLemoinepunktdesDreiecksABC. Aber aus§23 wissenwir, daf3sichdie
GerademAX', BY undCZ in demGergonnepunkiesDreiecksX'Y'Z' schneidenFolglich stimmt
derGergonnepunktlesAX'Y'Z’ tibereinmit demLemoinepunkdesAABC. Wir fasserzusammen

Satzvon dem Tangentendreieckund dem Lemoinepunkt: Ist AX'Y'Z' dasTangentendreieck
einesDreiecksABC, dannsinddie GerademAX', BY undCZ die SymmedianenlesDreiecksABC.
Sieschneidersichin demLemoinepunkL desDreiecksABC, welchergleichzeitigder
GergonnepunktlesAX'Y'Z' ist.

KurzgefasstDer LemoinepunkeinesDreiecksist gleichzeitigder Gergonnepunktles
Tangentendreiecks
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X'

Fig. 30
§25. DasHo6henful3punktdreieck
Kommenwir zuriickzu denHohendesDreiecksABCundihrenFul3punkterHa,, Hp undHe.
DasDreieckHaHpHc heiRtHohenfulRpunktdreieakesDreiecksABC.

A

B H,

Rechtgelaufigist die folgendeEigenschatft

Satz Ist dasDreieck ABC spitzwinklig, dannist derHohenschnittpunkit desDreiecksABC
derInkreismittelpunktdesHohenfuRpunktdreieckd,HyHc, unddie EckenA, B undC des
DreiecksABCsinddie AnkreismittelpunktedesHohenfu3punktdreieckd,HpHec.

Beweis WegenA BH,C = 90° und A BH:.C = 90° liegendie PunkteH, undH; aufdem

Fig. 31
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Thaleskreidiberder StreckeBC, unddasViereckBH:H,C ist ein SehnenviereckNachdem
Sehnenviereckssatilt also A BCH, = 180° — A BH:Hp. Doch A BCHy, = A BCA= y und
180° — A BHcHp = A AHcHp, sodaldwir y = A AHcHy, erhalten Genausdindenwir
y = ABHcHa. Damitist A AHcHp = A BHcHa. Alsoist die GeradeAB die
AulRenwinkelhalbierendéesWinkelsHpH:Ha. Nun gilt
A HHHp = 90° — A AHcHp = 90° — A BH:Ha = A HH¢H,. Die GeradeCH ist damitdie
InnenwinkelhalbierenddesWinkelsHyH:Ha. Aus demselberGrundsinddie GeraderBC undCA
die AuRRenwinkelhalbierendeter Winkel Hc.H.H, undHaHpH¢, unddie GeraderAH und BH die
entsprechendelmnenwinkelhalbierenden

Die PunkteH, A, B undC sinddie SchnittpunktedieserWinkelhalbierenderalsoder
Inkreismittelpunkwunddie AnkreismittelpunktedesDreiecksHaHpHc. Damitist der Satzbewiesen

Ist dasDreieck ABC stumpfwinklig dannsinddie PunkteH, A, B undC wiederder
Inkreismittelpunktunddie AnkreismittelpunktedesDreiecksHaHpHc, aberin andereiReihenfolge
(H ist ein Ankreismittelpunkt usw.).

Ein weiteresbemerkenswerteSrgebnisst (Fig. 32):

Satz Ist U derUmkreismittelpunktdesDreiecksABC, dannist AU 1 HyH¢, BU 1+ HcH, und
CU 1 HaHp.

C Fig. 32

Der Beweig(denwir wiedernur fur spitzwinkligeAABC fuhren) ist diesmalganzeinfach(Fig.
33): Laut820 ist A UAC = 90° — B, also A XAH, = 90° — 8, wobeiX derSchnittpunkider
GerademU undHpH¢ ist. Andererseitsst A AHy,H: = 8 (derBeweisist analogzu demvon
A AHcHp = 7), also A AHpX = B. Damitist
A AXHp = 180° — A XAH, — A AHpX = 180° — (90° — B) — B = 180° — 90° = 90°, und
AU 1 HpHc. AnalogzeigtmanBU 1 HcH, undCU 1 HaHp, waszu beweiserwar.
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A

C Fig.33
§26. Der Taylorkreis

Wir untersuchenveiterdie HohenfuRpunktelesDreiecksABC. Féllenwir von jedem
Hoéhenful3punkdie Lote auf die beidenNachbarseiten dieselLote heiRendie Nebenhdhedes
Dreiecks esgibt insgesamsechsdavon-, dannerhaltenwir sechg=ul3punkteDieseFul3punkte
liegenaufeinemKreis, unddieserKreis heil3tTaylorkreisdesDreiecksABC. (SieheFig. 34.)

Esgibt eineMeinung dal3diesesErgebnisschwerzu beweisernist; von dieserMeinungliel3ich
mich sogareinmaldazuverleiten Trigonometrieundhalbvergessenidilfssatzezum Beweis
heranzuholei([9]). SpaterstelltesichherausdalRder Satzziemlichunkompliziertmit Hilfe von
Winkeln ("Winkeljagd') gezeigtwerdenkann

C

Fig. 34

Bezeichnerwir zuerstdie FuBpunkteder Nebenhohel(Fig. 35): Die Ful3punktederLote von
Ha aufdie SeitenCA und AB seienB, bzw. C,; die FuBpunktederLote von Hy, aufdie SeitenAB
undBC seienCy, bzw. Ap; die FuBpunktederLote von H. aufdie SeitenBC und CA seienA¢ bzw.



Darij Grinberg Uber einige Satzeund Aufgaben., Seite35von 38

Bec.

Wir habemachzuweiserdalRdie PunkteBa, Ca, Cph, Ab, Ac undB. aufeinemKreisliegen

Im rechtwinkligenDreieckABaHa ist A AHaBa = 90° — A HaAB, = 90° — A H,AC, undim
rechtwinkligenDreieckAH,C ist A ACH; = 90° — A H,AC. Daherist A AH;Bs = A ACHa, also
AAHB, = 7.

WegenA ABsHa = 90° und A AC3Ha = 90° liegendie PunkteB, und C, aufdemThaleskreis
Uberder StreckeAH,. Also ist ACaHaBa ein Sehnenviereckund der Umfangswinkelsatergibt
A AC;Ba = AAH.B,, alsoA AC:Ba = 7.

In 825 habenwir festgestelltdaly = A AHcHy, ist; genausdindenwir @ = A BHaH:. Wegen
A HCaHa = 90° und A HcAHL = 90° liegendie PunkteC, undAc aufdemThaleskreidiberder
StreckeH:Ha; alsoist H.CaA:Ha ein Sehnenvierecglkundesfolgt
A ACaH: = 180° — A AcHaH: = 180° — A BHaH: = 180° — a. Also ist

A_AcCaBa = A_AcCaHC - A_ACaBa = (1800 - a) - 7 = ﬂ

Dochgenauspwie wir A AcCaH: = 180° — a errechnehaben kdnnenwir
A BaApHa = 180° — B finden d. h., wir habenA BaAbAc = 180° — . Damitist

A_AccaBa + A_BaAbAC = ﬂ + (1800 - ﬂ) = 1800.

Alsoist AcCaBaAp ein Sehnenviereckunddie PunkteAy, Ac, Ba undC, liegenaufeinemKreis.

Analogliegendie PunkteB., Ba, Cp undAy, aufeinemKreis.

Wir musserjetzt zeigen daflauchdie PunkteA,, Ac, Bc undB, aufeinemKreisliegen (Das
gehtnicht mehranalod) Habenwir dasersteinmalgezeigt dannmiisserunseredreiKreise
zusamenfallerundalle sechsPunkteB,, Ca, Cpb, Ab, Ac UndBc liegenaufeinemKreis.

EsbleibtunsalsoderBeweis dalRdie PunkteAy, Ac, Bc undB, aufeinemKreisliegen

Genauspwie wir A AC;Ba = y gezeigthabenbekommerwir A CB:A: = 8, also
A BaBcAc = B. Andererseitsst A BaApbAc: = 180° — B, wie wir vorhin eingesehehaben Also ist

A_BchAC + A_BaAbAc = ﬂ + (1800 - ﬂ) = 1800,

und ApAcB¢Bas ist ein Sehnenvierecld. h. die PunkteA,, Ac, B undB, liegenaufeinemKreis,
waszu beweiserwar.

[Bemerkerwir Gibrigensdal3B.Cy, || BC, CaAc || CAundApBa || ABist. In derTatist
A ACaHc = 180° — a, oder A A:C,A = 180° — A C,AC, worausC,A. | CAfolgt, undanalog
ergibtsichB:Cy | BCundApB; || AB]
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Fig. 35
§27. Eine Aufgabe von Fred Lang

Wir habengeraddlie elementarertigenschafterron Hohenful3punktdreieckdmesprochen
Damitist abernichteinmalderKreis jenerSatzeerschopft die mit minimalemAufwand
(Winkeljagd Umfangswinkel&hnlicheDreiecke bestatigiverdenkdnnen Sowurdedie folgende
Aufgabeerst2000 von FredLanggestellt(Fig. 36):

Gegeberseiein DreieckABC. Die Mittelsenkrechtaler SeiteBC schneideCAin Y, undABIn
Z,. Die Mittelsenkrechtaler SeiteCA schneideBC in X, undAB in Z,. Man beweisedalRdie
PunkteYa, Za, Xp undZ, aufeinemKreisliegen

Fig. 36

Die Losungist wiedereinfach(Fig. 37). SeienA’ undB’ die Mittelpunkteder SeitenBC bzw.
CAundU derSchnittpunktderMittelsenkrechtend. h. derUmkreismittelpunkdesDreiecksABC.
Wir habendannA . UZ,Z, = AA'Z,B = 90° - A Z,BA = 90° — A ABC= 90° - 8.
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Andererseitgilt A YaA'Xp = 90° und A Y.B'Z, = 90°; folglich liegendie PunkteA’ undB’ auf
demThaleskreidiberder StreckeYa.Xp, unddasViereck YaB'A'X; ist ein SehnenviereckNach
demUmfangswinkelsatgilt also A B'X,Ya = AB'A’'Y, = 90° — A B'A'C. WegenA'B' || ABist
AB'A'C= AABC= B, also AB'XpY, = 90° - B.

Nun habenwir

AZbZaYa+ A ZpXoYa = (180° — AUZaZb) + A B'XpYa
— (180° — (90° — B)) + (90° — B) = 180°.

Also ist Z,YaXpZp ein Sehnenviereckunddie PunkteYa, Za, Xp undZy liegenaufeinemKreis,

Fig. 37
§28. SchlulZbemerkung

Die Satze die wir hier besprocheabensindnur ein kleiner Teil der Dreiecksgeometrie
Vielesist in alterenFachbilichernergrabenpaberauchim Internetfindet manDreiecksgeometrie
Man gebez. B. in einerSuchmaschindie Begriffe ” Gergonnepoint’, "Nagelpoint’, "Emile
Michel HyacintheLemoiné€, " Clark Kimberling’, ” TriangleCenter$ oder” TriangleGeometry
ein. Nicht seltenfindet manAufgabenausder Dreiecksgeometrign demBundeswettbewerb
MathematikDeutschlandich erw&hnenatirlichauchdie bekanntesteelementareBicheruber
Dreiecksgeometrig1] - [4]).
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