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2 Ubergangsmatrizen

1  Formulieren Sie eine Spielregel fiir das Spiel in Fig. 1, zu der das Prozessdiagramm in
Fig. 2 passt.

Spielstein Ziel

> @
>®<-
6@

Fig. 1 Fig. 2
Man kann die Berechnung von Zustandsverteilungen bei MARKOFF-Ketten sehr einfach mit den
Mitteln der linearen Algebra beschreiben. Dies soll an der durch Fig. 2 beschriebenen MARKOFE-
Kette verdeutlicht werden.

Wenn die Zustinde Z,, Z,, Z,, Z, in Fig. 2 bei einer Beobachtung die Wahrscheinlichkeiten v,
V,, V3, V, besitzen, so bestimmt man die Zustandsverteilung bei der néchsten Beobachtung wie
in Fig. 3. Schreibt man beide Verteilungen als Spaltenvektoren V' und v und notiert die Koef-
fizienten aus Fig. 3 in einer Matrix U, so kann man die Berechnung aus Fig. 3 wie in Fig. 4
schreiben.

r_ 1 00 Lo
= 1y
Vi 4"3 \% . 0 A
) 111
vi =Ly, 41y, + 1y, vil=|® F s | va
4 4 4 v 2 190 \%
¢ =l on il o i % T )
== = — 1 1 1
V3 =5Vt Vat+ Vs \Z AR Vy
’ 1 1 1 —— —_—
=1 1 1
V=gVt gVt Vit ~ b ~
Vv v

Fig. 3 Fig. 4
Ausgehend von der Startverteilung vy mit v, =1, v, =v;=v,=0 kann man mithilfe von U
alle Zustandsverteilungen wie in Fig. 5 in der Form Vv, =U-V,, v, =U-V/, ... bestimmen.
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Fig. 5

Definition: Unter der Ubergangsmatrix U einer Markoff-Kette versteht man die Matrix, bei
der in der i-ten Zeile und k-ten Spalte jeweils die Wahrscheinlichkeit uy, fiir den Ubergang
vom Zustand k in den Zustand i steht (siehe Fig. 6).

Rechenregel: IstV eine Zustandsverteilung bei einer Beobachtung, soist V' =U-V die Zu-
standsverteilung bei der néchsten Beobachtung.

Aus der Definition ergeben sich drei Eigenschaften der Ubergangsmatrix.

Ubergangsmatrizen

Zur Erinnerung:
,-Matrix mal Vektor*:

Al dipst L d e
a; ap ... ay
g Ay ee Ay

,Matrix mal Matrix‘:

a5 app ... Ay
4 Ay ... ).
Ay Ay .o Ay

1. U ist stets quadratisch.

2. In der k-ten Spalte stehen die Wahrschein-
lichkeiten, mit denen man vom k-ten Zustand
aus die tibrigen Zustinde erreicht.

3. Die Spaltensummen von U haben den
Wert 1.

X+ ap- Xy ..+ Qe X

: Beispiel 1: (Ubergangsmatrix aufstellen)
by Eine MARKOFF-Kette wird durch folgendes
Prozessdiagramm beschrieben:

81Dy +ap by + ... + 2 by

i O G TGl e C

Fig. 1
Als Startzustand wird 1 gewihlt.

a) Geben Sie die Ubergangsmatrix U an. b) Bestimmen Sie die Zustandsverteilung V.

Losung:
020 070 1\ (02 025
_[03 040 o - ol _lo03| - — o018
AU=030 0 o BYVi=U:|g|=lg3} V2=UVi= 0,06
02 0,6 03 1 o/ lo2 0,51

Beispiel 2: (Produkt von Ubergangsmatrizen)
Ein Kunde wechselt beim Einkauf zwischen
den Supermirkten AKauf, BKauf und CKauf
mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten in
Fig. 2.

Er hat gerade bei BKauf eingekauft.

a) Stellen Sie die Ubergangsmatrix U fiir

den néchsten Einkauf auf und berechnen Sie
damit die Zustandsverteilungen v, beim
néchsten und vV, beim iibernichsten Einkauf.
b) Bestimmen Sie die Matrix U2=U-U und
rechnen Sie nach, dass v, =U?-V, gilt.

Losung: Fig.2
0,7 0,3 0,2 0 0,3 0,41
) U={02 0,6 03|, Vo=[1|, ¥,=U-5=|06|, V,=U-V,=045].
0,1 0,1 0,5 0 0,1 0,14
0,7 0,3 0,2\ (0,7 0,3 0,2 0,57 0,41 0,33 0,57 0,41 0,33\ /0 0,41
b) U?2={02 0,6 0,3|-[0,2 0,6 0,3|=[0,29 0,45 0,37 , U2:¥,=0,29 0,45 037 |-|1|=]045]|.
0,1 0,1 0,5/ \0,1 0,1 0,5 0,14 0,14 0,30 0,14 0,14 0,30/ \0 0,14
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1gsmatrizen

Aufgaben

2 Beidem Spiel in Fig. 1 fingt man auf Platz 1 an und hort nach dem Erreichen von Platz 4

auf.

a) Zeichnen Sie ein Prozessdiagramm und stellen Sie die Ubergangsmatrix fiir das Spiel auf.
b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten fiir die Plitze 1, 2, 3 und 4 nach drei Drehungen.

Ziel

N | W B

Start 1

3 Fig. 2 beschreibt, wie ein schusseliger
Wohnungsbesitzer an der Haustiir in seinem
Schliisselbund mit fiinf gleich aussehenden
Schliisseln herumwiihlt und probiert, ob er
aufschlieffen kann.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit reichen
hochstens drei Versuche, wenn er als ersten
Schliissel den in Fig. 2 mit Nummer 2 be-
zeichneten erwischt?

4  Bei der in Fig. 3 beschriebenen MAR-
KorF-Kette wird Z, als Anfangszustand
gewdhlt.

Stellen Sie die Ubergangsmatrix U auf und
bestimmen Sie damit die Zustandsverteilung
fiir die vierte folgende Beobachtung.

5  Ein System ist nach jeder Minute in
einem der Zustinde @, @, @ oder @. Fig. 4
zeigt die zugehorige Ubergangsmatrix U.

a) Zeichnen Sie ein Prozessdiagramm, das die
MARKOFF-Kette beschreibt.

b) Am Anfang ist das System in Zustand @.
Berechnen Sie die Zustandsverteilung nach
zwei Minuten.

¢) Bestimmen Sie die Ubergangsmatrix fiir
Beobachtungen in 2-Minuten-Absténden.

6  Ein System besitzt die Ubergangsmatrix
U in Fig. 5 fiir Beobachtungen in Minutenab-
stinden. Bestimmen Sie die Ubergangsmatri-
zen fiir Beobachtungen im Abstand von

a) 2 Minuten, b) 3 Minuten, c) 4 Minuten.

Regeln:
1. Je Spieldurchgang 1x drehen.

2. Um gezeigte Zahl weiterriicken,
wenn diese klein genug ist.

3. Sitzen bleiben, wenn die gezeig-
te Zahl zu grof ist.

Fig. 1

Fig. 2
04 0.5
fowsd
0,5 0,6
Fig. 3
i1 30
u=|s 020
1100
1 1 1
111y
e Fig. 4
0.1 05 03
U=[04 0 04
0.5 05 03
Fig. 5

.

MARKOFF-Ketten heiflen
absorbierend, wenn sie
mindestens einen absorbie-
renden Zustand besitzen
und jeder absorbierende
Zustand von jedem inneren
Zustand aus erreichbar ist.

o
G

Fig. 1

Ein Excel-Arbeitsblatt mit
dem Namen iteration.xls
kann bei www.klett-ver-
lag.de heruntergeladen
werden.

3 Absorptionswahrscheinlichkeiten

1  Jasmin und Sascha werfen einen Chip mit den Ziffern 0 auf der Vorderseite und 1 auf der
Riickseite. Jasmin gewinnt, wenn das Muster 010 zuerst kommt, Sascha gewinnt bei 111.

a) Wie schitzen Sie die Gewinnchancen von Jasmin und Sascha ein?

b) Uberpriifen Sie Thre Vermutung experimentell.

Bei MARKOFF-Ketten mit mehreren moglichen Endzustédnden interessiert man sich fiir die Wahr-
scheinlichkeiten, bestimmte Endzustidnde zu erreichen. Die Endzustinde nennt man absorbie-
rend, die anderen Zustidnde heiflen innere Zustinde. Wie man die Wahrscheinlichkeiten berech-
net, mit denen man irgendwann einen absorbierenden Zustand erreicht, wird an einem Spiel ver-
deutlicht.

Bei einem Gliicksspiel setzt man einen Betrag. Dann wird eine Miinze geworfen. Der eingesetz-
te Betrag verdoppelt sich, wenn ,,Zahl* fillt, bei ,,Wappen* ist er verloren.

Ein Spieler hat einen Euro und braucht drei Euro. Er setzt den Euro. Mit Wahrscheinlichkeit %
verliert er ihn und das Spiel ist zu Ende. Ansonsten hat er 2<€, von denen er wieder einen setzt.
Bei ,,Gewinn“ hat er sein Ziel erreicht, andernfalls beginnt er mit 1€ von vorne...

Prozessdiagramm: Verteilungsiibergang:
0,5 0,5
v\ {0050 0 0\ [v
v | |05 0050 0} v
vi|=[0050 0 0w
vil- 10 0051 0} |v
vl 105 05000 1) Ay

Ve 6]

Fig. 2 Fig. 3
Z4(4€) und Zs(0<€) sind die absorbierenden, Z, (1€), Z,(2€) und Z,(3€) die inneren Zustinde.

Néherungsverfahren (Iteration):

Um eine Vermutung iiber die Gewinnwahrscheinlichkeit zu bekommen, kann man sich die Ent-
wicklung der Zustandsverteilungen ansehen.

Da der Spieler im Zustand Z, beginnt, ist vy mit v, =1, v, =v;=v,=0 die Startverteilung.
Mithilfe von Fig. 3 erhdlt man nacheinander die folgenden Verteilungen v, V5, ...:

1 0,5 0,25 0 0,0004 ...
0 0 0 0,25 0,0000...
Vo=|0|, Vi=| 0| ¥,=[025| Vy=| O | ..., Vy=|0,0004...
0 0 0 0,125 0,2495...
0 0,5 0,5 0,625 0,7495...

Dies legt die Vermutung nahe, dass der Spieler mit der Wahrscheinlichkeit 0,75 seinen Euro ver-
liert und mit der Wahrscheinlichkeit 0,25 die 4€ erreicht.

Gleichungs-Verfahren (Mittelwertsregel):
Man fiigt im Prozessdiagramm zusitzliche Pfeile von allen inneren Zustidnden zum absorbieren-
den Zustand Z, (Gewinn) ein. An jedem Pfeil wird ein Name fiir die Wahrscheinlichkeit einge-

. tragen, ,irgendwann® zu gewinnen, wenn man am Pfeilanfang startet.
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ptionswahrscheinlichkeiten

cung: Wenn in Pro-
orammen ,, Kreis-
der Schleifen bei
Zustdnden vor-

1, kann es beliebig
ege bis zu einem
and geben. Da die
aller Pfadwahr-
chkeiten in solchen
mmer als Grenz-
stiert, darf man die
eln auch auf die
feile in Fig. 1 an-

er* mit Weglassen
[summanden:
absorbierenden
F-Kette ist die Ab-
swahrscheinlich-
s inneren Zustands
em gewichteten

er Absorptions-
einlichkeiten
nmittelbaren Nach-

in wieder mit dem
latt Iteration.xls
em CAS gearbeitet

In Fig. 1 sind a,, a,, a; die Wahrscheinlichkei-
ten, von den einzelnen Zustdnden aus irgend-
wann zu gewinnen. Man bestimmt a,, a,, a3
durch Losen des folgenden LGS:

a= 054 ()
a = 0,5 al + 0,5 33 (2)
a5 = 0,5a, +0,5 3)

s, D
s 3=,

Es ergeben sich a; = "

az=

1 1

4 2
Fig. 1

Dem LGS liegt eine ,,Mittelwertsregel“ zu Grunde, die an Gleichung (2) erldutert werden soll:

Will man von Z, aus gewinnen, so schafft man das jeweils mit der Wahrscheinlichkeit 0,5 auf

dem Weg iiber Z; oder Z,.

Von diesen Zustidnden aus gewinnt man mit den Wahrscheinlichkeiten a, bzw. a;.

Also ist nach der Pfadregel a, gleich dem mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten u,, = 0,5

und uz; = 0,5 ,,gewichteten* Mittelwert der Gewinnwahrscheinlichkeiten a; und a;. Nichts

Anderes besagt Gleichung (2).

Die Gleichungen (1) und (3) begriindet man analog.

Allgemein gilt:

1. Mittelwertsregel: Gegeben ist eine absorbierende Markoff-Kette mit n Zustéinden Z, bis
Z, und der Ubergangsmatrix U. Ist Z, ein absorbierender Zustand, so ist die zugehdrige Ab-

sorptionswahrscheinlichkeit a; jedes inneren Zustands Z; gleich a;-uj; + a,-uy + ... + a,-uy.
Dabei ist a, =1 zu setzen. Fiir von Z, verschiedene absorbierende Zusitze Z, ist a,=0 zu

setzen.

Beispiel:

Fig. 2 zeigt das Prozessdiagramm einer absor-
bierenden MARKOFF-Kette. Notieren Sie die
Ubergangsmatrix U und bestimmen Sie die
Absorptionswahrscheinlichkeiten a; (Absorp-
tion in Z,) und b; (Absorption in Zs) fiir den
Start in Z,

mit dem Iterationsverfahren

b) mit der 1. Mittelwertsregel.

Losung:
0104 0 0 O
3 0 04050 0
Ubergangsmatrix: U=({05 0 0 0 0
04 0051 O
0020 0 1
a) Folge der Zustandsverteilungen:
1 0,1 0,01 0,101
0 0 0,25 0,125
Vo=[0], V,=[05| ¥,=|005| ¥,=[0,005|
0 0,4 0,69 0,710 s
0 0 0 0,050 0,113...

Also: a, = 0,886 und as=0,114.

Absorptionswahrscheinlichkeiten

Die Werte in a) fiir a; und

b, sind also nur Néiherun-
1

gen!

b)

Gleichungen nach der 1. Mittelwertsregel: LGS in Standardform:
a;=0,1la;+ 0-a,+0,5a;+0,4-1 0,94, -0,52;=0,4
a,=042a,+04a, -0,4a+ 0,6a, =0
a;= 0-23;,+0,5a, +0,5-1 -0,5a, + a;=0,5
b, =0,1b,+ 0-b,+0,5b; 0,9b, -0,5b;=0
b, =0,4b, +0,4b, +0,2-1 -0,4b;+ 0,6b, =0,2
b;= 0:b;+0,5b, -0,5b, + b;=0

Losungen sind a1=%, a,=13 2,=35 ynd b=, b,=2, by=2.

Aufgaben

2 Beieinem Spiel setzt man 1€ und darf einen Spielwiirfel werfen. Bei den Augenzahlen 1
und 2 erhélt man 2€ dazu, ansonsten ist der Einsatz weg. Lésst man den Betrag stehen, so erhalt
man bei einer gewiirfelten 1 oder 2 wieder nur 2<€ dazu und muss aufhdren. Ansonsten fillt man
auf seinen Starteinsatz zurtick und kann weitermachen (Fig. 1).

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit nur 1€ Anfangseinsatz 5<€ zu erreichen.

3
s

Fig. 1 Fig. 2
3 Das Gliicksrad aus Fig. 3 wird so lange gedreht, bis das erste Mal zwei Einsen (,,11°) oder
zwei Nullen (,,00°) hintereinander aufgetreten sind. Fig. 2 zeigt das Prozessdiagramm.
Geben Sie die Ubergangsmatrix der MARKOFF-Kette an und bestimmen Sie die Absorptions-
wahrscheinlichkeiten a; und b, beziiglich Z, und Z
mit dem Iterationsverfahren b) mit der 1. Mittelwertsregel.

4 Beidem Spiel ,,Die bose 3* wird reihum gewiirfelt und jeder fingt mit O Punkten an. Ist
man an der Reihe, so kann man so lange wiirfeln, wie dabei keine 3 fillt. Fiir jede 6 werden
sechs Punkte gut geschrieben, die man beim Weiterwiirfeln stehen lassen muss und nur bei
rechtzeitigem Aufhoren erhilt. Bei 1, 2, 4 und 5 #ndert sich der Punktestand nicht, bei einer 3
verfillt jedoch das Punktekonto und der Nichste erhilt den Wiirfel.

Ein Spieler hat herausgefunden, dass man spitestens beim Punktestand 12 aufhéren sollte und hilt
sich daran (Fig. 4). Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, von S aus 12 Punkte zu erreichen.

5  Ein Teilchen startet in Fig. 5 von der 11112 (13|14 |15
Quadratzelle O aus. Es wechselt jede Minute wli1]213!16
zufillig von seiner jeweiligen Zelle in eine der
Nachbarzellen. Wenn es eine der roten Rand- ' .

. . . . Zellen, die nur an einer
zellen reicht, wird es absorbiert. Bestimmen 247 |6 |5 |18 Ecke zusammenstoBen
Sie die Wahrscheinlichkeiten, mit denen das 23122 | 21 |20 | 19| eelten nicht als benach-

Teilchen in 15 bzw. in 16 absorbiert wird. bart.
Fig. 5

9118|0417
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Spiellangen bei 100 Versuchswiederholungen

4 Mittlere Wartezeiten

1 Bilden Sie Zweierteams. Lassen Sie
jedes Team folgenden Versuch 5-mal durch-

fithren und fassen Sie alle Resultate in einer

— Grafik wie in Fig. 1 zusammen:

Ein Wiirfel wird so lange geworfen, bis zum

] T e ersten Mal alle Augenzahlen von 1 bis 6 auf-

="

8 9 10

It sich bei der
Schrittzahl m; um
nannten Erwar-
't der Schrittzahl
bis zum Rand. Zu
egriff vgl. S. 26.

—@
3

1

n

43 8 4 B 18 7 18 8 o5z om g Boweten §1nd. Notiert wird die Anzahl der
benétigte Wilrfe je Versuch dazu nétigen Wiirfe.

Fig. 1
Bei absorbierenden MARKOFF-Ketten interessiert neben den schon behandelten Absorptions-
wahrscheinlichkeiten auch die ,,mittlere Schrittzahl“ m; auf dem Weg von einem inneren Zu-
stand Z; bis zur Absorption.
Man nennt m; eine mittlere Wartezeit und bezeichnet die Menge aller absorbierenden Zustéinde
als den Rand der MAaRKOFF-Kette. Folgende Situation zeigt, wie man mittlere Wartezeiten be-
stimmt:

Fiir die absorbierende MARKOFF-Kette in Fig. 2 ist m; die mittlere Schrittzahl von @ bis zum
Rand und m, die mittlere Schrittzahl von @ bis zum Rand. Da man in rund der Hilfte aller Fille
direkt von @ aus zum Rand kommt und in der anderen Hilfte iiber @ zum Rand kommt, ist die
mittlere Schrittzahl m, von @ aus gleich %- 1+ % (1+my)=1+ %mz. Entsprechend ergibt sich fiir
die mittlere Schrittzahl m, von @ aus zum Rand die Gleichung m, = i 1+ %(1 +m)=1+ %ml.

Also sind die mittleren Wartezeiten m; = %0 und m, = %

Diese Argumentation ist auf alle absorbierenden MARKOFF-Ketten tibertragbar und es gilt:

Satz (2. Mittelwertsregel): In einer absorbierenden MARKOFF-Kette mit n Zustinden und
der Ubergangsmatrix U gilt fiir die mittlere Wartezeit m; in Schritten von einem inneren
Zustand Z; bis zur Absorption im Rand: m; =1 + my-ug; + my-uy; + ... + my - u,;.

Dabei ist m =0 fiir alle absorbierenden Zustédnde Z, zu setzen.

Beispiel:

Eine MARKOFF-Kette wird durch das Prozessdiagramm in Fig. 3 beschrieben. Berechnen Sie die
mittleren Wartezeiten m; und m, bis zur Absorption fiir die Zustinde @ und @. Zeichnen Sie
dazu das Prozessdiagramm mit mittleren Wartezeiten an Stelle der Zustandsbezeichnungen.
Losung:
Prozessdiagramm: In Fig. 4 liefert die 2. Mittelwertsregel:
m=1+04-m;+0,3-m,
m,=1+0,3m; +0,7-m,

LGS:
0,6m1 = 0,3 m2 = 1
—0,3 ml + 0,3 mz = 1

Daraus ergeben sich m; = % und m, = 10.

Mittlere Wartezeiten

Hinweis zu Aufgabe 7:
Zellen, die nur an einer

" Ecke zusammenstofien, gel-

ten nicht als benachbart!

Aufgaben

2 Das Prozessdiagramm in Fig. 1 beschreibt eine MARKOFF-Kette. Bestimmen Sie mithilfe
der zweiten Mittelwertsregel die mittlere Wartezeiten m, und m, bis zur Absorption beim Start
im Zustand @ bzw. @. Zeichnen Sie dazu das Prozessdiagramm mit mittleren Wartezeiten an
Stelle der Zustandsbezeichnungen.

3  Eine Markorr-Kette besitzt die Uber-

. R . 0 0402 00
gangsmatrix U in Fig. 2 fiir die Zusténde Z, 04 03 04 0 0
bis Zs. U=|020,103 00
a) Zeichnen Sie ein Prozessdiagramm. 04 0 0 10
b) Bestimmen Sie mit der 2. Mittelwertsregel 00201 01
die mittleren Wartezeiten m; bis m;. Fig. 2

4  Beieinem Computerspiel gibt es die Zu-  Start
stande (,,Spielstufen) 1 bis 7, die man nur
nacheinander erreichen kann. Nehmen Sie an,
dass Neulinge auf der ersten Spielstufe begin-
nen und die Ubergangswahrscheinlichkeiten
in Fig. 3 fiir die Stufen besitzen. Wie viele
Spiele benotigt ein Neuling durchschnittlich
bis zum Erreichen der letzten Stufe? Fig. 3

E Zu dem Spiel in Aufgabe 1 gibt es ein Excel-Arbeitsblatt mit dem Namen vollstindige-
serie.xls, mit dem sich die Verteilung der Spieldauer beim Wiirfeln bis zum ersten Auftreten
aller sechs Augenzahlen bestimmen l&sst.

a) Laden Sie das Arbeitsblatt und lesen Sie in der Excel-Hilfe nach, wie man Matrizen in Excel
multipliziert. Priifen Sie nach, dass in den Zellen E14 bis AI19 die Spieldauerverteilungen bei
maximal 1, 2, 3, ..., 31 Wiirfen bestimmt werden.

b) Wie grof ist die erwartete Spieldauer bei dem Spiel mindestens?

¢) Ubertragen Sie die Ubergangsmatrix ins Heft und bestimmen Sie die mittlere Spieldauer
mithilfe der 2. Mittelwertsregel.

6  (Irrfahrt auf dem Tetraedernetz) 0

Ein Teilchen startet auf dem Netz in Fig. 4

von 1 aus und braucht von einem Knoten zum e
ndchsten immer 1 Minute. An jedem Knoten °

wihlt es zufillig die ndchste Richtung (auch

riickwirts!), in 4 wird es absorbiert.

Bestimmen Sie die mittlere Zeitdauer m, vom a

Start des Teilchens bis zu seiner Absorption.
Fig. 4

7  (Irrfahrt im Quadratgitter)

Ein Teilchen startet in Fig. 5 von der Quadrat-
zelle 1 aus und wechselt jede Minute zufillig 24912 |3 |14
von der letzten Zelle in eine der Nachbarzel-
len. Wenn es eine der roten Randzellen er-
reicht, wird es absorbiert. 228 7 | 6.| 5 |Ni6
Bestimmen Sie die mittlere Lebensdauer vom
Start des Teilchens bis zu seiner Absorption.

2581 10 | 11 | 12 [¥8

288 8 | 1 | 4 [@s

2181 20 | 19| 18 |SiEz

Fig. 5
117



orbierenden Zu-
erhalten die héochs-
1mern, damit die
rigen Zeilen in der
ngsmatrix ,,unten “

imsponiert eine
indem man die
ls Spalten schreibt.

Bl O #lw

i

SNTITY_MATRIX (3)-Q)~!

o

(=

RIL N Rw

Fig. 3

5 Wenn MARKOFF den Computer nutzt —
die Fundamentalmatrix

1  Aufeinem Tisch liegen vier Miinzen, von denen eine ,,Wappen* zeigt. Jede Sekunde wird
eine Miinze zufillig gew#hlt und gewendet. Formulieren Sie eine Aufgabenstellung zu diesem
Experiment, die zu dem Prozessdiagramm aus Fig. 1 passt.

Wenn man bei absorbierenden MARKOFF-Ketten die Gleichungssysteme zur Berechnung von
mittleren Wartezeiten und Absorptionswahrscheinlichkeiten in Matrizenform schreibt, er6ffnen
sich tiberraschende Zusammenhiinge mit der Ubergangsmatrix. Dariiber hinaus lassen sich
aufwindige Berechnungen mit Tabellenkalkulation oder CAS automatisieren.

Das soll anhand des Prozessdiagramms aus Fig. 1 erldutert werden.

Prozessdiagramm: Ubergangsmatrix:

von Z,7Z,723747Zs nach

Gewinn i 0 0\ Z
20 200\|2
Verlust U={0 5 00 0]Z
00 % 1 0| Z
1000 1/ Zs

Fig. 1 Fig.2

Absorptionswahrscheinlichkeiten (Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeiten)

Fiir die Wahrscheinlichkeiten g, ... , g5, von den inneren Zusténden Z, ... Z; aus im Zustand Z,
(,,Gewinn“) absorbiert zu werden, also zu gewinnen, gilt nach der 1. Mittelwertsregel:

in Kurzform

Lineares Gleichungssystem in Matrizenschreibweise

3
g1 = 18 g 0 20\ /g 0
={1 0 1) +(0 — P
B=38  t38 2= Do £=Qg+3
2 2 0o 20 1 g
3 1 g3 3 5] 4
8= T & +a - =~
g Q g g

Dabei wurden die ,,Gewinnwahrscheinlichkeiten* g;, g,, g5 in einem ,,Gewinnvektor* g zusam-

mengefasst. Man erkennt, dass in dem LGS Teile der Ubergangsmatrix auftreten:

— Die Matrix Q ist der transponierte (,,gespiegelte*) Teil der Ubergangsmatrix, die zu den inne-
ren Zustdnden gehort (blau unterlegt).

— Der Vektor @, ist der transponierte Teil der Ubergangsmatrix, der die Absorption im Gewinn-
zustand beschreibt (in der Matrix U rot unterlegt).
Man bezeichnet ihn daher kurz als Absorptionsvektor.

Die Losung des LGS erhilt man in vektorieller Schreibweise wie folgt:

g2=Q-g+7d,, also (E-Q)-g=1, bzw. g=(E-Q)! 7,.

Dabei ist E die ,,passende’ Einheitsmatrix.

Die Matrix F:=(E-Q)~! heit Fundamentalmatrix der absorbierenden MARKOFF-Kette.
Wie man dieses LGS mit DERIVE 16st, zeigt Fig. 3.

Man gewinnt von Zustand 1 aus mit der Wahrscheinlichkeit g, = %, vom Zustand 2 aus mit
2= % und vom Zustand 3 aus mit g; = %

Wenn MARKOFF den Computer nutzt — die Fundamentalmatrix

1
ems: =| 1
1
m: = F-eins
7
m:=|8
7

Fig. 1

Vektorbefehle:

— Markiere den gesamten
Bereich, in dem die Ergeb-
nismatrix stehen soll.

— Tippe den Vektorbefehl
ohne geschweifte Klam-
mern ein.

— Driicke zum Abschluss
die Tastenkombination
,,Strg Shift Return*“.
Dadurch werden die Klam-
mern erzeugt und die
Ergebnismatrix wird be-
rechnet.

6 9.0

Gegeben ist eine absorbierende MARKOFF-Kette. Die Wahrscheinlichkeiten, dass man von den
inneren Zustinden aus in einem bestimmten absorbierenden Zustand G endet, erhilt man,
indem man den zugehorigen Absorptionsvektor @, mit der Fundamentalmatrix F multipliziert.

Mittlere Wartezeit

Fiir die mittleren Wartezeiten my, ..., ms, von den inneren Zustdnden Z,, ..., Z5 aus irgendwann
einmal (bei G oder V) absorbiert zu werden, gilt nach der zweiten Mittelwertregel (S. 118):

in Kurzform

Lineares Gleichungssystem in Matrizenschreibweise

m, = %-mz +1 my 0 20\ /m 1
m =41 0 L (my|+]1 =
1 1 2 2 e=e s e
my =~ 10y +5-m3+1 m, (2) 3 (2) m, 1 m=Q-m+1
4
m; = 2.my +1 — ——

m Q m 1

Auch hier werden die mittleren Wartezeiten m,, m,, ms zu einem Vektor m zusammengefasst.
T ist der Vektor mit so vielen Einsen, wie es innere Zustinde gibt.

Man 16st die Gleichung nach m’ auf und erhilt m = (E — Q)~! .

Die mittleren Wartezeiten sind damit die Zeilensummen der Fundamentalmatrix.

Im genannten Beispiel benotigt man beispielsweise vom Zustand Z,; aus im Mittel 7 Schritte bis
zur Absorption in einem der Zustdnde Gewinn oder Verlust (vgl. Fig. 1).

Gegeben ist eine absorbierende MARKOFF-Kette. Die zu den inneren Zustinden gehdrenden
mittleren Wartezeiten bis zur Absorption sind die Zeilensummen der Fundamentalmatrix.

@ von wwiwzw|zzz|  Beispiel: (Matrizenberechnungen in Excel —
U |Z1]|Z2|23|74]|25|26| Z7 |Za|  drej absorbierende Zustinde)
n TR O O | O Eine Miinze wird so lange geworfen, bis
a [z2/050 0 0 0{0] 0 |0 . i
v 130505 0 0 o[o] 0 [0 eines der Muster WW (A gewinnt),
h |z4|0 005 005 0] 0 |0 WZW (B gewinnt) oder ZZZ (C gewinnt)
z5/0 0050 0[0]| 0|0 erscheint.
ww[z6/0 05 0 05 0[ 1] 0 |0 a) Berechnen Sie die zugehorigen Gewinn-
WZW| 77 |[SORSORSOROIR0R 0 | 1 | O wahrscheinlichkeiten.
Z2Z 2o e Dg| 0 | 0 | 1 b) Wie lange dauert das Spiel im Mittel?
Fig. 2 Fig. 3
Losung:

a) Mithilfe des Vektorbefehls {=MTRANS(...)} transponiert man den blau unterlegten Teil der
Ubergangsmatrix, der zu den inneren Zustinden Z, ... Zs gehort. Man erhilt die Matrix Q, die
man von der Einheitsmatrix subtrahiert. Auf die Differenz E — Q wendet man den Vektorbefehl
{=MINV(...)} zur Matrizeninversion an. Es entsteht die Fundamentalmatrix F. Durch Transpo-
nieren der rot unterlegten Teile der Ubergangsmatrix entstehen die Absorptionsvektoren Zyy,
awzw» dzzz, die man auch als Spalten einer ,,Absorptionsmatrix“ A deuten kann. Mithilfe des
Vektorbefehls {=MMULITY(...;...)} ergeben sich Vektoren gww, Ewzw, 2zzz der gesuchten Ge-
winnwahrscheinlichkeiten.

b) Man addiert die Eintrdge der Fundamentalmatrix zeilenweise und erhilt den Vektor m' der
mittleren Spieldauern (siehe S. 120).
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MARKOFF den Computer nutzt — die Fundamentalmatrix

en die Fragestel-
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Labyrinth. Die
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rhalten einer

nn durch einen
F-Prozess model-
den.“ Eine Ratte,
ine Verzweigung
entscheidet sich

h mit unverdanderli-
hrscheinlichkeiten
1 moglichen Weg

e Riickweg, auch

> wiederholt erfah-
dass sie am Ziel
ter findet.

ere Seite vertritt
enthese:
rnprozesse mit
'F-Prozessen iden-
behauptet allen

, dass Lebenwesen
eddichtnis lernen
Verhalten nicht —
cht als Folge von
— dindern.‘

ren sie die unter-
chen Positionen.

‘ | Absorptionsmatrix Gewinnmatrix
Q EQ F=(E-Q)"1 By | Bz Bozz | | O | G| Gz | |
0 0220,68H0:5:| 20, 0 1 1-0,5/-0,5| 0 0 1,33(0,67{0,67|0,50|0,33 0 0 0 e 03 0,2 3,5 1
0 0 08055 =0 -0,5| 1 0 0 0 0,67|1,33|0,33(0,25|0,17 05" 0 0 B 0,8 0,1 0,1 2,75 2
0 0 0 0 105105 0 0 1 1-0,5|-0,5| |0,00|/0,00{1,00|0,75|0,50 0 0 0 B O 04 03] 2,25 3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0,00(0,00{0,00{1,00|0,00 056 05 O B @5 05 O 1 4
1 0 0 0505 |50 0 0 0 |-05] 1 0,00{0,00|0,00{0,50(1,00 0 e 0.5 B s 0.3 05 1:5 5
Absorptionsvektoren Gewinnvektoren W;"r{‘e"zegﬁe N
Fig. 1

Aufgaben

2 Auf dem Tisch liegen drei Miinzen, die alle ,,Zahl“ zeigen. J ede Sekunde wird eine ,,zufél-
lige* Miinze gewendet, bis wieder alle Miinzen mit der gleichen Seite oben liegen. Geschieht
dies beim Muster KKK, gewinnen Sie, andernfalls (Muster ZZZ) verlieren Sie.

a) Zeichnen Sie ein Prozessdiagramm mit Ubergangswahrscheinlichkeiten.

b) Berechnen Sie mithilfe der Fundamentalmatrix IThre Gewinnwahrscheinlichkeit.

¢) Berechnen Sie die mittlere Wartezeit.

d) Das Spiel soll nur noch beim Muster ,,KKK* enden. (Bei ,,ZZZ* macht man einfach weiter.)
Wie lange ist die mittlere Spieldauer nun?

3 Eine absorbierende MARKOFF-Kette hat 0020 0 O
die Ubergangsmatrix aus Fig. 2. - 0502 0 0 0
a) Zeichnen Sie das zugehorige Prozessdia- - 0(’)5 00 6 063 (1) 8
glanin. 0 0070 1

b) Berechnen Sie die Fundamentalmatrix. Fig. 2

¢) Berechnen Sie zu jedem inneren Zustand die mittlere Spieldauer bis zur Absorption und die
Wahrscheinlichkeiten der Absorption in den beiden absorbierenden Zustinden.

d) Berechnen Sie fiir Start im Zustand 1 mithilfe der Ubergangsmatrix die ersten 10 Zustands-
verteilungen. Stellen Sie eine Beziehung zu Threr Losung aus Aufgabenteil c) her.

@

@ ©)

®

Fig. 3 Fig. 4
4  In dem Labyrinth von Fig. 3 entscheidet sich ein Versuchstier an jeder Verzweigung mit
gleicher Wahrscheinlichkeit fiir einen der moglichen Wege zu einer anderen Position. Damit er-
gibt sich fiir seinen Irrweg das Prozessdiagramm in Fig. 4.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit findet das Versuchstier bei Start an Position 1 den Ausgang 4
mit Futter als Belohnung bzw. Ausgang 5 ohne Futter?
b) Wie lange braucht das Versuchstier im Mittel bis zu einem Ausgang, wenn es fiir den Weg
zwischen zwei Verzweigungspunkten jeweils eine Minute braucht?

Fig. 1

Fig. 4

Nur Zellen, die gerade
Wandstiicke gemeinsam
haben, gelten als benach-

bart!

Fig. 6

6 Vermischte Aufgaben

1 Das Tetraeder in Fig. 1 wird so lange geworfen, bis die Summe der Ergebnisse den Wert 5
iiberschreitet.

a) Zeichnen Sie ein Prozessdiagramm zu diesem Spiel.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit braucht man mindestens drei Wiirfe bis zum Spielende?

¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit braucht man genau drei Wiirfe bis zum Spielende?

2 Das Prozessdiagramm in Fig. 2 be- Start
schreibt eine MARKOFF-Kette. Als Startzu-

N —

stand wird Z, gewihlt. Z1) )
a) Stellen Sie die Ubergangsmatrix U auf. . 4
b) Bestimmen Sie die Zustandsverteilungen 2

V1, V, und V; der ersten drei Beobachtungen =
nach dem Start. 1 (Z4 :
3 Ein System besitzt die Ubergangsmatrix

U in Fig. 3 fiir Beobachtungen in Minuten-

) . Lo 0502 0 0
abstéinden. Bestimmen Sie die Ubergangs- 0 0 030
matrizen flir Beobachtungen im Abstand von b= 0,5 0,7 0 0
a) 2 Minuten, b) 3 Minuten. 0 01071

Fig. 3

4  Anjaund Cora drehen das Gliicksrad aus Fig. 4. Anja gewinnt, wenn dabei das Muster 01
zuerst auftritt, Cora gewinnt beim Muster 111.

a) Zeichnen Sie ein Prozessdiagramm zu dem Spiel und stellen Sie die Ubergangsmatrix auf.
b) Bestimmen Sie mithilfe der 1. Mittelwertsregel die Gewinnwahrscheinlichkeiten von Anja
und Cora.

5  Ein Insekt startet in Fig. 5 von der Zelle
0 aus und wechselt jede Minute zuféllig von
der letzten Zelle in eine der Nachbarzellen.
Wenn es eine der roten Randzellen erreicht,
bleibt es kleben.

a) Stellen Sie die Ubergangsmatrix der MAR-
KOFF-Kette auf.

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten,
mit denen das Insekt jeweils in Zelle 4 bzw. 5
bzw. 6 gefangen wird.

\/oN/

6 4

Fig. 5
6  Das Prozessdiagramm in Fig. 6 beschreibt eine MARKOFF-Kette. Bestimmen Sie mithilfe der
2. Mittelwertsregel die mittlere Wartezeit bis zur Absorption beim Start im Zustand @. Zeichnen
Sie dazu das Prozessdiagramm mit mittleren Wartezeiten an Stelle der Zustandsbezeichnungen.

7  Eine MARKOFF-Kette besitzt die Uber-
gangsmatrix U in Fig. 7 fiir die Zusténde Z,
bis Zs. Bestimmen Sie mit der 2. Mittelwerts-
regel die mittleren Wartezeiten m; bis m, fiir
die inneren Zusténde.

0 03 0 0O
04 03 04 020
U=(020105 00
04 0,1 0 030
0 0201051

Fig. 7
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Und wenn es keine Absorption gibt...?

s gibt Prozesse wie zum Beispiel das Tageswetter oder das Kauferverhalten, die sich durch

MARKOFF-Ketten ohne absorbierende Zustéinde modellieren lassen. In der Realitt sind die
Ubergangswahrscheinlichkeiten bei solchen Prozessen nur selten von Beobachtung zu Beobach-
tung konstant. Unterstellt man bei der Modellierung konstante Ubergangswahrscheinlichkeiten,
so lassen sich trotzdem viele Auffilligkeiten bei Beobachtungsserien gut erkléren:

Bei dem ,,Wetterprozess* in Fig. 1 wechselt
das Wetter mit den angegebenen Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten zwischen den Zustdnden
Z,:Sund Z, : S. Geht man von einem Son-
nentag aus (bei der Anfangsverteilung V), ist
also v; =1 und v,=0), so erhdlt man fiir die
nachfolgenden Tage die Wahrscheinlichkeits-

Bei dem ,,Kéuferprozess* in Fig. 2 wechselt
ein Kunde monatlich mit den angegebenen
Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen drei
.Kaufzustinden“ Z,, Z, und Z;. Geht man von
einer Anfangsverteilung v, mit v, =v,=0,3
und s, =0,4 aus, so erhilt man fiir die nach-
folgenden Monate die Wahrscheinlichkeitsver-

verteilungen teilungen
Tag | L | 2 | 3. | 4. | 5. | Monat | 1. | 2. | 3 | 4. | -
A7 0,7 | 0,61 | 0,583|0,5749|0,57247 | ... \2 0,48 | 0,508 | 0,518 | 0,522988
A 0,3 10,39 0,417|0,4251|0,42753 | ... \2 0,36 | 0,344 | 0,3376 | 0,33504
V3 0,16 | 0,148 | 0,1444 | 0,14332

Beim Weiterrechnen verdichtet sich die Ver-
mutung, dass sich die Verteilung der Grenz-
verteilung mit v, =§ und v, =% néhert.

Die Verteilung strebt wohl gegen eine Grenz-

verteilung mit v; = %, D) :% und v;= %

Es handelt sich in beiden Fillen um eine Folge von Verteilungen, die man mithilfe der Uber-
gangsmatrix U in der Form V) — U-V; — U-(U-V,) =U?-V; — ... schreiben kann. Dabei
strebt die Matrizenfolge U, U?, U3, ... gegen eine Grenzmatrix:

Die Potenz Uk einer Ubergangsmatrix U nihert sich mit wachsendem k einer Grenzmatrix
G, wenn es unter den Matrizen U, U?, U3, ... eine Matrix U" mit mindestens einer Zeile gibt,
in der keine 0 vorkommt (vgl. Fig. 3). In diesem Fall sind alle Spalten von G gleich und fiir

jede Anfangsverteilung V) ist die Verteilung 0 = G-V, gleich der ersten Spalte von G.

Potenzen der Ubergangsmatrix:

u_|

o

2 4|
5 |125 50 25
4|84 4 84|
25 | 125 25 125
|4 21 21|
25125 50 125

S w=
‘unol.r‘;‘m Q

\L"\D"’\‘o'_o\“‘

O vk =
sl vzl |G

wi—unls O
SIS §\>a|
;]u:ol-r—;‘m

[SIE
=
®

Fir q;+q,+q3=1 gilt:

|n

qi 18 15_3 % qi 1%@1""12‘“]3) ig
G|%|=5 3 % 192 |= %(Q1+QZ+Q3) = %
s 1% i % e %@1*"12‘*“]3) %

Fig. 3

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung U der Systemzustinde ,,an einem sehr weit in der Zukunft
liegenden Beobachtungszeitpunkt hingt also hier nicht von der Anfangsverteilung ab und kann
als Losung der Gleichung X =U-X bestimmt werden.

Mit der Aussage im Kasten lassen sich die Vermutungen iiber die Grenzverteilungen des ,,Wet-
terprozesses* und des ,,Kduferprozesses® bestitigen, da in beiden Féllen w=U-U gilt. Man be-
stimmt T, indem man einen Losungsvektor der Gleichung X = U-X durch die Summe seiner

Koeffizienten dividiert.

0,5

Mathematische Exkursionen

Die sich ergebende Grenzverteilung U nennt man eine stationire Verteilung.

Anwendung finden diese Begriffe hauptsichlich in Fillen, bei denen man dem Verhalten sehr
vieler Individuen denselben Prozess unterstellt. Ein typisches Beispiel fiir diesen Fall ist die
Diffusion:

Zwei luftgefiillte Kammern (1) und (2) sind durch eine Membran getrennt, die Luftmolekiile in
beiden Richtungen frei durchlisst. Die Molekiile eines Duftstoffs S konnen jedoch nicht beide
Richtungen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit passieren. In Kammer (1) befinden sich am An-
fang 1 Million Molekiile von S (Fig. 1). Jedem Molekiil von S werden die angegebenen Uber-
gangswahrscheinlichkeiten aus Fig. 1 bei Beobachtung in Minutenabstinden zugeschrieben.

Dannist U= ( 0,7 0’5) die Ubergangsmatrix fiir den Wechsel zwischen (1) und (2).

0,3 0,5
Fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten v, und v, eines Teilchens gilt daher:
t (min) | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 ] 7 8
\4 1 0,7 | 0,64 | 0,628 | 0,6256 | 0,62512 | 0,625024 | 0,625004 8 | 0,62500096
\D 0 03 | 0,36 | 0,372 | 0,3744 | 0,37488 | 0,374976 |0,3749952 | 0,374 999 04

Multipliziert man alle Wahrscheinlichkeiten mit 1000000, so erhlt man jeweils die ungefihre An-
zahl der Molekiile in jeder Kammer. Die Grenzverteilung im Verhiltnis 625000: 375000 kann man
durch Losen des LGS mit den Gleichungen 0,7v,+0,5v,=v; und 0,3v,+0,5v,=v, absichern.

1 a) Berechnen Sie fiir das Wetterbeispiel der vorherigen Seite die Zustandswahrscheinlich-
keiten p, und p, fiir den 6. und 7. Tag.
b) Stellen Sie die Ubergangsmatrix auf und bestimmen Sie damit die stationre Verteilung U.

2 Jedes Molekiil eines Gases S wechselt
von Minute zu Minute zufillig zwischen vier
Schwingungszustinden 1, 2, 3 und 4 wie in dem
Prozessdiagramm aus Fig. 2 angegeben.

Stellen Sie die Ubergangsmatrix auf und bestim-
men Sie eine stationdre Zustandsverteilung.

3 Ineinem Land mit den Parteien A,Bund C
wechselt jeder Wahler mit den in Fig. 3 angege-
benen Wahrscheinlichkeiten von Wahl zu Wahl
die bevorzugte Partei. Mit welchen Stimmenan-
Fig.3  teilen konnen die Parteien langfristig rechnen?

4 ,,Und wenn es doch Absorption gibt?*
a) Stellen Sie die Ubergangsmatrix U fiir die
durch Fig. 4 beschriebene Markoff-Kette auf
und untersuchen Sie, gegen welche Grenzver-
teilung die Folge vy, V|, =U-¥,, v, =U-V/,...
strebt, wenn man in Z, bzw. Z, startet.

b) Versuchen Sie durch Losen der Gleichung
U=U-U stationdre Verteilungen zu bestim-
men. Was stellen Sie fest?

¢) Warum kann hier keine der Potenzen Uk
eine Zeile mit ausschlieBlich positiven Koeffi-
zienten enthalten?
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sdiagramme

1t ein System von Beobachtung zu Beobachtung mit konstanten
heinlichkeiten zwischen endlich vielen moglichen Zusténden,
ht man von einer MARKOFF-Kette. Die Ubergiinge stellt man
Fig. 1 in einem Prozessdiagramm dar.

noten‘ im Diagramm entsprechen den Zustdnden und die Pfeile
lie moglichen Uberginge mit ihren Ubergangswahrscheinlich-
n.

angsmatrizen

Jbergangsmatrix U einer MARKOFF-Kette wird die Ubergangs-

heinlichkeit u; von einem Zustand k zu einem Zustand i jeweils

-ten Spalte und i-ten Zeile notiert (Fig. 2).

bergangsmatrix ist quadratisch, enthilt keine negativen Koeffi-
und hat in jeder Spalte die Koeffizientensumme 1.

dsverteilungen

tiert die Wahrscheinlichkeiten vy, ..., v, der Zusténde bei einer
htung als Spaltenvektor V. Dieser Vektor wird Zustandsvertei-
nannt. Ist V die Zustandsverteilung bei einer Beobachtung und
Jbergangsmatrix, so ist v/ = U-V die Zustandsverteilung bei
hsten Beobachtung.

stionswahrscheinlichkeiten

de, in denen ein System nach dem Erreichen verharrt, nennt man
erend. Alle anderen Zustédnde heiflen innere Zusténde.

man einen absorbierenden Zustand Z; einer (absorbierenden)
FF-Kette heraus, so versteht man unter der Absorptionswahr-
ichkeit a; eines Zustands Z; die Wahrscheinlichkeit, nach dem
 Z; irgendwann den Endzustand Z, zu erreichen. Das fiir die
mung der Absorptionswahrscheinlichkeiten benttigte LGS

) ergibt sich aus der

elwertsregel

r absorbierenden MARKOFF-Kette ist die Absorptionswahr-
ichkeit eines inneren Zustands gleich dem gewichteten Mittel
sorptionswahrscheinlichkeiten seiner unmittelbaren Nachfolger.

re Wartezeiten

r absorbierenden MARKOFF-Kette versteht man fiir jeden inneren
d Z; unter der mittleren Wartezeit m; die mittlere Anzahl von

en, die man von Z; aus bis zum Erreichen eines Endzustands

t. Das zur Berechnung benétigte LGS (Fig. 4) ergibt sich aus der

elwertsregel

r absorbierenden MARKOFF-Kette ist die mittlere Wartezeit eines
1 Zustands gleich 1 plus dem gewichteten Mittel der mittleren
eiten seiner unmittelbaren Nachfolger.

Ein Prozessdiagramm:
0,4

Zl > Z4
@ 0,5 0,5
0,5 0,5
Z Z
2] 0.2 57
Fig. 1
Ubergangsmatrix dazu:
von
Zy Zy Zy Zy Zs
% 0 0 0
Z,{[ o033 0 0 0
S Zs 0 0 0
Z4/104 0 05 1 O
Zs 0205 0 1
Fig. 2
v/| (010 0 0 0 |v
Vs 0030 0 O A
v; |=/05050 0 0]|vs
v, 1040051 0 |v
vy 002050 1/ \vs

Absorptionswahrscheinlichkeiten zu Z,:
1. Mittelwertsatz: LGS:

a;=0,17a;,+0,5a;+0,4 0,9a, -0,5a;=0,4
a,=0,3a,+0,5a; 0,7a,-0,5a;=0
a;=0,5 a;=0,5
Fig. 3

Lésung des LGS:

_ 13. — 5 s _1
Qr=4g; Q=17 G3=75
Mittlere Wartezeiten:
2. Mittelwertsatz: LGS
m;=1+0,Tm;+0,5m; 0,9m; -0,5mz=1

my,=1+0,3m,+0,5m; 0,7my-0,5mz=1

ms=1 mg=1
Fig. 4

Lésung des LGS:

my=5%;my=15; my=1

Cetiriereniienneeneee... Aufgaben zum Uben und Wiederholen

Die Losungen zu den Auf-
gaben dieser Seite finden
Sie auf Seite 185.

1  Ein Computerspiel hat mit der Eingangs-
stufe vier Spielstufen. Das Prozessdiagramm
in Fig. 1 zeigt, mit welchen Wahrscheinlich-
keiten ein Spieler auf einer Stufe bleibt, eine
Stufe weiterkommt, oder zuriickfillt.

Der Spieler beginnt auf Stufe 0. Bestimmen
Sie die Wahrscheinlichkeiten, mit denen der
Spieler sich nach vier Spielrunden auf den
Stufen 0, 1, 2, 3 befindet.

2 Das Gliicksrad in Fig. 2 wird so lange
gedreht, bis zum ersten Mal das Muster ,,111¢
aufgetreten ist. Zeichnen Sie ein Prozessdia-
gramm und bestimmen Sie fiir die gewihlten
Zustinde die Verteilung nach der vierten Dre-
hung.

3 Ein System ist nach jeder Minute in
einem der Zustinde Z,, Z,, Zs, Z4, Zs.

Fig. 3 zeigt die Ubergangsmatrix U.

a) Zeichnen Sie ein Prozessdiagramm.

b) Am Anfang ist das System im Zustand Z,.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung der Systemzustinde nach 1, 2 und 3 Mi-
nuten.

¢) Bestimmen Sie die Ubergangsmatrix fiir
Beobachtungen in 2-Minuten-Abstéinden.

4  Eine Ameise startet in Fig. 4 von der
Zelle 3 aus und wechselt jede Minute zufillig
von der letzten Zelle in eine der Nachbarzel-
len. Wenn sie eine der roten Randzellen er-
reicht, bleibt sie dort fiir immer gefangen.

a) Zeichnen Sie ein Prozessdiagramm und
stellen Sie die Ubergangsmatrix U auf.

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten,
mit denen die Ameise in 1 bzw. in 6 gefangen
wird.

S Bestimmen Sie fiir das Prozessdiagramm
in Fig. 5 die Absorptionswahrscheinlichkeiten
zum Zustand Z, mithilfe der 1. Mittelwerts-
regel.

6  Eine MaRrKOFF-Kette mit den Zustinden Z,
bis Z, besitzt die Ubergangsmatrix U in Fig. 6.
a) Zeichnen Sie ein Prozessdiagramm.

b) Bestimmen Sie mit der zweiten Mittelwerts-
regel die mittleren Wartezeiten fiir die inneren
Zusténde.

Start

Fig. 1
Fig. 2
04 0 0 00
0403 0 00
U=(01102050 0
01020310
0 03020 1
Fig. 3

4R

Fig. 4
0,4
Z4 >( Z4
0,5 0,4
0,4 0,1
0,1
0,5
Z\ >( 7
CZ/ 0,6 2
Fig. 5
0301 0 0
0,2 0,3 0,1 0
U=|04 02 05 0
0 02030
0,1 02 0,1 1 ,
Fig. 6
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