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Ein 5m hoher Wasserspeicher, der die Form eines Zylinders mit einem Volumen von 10m3
hat, fiillt sich durch Zufluf} aus einer Wasserleitung nach 8 Stunden. Im Boden befindet sich
ein Ventil mit kreisformigen Querschnitt. Wenn man das Ventil 6ffnet, leert sich der volle
Zylinder in 12 Stunden.

Wann hat sich der Zylinder gefiillt, wenn das Ventil von Beginn an ge6ffnet ist und der Zy-
linder vorher vollstdndig entleert war 7

Diese Aufgabe wird gewohnlich folgendermaflien gelost: Man berechnet zuerst die Zufliefige-
schwindigkeit, d.h. wieviel Wasser pro Stunde zugefiithrt wird.
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Ahnlich berechnet man die AbflieBgeschwindigkeit, d.h. wieviel Wasser in einer Stunde
durch das getffnete Ventil entweicht.
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In jeder Stunde fiillt sich der Behélter um die Differenz aus ZuflieBgeschwindigkeit und
Abflielgeschwindigkeit. Der ganze Behélter fiillt sich also in der Zeit:
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Der slowakische Mathematiker Pavel Bartos entdeckte an der Losung der Aufgabe einen
Fehler. Was war ihm aufgefallen 7 Wie muf3 die richtige Losung lauten ?
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Losung zum Wasserspeicher

Der Wasserspeicher wiirde sich bei ge6ffneten Ventil niemals fiillen. Bei der Losung wurde eine
wichtige physikalische Gesetzmé&Bigkeit auler acht gelassen. Das Wasser flieBt um so schneller
aus dem Behilter, je hoher der Wasserspiegel steigt | Mit anderen Worten die Ausstromge-
schwindigkeit v am Ventil ist ein Funktion der Fiillstandshohe x (siehe Abbildung 1). Fiir
kreisformige Querschnitte beschreibt die Formel nach Torricelli [1] die Geschwindigkeit wie
folgt:

vg=fle) =p-v2-g-x (4)
u Viskositéat von Wasser, p = 0.6
g Fallbeschleunigung an der Erdoberfliche, g = 9.81m/s?

z aktuelle Fiillstandshohe im Zylinder
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Abbildung 1: Skizze zum Wasserspeicher

Voraussetzung bei allen hier betrachteten Stromungsvorgéingen ist eine laminare Stromung,
d.h. es soll zu keinen Verwirbelungen in der Fliissigkeit kommen. Im Falle einer wirbelbehaf-
teten Stromung stimmt Gleichung (4) nicht mehr. Zu beachten ist, das Gleichung (4) die
Fliefigeschwindigkeit vo an der Ventil6ffnung mit dem Querschnitt As beschreibt ! Um die
Sinkgeschwindigkeit vy des Wasserspiegels im Zylinder, bei gesperrten Zufluss zu ermitteln,




ist die Kontinuitatsgleichung aus der Stromungslehre anzuwenden. Sie ergibt sich als Pro-
portionalititsbeziehung der Querschnitte zu den Fliegeschwindigkeiten und besagt, dafl die
Volumenénderung im Zylinder identisch mit der ausgetretenen Wassermenge am Ventil sein
mu8f.
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Aus der Kontinuitdtsgleichung kann die Sinkgeschwindigkeit v; des Wasserspiegels im
Behélter ermittelt werden.

v - A
v = 2A12 (6)

In der Gleichung sind die beiden Querschnitte A; und As momentan noch unbekannt.
Sie miissen aus den Angaben der Aufgabenstellung ermittelt werden. Der Querschnitt A;
berechnet sich nach der bekannten Volumenformel fiir den geraden Zylinder :
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Der Querschnitt Ay ist komplizierter zu ermitteln. Das Gesamtvolumen von V = 10 m?
und die Tatsache, das sich der volle Zylinder in 12 h leert, ist Ausgangspunkt der folgenden
Rechnung. Anstelle der Sinkgeschwindigkeit v1 im Zylinder wird der Differentialquotient dx /dt
geschrieben.
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Gleichung (8) stellt eine Differentialgleichung 1.0Ordnung dar, die mittels Trennung der
Verédnderlichen integriert werden kann.
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Die Zeit T ist aus der Aufgabenstellung bekannt. Gleichung (10) kann nach As aufgelost
werden.
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Aus dem Querschnitt As folgt eine Ventiloffnung mit dem Radius » = 5.0 mm. Im Ver-
gleich dazu hat der Wasserspeicher einen Radius von :
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Mit dem ermittelten Querschnitt As kann aus der Kontinuitdtsgleichung das abfliefende
Wasservolumen je Zeiteinheit in Abhéngigkeit von der Wasserspiegelhthe x berechnet werden:

Ay = 0.7916 cm? (11)
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h Hohe des Zylinders
z aktuelle Hohe des Wasserspiegels im Zylinder

T Zeit in der sich der volle Zylinder bei gesperrten Zuflul entleert hat

vin m3 h

1.5}
1.25

1t
0. 75}
0.5}
0. 25}

hinm

1 2 3 4 5

Abbildung 2: Diagramm zum Funktionsverlauf %

Fiir h = 2.81 m iiberschreitet die ausfliefende Wassermenge den Wert der zuflieflenden
Menge Vo = 1.25m3/h. Der Zylinder kann sich also bei geéffneten Ventil maximal bis zu einer
Hohe von h = 2.81 m mit Wasser fiillen.

Um die volle Hohe von h = 5.0 m zu erreichen, miifite Vj = 1.665 m3/h betragen.
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