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Ein Luftballon wird so aufgeblasen, dafl der Radius mit der Geschwindigkeit v zunimmt.
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei der Radius r = rg. Auf dem Aquator krabbelt eine Fliege mit der
Geschwindigkeit c.

1. Bestimme die Bahnkurve der Fliege in Polarkoordinaten !
2. Zeichne die Kurve fiir ro = 10em, ¢ =1 7%, v = 10 5% im Intervall 0 <t < 260 s.

3. Unter welchen Bedingungen fiir v und ¢ gelingt der Fliege eine Umrundung ?

Abbildung 1: Skizze zur Aufgabe
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Bestimmung der Bahnkurve

Wir drehen den Luftballon so, das die Bahnkurve der Fliege in der « — y Ebene eines recht-
winkliegen, kartesischen Koordinatensystems mit dem Ursprung O(0,0) liegt.

Zur Losung der Aufgabe ist es giinstig, die Bahnkurve in Polarkoordinaten herzuleiten.
Wir miissen dazu zwei Funktionen bestimmen:

1. r =r(t), Abstand der Fliege vom Koordinatenursprung O(0,0)

2. a = a(t), Winkel zwischen Radiusvektor  und der z—Achse

Die Fliege befindet sich stets auf der kugelférmigen Oberfliche des Ballons. Thr radialer
Abstand zum Ursprung wéchst linear iiber der Zeit an.

r(t) =ro+uvt (1)

Nun betrachten wir das Wegelement ds = c¢ - dt, welches die Fliege pro Zeitdifferential dt
zuriickleg. Wir denken uns fiir einen infinitesimalen Augenblick den Radius r(¢) als konstant.
Das Bogendifferential ds lautet in Polarkoordinaten:

d 2
ds =[r2+ (d;) do (2)

Fiir einen Kreis ist r = const., d.h. ds betragt :
ds=Vr2+02da =rda (3)

Aus dem Vergleich der Bogendifferentiale erhalten wir eine Differentialgleichung zur be-
stimmung von «(t) :

do c
ds=cdt=r(t)da — ey AB: a(t=0)=0 (4)

Die Integration der DGL (4) liefert:

a(t) = < log (T””) (5)

To

Damit haben wir eine Parameterdarstellung fiir die Bahnkurve der Fliege gefunden. Um
eine Funktion r = r(a) zu erhalten 16sen wir (5) nach t = f(«) auf:

0 (exp% —1)

t(a) = ”

(6)

und setzen das Ergebnis in (1) ein:

av

r(a) =19 exp ¢ (7)

Das ist die gesuchte Kurve in Polarkoordinaten. Es handelt sich um eine logarithmische
Spirale, wie die folgende Abbildung zeigt.




Graphische Darstellung der Bahnkurve

Die logarithmische Spirale besitzt die bemerkenswerte Eigenschaft, alle Kreise im Polardia-
gramm unter gleichem Winkel zu schneiden. Die bei konstanter Winkeldifferenz aufeinander
folgenden Radien bilden eine geometrische Folge. Eine logarithmische Spirale besteht auflen
wie innen aus einer unendlichen Zahl von Windungen und hat den Pol als asymptotischen
Punkt. Weitere interessante Eigenschaften sowie ein geschichtlichen Abrif} befinden sich in /1/.

Fir c=1%* v =105 erhédlt man Abbildung 2.
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Abbildung 2: Bahnkurve der Fliege im Intervall 0 < a < 37/4




Zeit t, fiir eine Umrundung

Mit Hilfe von Gleichung (6) konnen wir die Zeit ¢, fiir die erste Umrundung berechnen. Die
Fliege mufl dazu das Winkelmafl von oo = 2 7 zuriicklegen.

2m v
exp e —1)

(Y

n (
ty =1t(2m) = (8)

Man erkennt, das die Zeit fiir die erste Umrundung exponentiell vom Verhéltnis der Ge-
schwindigkeiten v/c abhéingig ist. Fiir ¢ > 0 und endlichen v, d.h. v < co wird die Fliege stets
in endlicher Zeit den Ballon umrunden !

Abbildung 3 zeigt die Bahnkurve fiir einen Winkel etwas grofier als 2. Nach einer Um-
rundung betriagt die Distanz zur Ballonmitte bereits 71 = 35056 cm = 350.56 m - damit wiirde
der Berliner Fernsehturm fast zweimal {ibereinander in dem Ballon Platz finden !
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Abbildung 3: Bahnkurve der Fliege im Intervall 0 < o < 157/7
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