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Lehrer Karl strapaziert die Gemiiter seiner Mathematikschiiler heute mit Kegelschnitten.
Normalerweise lassen sich diese Gebilde recht anschaulich mit Zirkel und Lineal konstruieren.
Bei der vorliegenden Aufgabe riat Karl den PC zu Hilfe zu nehmen, andernfalls wird es recht
miihselig.

An der Wandtafel hat er zwei Kreise k1, ko mit den Radien r; und 79 gezeichnet. Der Abstand
zwischen den Mittelpunkten betrigt d < r1 + rg, so das sich die beiden Kreislinien in den
Punkten A, B schneiden. Zu dem Bild schreibt er den folgenden Aufgabentext :

Zwei gleich schwere Massepunkte P und ) bewegen sich mit konstanter Winkelgeschwin-
digkeit w im gleichen Drehsinn auf k; bzw. ks . P und @ beginnen ihren Umlauf gleichzeitig
in A.

1. Man zeige, dafl sich der gemeinsame Schwerpunkt S zwischen P und ) auf einem
Kegelschnitt bewegt.

2. Bestimme die Gleichung des Kegelschnittes in Abhéingigkeit von r1, ro und d.

3. Fiir eine bestimmte Konstellation von 71, 7o und d entartet der Kegelschnitt zu einem
Punkt. Berechne den Radius 79 in diesem Fall !

4. Wenn @ sich entgegengesetzt zu P bewegt - gleiche Startbedingungen vorausgesetzt -
bewegt sich der gemeinsame Schwerpunkt S ebenfalls auf einem Kegelschnitt. Zeichne
fir 11 = 10cm, 1ro = 6cm und d = 10cm die Bahnkurve des Schwerpunktes und
bestimme seine Gleichung in Paramterdarstellung.

(8 Punkte)




Herleitung der Kegelschnittgleichung bei gleichen Umlaufsinn

Ohne Einschrinkung der Aufgabenstellung legen wir den Mittelpunkt vom Kreis k1 in den
Koordinatenursprung O. Der Mittelpunkt Ms von ko befinde sich in der Entfernung d =
OMs, d < (r1+re) auf der x — Achse.
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Abbildung 1: Skizze zur Losung

Mit Hilfe der Kreisgleichung in Parameterdarstellung definieren wir die Bewegungsglei-
chungen der Punkte P(z1,y1) und Q(x2,y2)

P: xy =11 cos(wt+ a), y1 =11 - sin(wt + @) (1)

Q: xo =d+ry-cos(wt+ ), y2 = ro - sin(wt + ) (2)

Die Winkel a und [ sind die Startwinkel zum Zeitpunkt ¢ = 0. Sie kénnen aus den Schnitt-
punktkoordinaten vom Punkt A bestimmt werden. Die Schnittpunkte A, B zwischen den
Kreislinien folgen aus den beiden Kreisgleichungen in kartesischen Koordinaten:

ki 2 492 =1 ko (x —d)* + 9% = ry? (3)

Beide Gleichungen werden in Mathematica gelost: FullSimplifySolve [ [{k1,k2},{x,y}]]




d? + 12 — ry? ,  (d24r?— re2)?
A= ——7—, ya=\/m%-

2d 4d2
d? +r? — ro? , (@+r?— re2)?
rp=—-—— "< = —/r2 =

Aus den Beziehungen im rechtwinkligen Dreieck folgt :

cos(a) = $—A, sin(a) = y—A, cos(B) = d- xA, sin(3) = ya

| ™ 2 2

Die Winkel 8 und 3 konnen inneinander umgerechnet werden:

cos(B) = cos(m — ') = — cos('), sin(3) = sin(r — B') = sin(5)

Der gemeinsame Schwerpunkt S befindet sich auf der Mitte der Strecke PQ.

w1+ w2  ri-cos(wt4a)+d+ry-cos(wt + )
2 2

xs(t)

_y1+y2  riesin(wt4a) +ro-sin(wt + B)

2 2

Ys(t)
Wir zerlegen die trigonometrischen Terme mit den Regeln:

cos(wt+ ) = cos(wt) - cos(fF) — sin(wt) - sin(f)

sin(wt + ) = sin(wt) - cos() + cos(wt) - sin(S3)

Nach Einsetzen der Ausdriicke fiir o und S folgt:

2 2 .2 + 2 2 _ o232
LUs(t) _ ( + 7 2';2 )COS[ w] B \/T12 _ ( —+ 7 9 ) Sin[tw]

4d?

d2 4 112 — ry?)? (d? + r1% — ro?) sinft W]
B 5 1 2 1 2
ys(t) \/7“1 1 cos[t w]| + 54

(12)

(13)

Die Funktionen xs(t) und ys(t) entsprechen der Parameterdarstellung der Ortskurve vom
Schwerpunkt S. Abbildung 2 zeigt das es sich bei der Ortskurve um einen Kreis handelt, der
durch die Schnittpunkte A, B lduft und dessen Mittelpunkt auf der x— Achse liegt. Dieser

Kreis sei mit k3 bezeichnet.




Abbildung 2: Ortskurve vom Schwerpunkt bei gleichen Umlaufsinn

Wir bestimmen nun die Kreisgleichung fiir k3 in kartesischen Koordinaten. Der Mittel-
punkt von k3 habe die Koordinaten M3(a,0). Die allgemeine Kreisgleichung mit Mittelpunkt
in M3 lautet dann :

(s — )’ +y° = R? (14)

Zur Bestimmung der beiden Parameter a, R ben6tigen wir zwei unabhéngige Punkte Ps(z3,y3)
und Py(z4,ys) die auf dem Kreis liegen. Wir ermitteln die Punkte aus (12),(13) durch Ein-
setzen von zwei verschiedenen Winkeln (w = 1):
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Mit Hilfe von Mathematica 16sen wir beide Gleichungen nach a, R auf.

d
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Kreisgleichnung fiir k3 :

d\? 2112 + 2192 — &
ks - (m——) Ty? = 1+ 272 (19)

y4:ys<

a =

1
R:§¢2r12+2r22—d2 (18)
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Fiir den Fall, das R = 0 ist, entartet der Kreis zu einem Punkt. Wir wollen den Radius
ro fiir diesen Fall berechnen:

2
V2r2 422 —d2=0 — ry= ?—HQ (20)

Kegelschnittgleichung fiir entgegengesetzte Umlaufrichtung

Wir wollen nun die Bahnkurve vom Schwerpunkt S betrachten, falls P und @) sich gegensinnig
zueinander auf ki bzw. ks bewegen. Die Bewegungsgleichungen fiir P und @ lauten:

P: xy =711 -cos(wt+ a), y1 =711 -sin(wt + ) (1)

Q : X9 =d+ry-cos(—wt+ ), Yo = ro - sin(—wt + f) (2)

Das negative Vorzeichen bei w beschreibt den entgegengerichteten Umlaufsinn zu P. An-
sonsten verfahren wir analog wie bei gleichem Umlaufsinn.

w1+ xy  ri-cos(wt+a)+d+ry-cos(—wt + 3)

zs(?) 2 2

_y1+y2  ri-sin(wtH4a) +ro-sin(—wt + )

= (4)

ys(t) 5 )

Die Zerlegung der trigonometrischen Terme liefert:
cos(—wt+ ) = cos(wt) - cos(B) + sin(wt) - sin(3) (5)

sin(—wt + ) = sin(wt) - cos(B) — cos(wt) - sin(3) (6)

Nach einsetzen in die Formeln fiir x5 und y, folgt:

_ d? + (r1 —72) (11 + 72) cos[tw]

2 2 _ p2)2 1
Ys = \/r12 Gk 7*41d2 ra’) cos[tw] + 3 d sint w] (8)

Abbildung 3 zeigt, das bei entgegengesetzten Umlauf der Schwerpunkt auf einer Ellipse
lauft.




Abbildung 3: Ortskurve vom Schwerpunkt bei entgegen gesetzten Umlaufsinn




