Dreiecksréatsel

aus dem Mannschaftswettbewerb Baltic Way 2001

Hamburg, 4. November 2001

In einem Dreieck ABC schneidet die Winkelhalbierende des Winkels o« = <BAC die Seite
BC im Punkt D. Es gelte ferner :

BD-CD = (AD)*> und <ADB =45° (1)
1. Bestimmen Sie daraus die Innenwinkel «, 8 und + des Dreiecks ABC'.
2. In welchem Verhiltnis wird Seite BC geteilt ?

Punktezahl="7




Bestimmung der Innenwinkel iiber den Sinussatz

Als Streckenbezeichner und Winkel seien die Buchstaben aus Abbildung 1 gewéhlt.

A c B

Abbildung 1: Skizze zum Lésungsweg

Nach Aufgabenstellung war der Winkel § = <ADB = 45° gegeben. Mit der Winkelsumme
im Dreieck ergeben sich fiir die anderen Winkel:
w=180° —45° =135°, y=45°—a, [ =135°—-« (2)
Im Prinzip wird damit nur der Winkel a gesucht, alle weiteren Winkel ergeben sich auto-
matisch. Wir wenden nun zweimal den Sinussatz an.

adpp:. M- ¢ _usnd (3)
sina  sinf sin o

AADC: =S 2t (4)
sina  sinvy sin «

Die Gleichungen (3) und (4) werden miteinander multipliziert. Fiir das Produkt w - v
schreiben wir die Beziehung (1) aus der Aufgabenstellung: e? = u - v.
o usinfB wvsiny e? sin 3 sin~y (5)

e = . . = )
SN & SN & SN~ «

Da e > 0 sein muf, kénnen wir e? auf beiden Seiten der Gleichung kiirzen :

sin@siny  sin135° — a sin45° — «
1= 5 = 5 (6)

sin” « sin” «
Diese Beziehung kann mit Hilfe der Additiontheoreme in zwei Stufen vereinfacht werden:

cos[2 a] 1
=—735 — =—=cos2a] — a=30° 7
2Sin[a]2 2 (2] (M)
Die Innenwinkel im Dreieck ABC' lauten damit:

o =2-a=60°, [B=135°—a=105°, =45 —a=15° (8)




Berechnung des Teilungsverhiltnis von Seite a = BC

Die Winkel § = 45° und w ergénzen sich zu 180°, also w = 135°. Mit dem Kosinussatz erhalten
wir :

ANADB : A =u?+e?—2uecosd =u?+e>—V2ue (9)
AADC : b2 =02 +e? —2vecosw = v+ e +V2ve (10)

Fiir die Winkelhalbierende AD gilt :

Satz des Apollonius: Die Winkelhalbierende teilt die gegeniiberliegende Dreicksseite im
Verhdltnis der anliegenden Seiten.

(11)

u-v= e (12)

Die Gleichungen (9) bis (12) werden mit einem Computeralgebrasystem aufgelost :

c _2+\/§. C(1+V3)-c
- 13)

Seite a = BC wird im Verhéltnis v <+ v geteilt:

b=(2+V3)-¢c, u=

u_ (14)




