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3 Der Satz von Viviani - Verallgemeinerung

3.1 Der Satz von Viviani

Der Satz von Viviani (italienischer Mathematiker, 1622-1703) ist ein sehr einfaches

Ergebnis das gleichseitige Dreieck betreffend, von dem heute kaum noch jemand spricht.

Satz — von Viviani
Die Summe der Normalabstinde von einem inneren Punkt eines gleichseitigen Dreiecks
zu den Dreieckseiten ist gleich der Hohe dieses Dreiecks 0

Beweis: Es sei das gleichseitige Dreieck ABC mit Seitenldnge a und Hohe h.

Es gilt
Fappe + Fapca+ Fapap = Faape- (1)

Daraus folgt die Beziehung

= 2)

Durch Division der Beziehung mit a/2 folgt p + ¢ + r = h, was zu beweisen war. Die
Beziehung gilt auch, wenn der Punkt P auf den begrenzenden Dreieckseiten liegt O
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Abbildung 1: Der Satz von Viviani

3.2 Bezeichnungen und Vorbemerkungen

Eine Gerade teilt die Ebene in zwei Halbebenen. Ein Dreieck und dessen Seiten-
verldngerungen teilen die Ebene in mehrere Gebiete, wie aus der Abbildung (2)zu sehen
ist.

1. (K(b) A(c)) oder {K(b) A(a)} ist der Teil ohne, oder mit den begrenzenden Halbge-
raden.

2. (T(C)a(b)) oder [T(C)a(b)} ist das Gebiet ohne, oder mit den begrenzenden Halb-
geraden und Strecken wie aus der Zeichnung hervorgeht.

Es sei ein Punkt P in der Ebene. Den Abstand zu der Dreieckseite [BC| bezeichnen
wir dg, die zu [BC] entsprechende Hohe h,. AuBerdem definieren wir die Funktion

—1, wenn d und h in verschiedenen Halbebenen liegen.

sgn(d,h) = { (3)

+1, wenn d und h in gleichen Halbebenen liegen.

3.3 Die Verallgemeinerung des Satzes von Viviani

Satz — Verallgemeinerung des Satzes von Viviani
Gegeben wird ein allgemeines Dreieck AABC und ein Punkt P aus der Ebene. Dann
gilt
d d d
591 (das ha) 7> + sgn(dy, hy) 7 + sgn(de, he) 75 = 1. (4)
ha hb hc
d
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Der Satz von Viviani - Verallgemeinerung 3
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Abbildung 2: Ebeneneinteilung durch Dreieckseiten

Beweis: Wir analysieren die drei moglichen Félle. Es gelten die Bezeichnungen:

PL=d,, PM=d,, PN =d., AD = h,, BE =hy, CF = h,.

1. P € [AABC], sieche Abbildung (3). Die Fliche des Dreiecks AABC' bezeichnen

B
F

B D L C
Abbildung 3: P € [AABC]
wir mit F'. Laut gilt
sgn(dg, he) = sgn(dy, hy) = sgn(de, he) = 1.

Zu beweisen ist

Ganz einfach erfolgen die Beziehungen

~ do  2Fppc a Fppc ,... dy Fpca ... de Fpag
() e P F , (1) = , (ii1) =
a

Damit wird die Beziehung (5) zu

Fppc | Froa  Fpap _ Fppc+FreatFpap _ I (6)
F F F F F

Befindet sich der Punkt auf dem Dreiecksumfang, ist die Beziehung auch erfiillt,

was einfach zu beweisen ist.
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2. Pe [K(b) A(C)i|7 sieche Abbildung (4). Fiir diesen Fall gilt
sgn(da, ha) =1, sgn(dp, hy) = sgn(de, he) = —1.

Zu beweisen ist

d dy d
Sa % T 4 (7)
ha hy  he
Mit analogen Uberlegungen erhalten wir
Fppc _ Fpoa  Fpap _ Fppc —Fpca—Fpap _ I (8)
F F F F F
Befindet sich der Punkt auf dem Keilumfang, ist die Beziehung auch erfiillt.
P
E ]ﬁ N
B D L C

Abbildung 4: P € [K(b)A(c)}

3. Pe [T(C)a(b)}, sieche Abbildung (5). Fiir den Fall P € [T(c)a(b)] gelten die Bezie-
hungen
sgn(da, ha) = =1, sgn(dy, hp) = sgn(de, he) = 1.

E

P
Abbildung 5: P € [T(g(]
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7Zu beweisen ist

Fiir (9) ergibt sich mit analogen Uberlegungen aus den anderen Féllen

_Fppc | Fpac | Fpap _ —Fppoc+ Fpac+Fpap _F I 1 (10)
F F F F F F

Befindet sich P auf dem Rand von {T(c)a(b)} ist die Beziehung auch erfiillt

Realized with LaTEX Ver. 2 - 18. Dezember 2003
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