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1.1. Historischer Zugang

In der Entwicklungsgeschichte der Mathematik haben Kegelschnitte eine lange

Tradition.

Viele Gebiete der Mathematik haben ihren Ursprung in den drei grof3en Proble-
men der Antike: der Quadratur des Kreises, der Winkeldreiteilung und der War-

felverdoppelung.

1.1.1. Wurfelverdoppelung - das Delische Problem

Delos, eine kleine Insel in der Agais, ist durch einen Spruch des delphischen
Orakels in die Mathematikgeschichte eingegangen. In diesem hiel3 es, dal3 die
Insel von weiteren schweren Krankheiten (Pest) verschont bleiben wirde, wenn
es gelange, das Volumen des Altars der Insel unter Beibehaltung seiner Wurfel-

gestalt zu verdoppeln.

Gesucht ist also die GroRe von x aus der Gleichung x® =2a®, wobei a die Sei-
tenlange des urspriunglichen Wurfels ist; die Konstruktion von x soll mit Zirkel

und Lineal erfolgen.

Hippokrates von Chios' hat dieses Problem mittels zweier mittlerer Proportio-
nalen in ein anderes Uberfuhrt: Die Losung der Wiurfelverdoppelung ist aquiva-

lent zur Konstruktion von x aus a:x =x:y =y :2a. Man muss also nur

x> =ay und y =22 |gsen.’

Es war Menaichmos’, der erkannte, dass obige zwei Gleichungen eine Parabel
und eine Hyperbel beschreiben, und dass die x-Koordinate des Schnittpunktes
die Losung des Delischen Problems darstellt. Nur wie kann man diesen Kegel-

schnitt exakt — sprich: in endlich vielen Schritten und nur mit Zirkel und Line-

! Hippokrates von Chios, ein griechischer Mathematiker, der um 430 v. Chr. in Athen lebte, be-
schéaftigte sich mit dem geometrischen Problem der Wurfelverdoppelung und dem der Quadratur
des Kreises, welches er mit Hilfe der hippokratischen Mdndchen zu l8sen versuchte.

?Vgl. FREGIEN, 1989, S. 6-10

> Menaichmos lebte um 350 v. Chr. als Schiler von Eudoxos in Griechenland. Er fand eine Lésung
fur das delische Problem der Wurfelverdoppelung und entdeckte dabei die Kegelschnitte.
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al — konstruieren? (Punktweise Konstruktionen und Fadenkonstruktionen sind

nicht exakt!)

Menaichmos entdeckte, dass diese Kurven als ebene Schnitte an geraden Dreh-
kegeln auftreten. Damals wurden die Schnitte zunachst nur senkrecht zu einer
Mantellinie des Kegels gelegt. Man erhielt Ellipse, Parabel und Hyperbel jeweils
als Schnitt eines spitzen, rechtwinkeligen bzw. stumpfwinkeligen Kegels.*

AY
C

Man kann a:x=x:y=y:2a genauso gut auch folgendermaflen aufteilen:

x?>=ay und y’ =2ax, was zwei Parabeln beschreibt, aber auch nicht einfacher

I6sbar ist.

Geschickter ist es da schon, x> =ay und y* =2ax zu

(x* —ay)+(y* -2ax) =0 zusammenzufassen,

x?-2ax+y*—-ay=0 zum Quadrat erganzen
(x-a)" -a’+(y=4)" -4 =0

(x-a)’ +(y-2)* =3a"
Dies beschreibt einen Kreis mit Mittelpunkt M (a/2) und Radius r =-2a; es ist

also eine der beiden Parabeln durch einen exakt konstruierbaren Kreis ersetzbar.

Es war Descartes’, der dies erkannte.

“Vgl. KAISER, NOBAUER, 1998, S. 193f.

> René Descartes (Renatus Cartesius), (1596-1650), franzdésischer Philosoph, Mathematiker und
Naturforscher. Mit Descartes begann die neuzeitliche Philosophie des kritischen und systemati-
schen Denkens. Er entwickelte den methodischen Zweifel, der nur als wahr gelten lasst, was ,klar
und deutlich” (logisch) erkennbar ist. Als letzte Gewissheit bleibt die Einsicht des ,Cogito ergo
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Heute weil man, dass das Delische Problem konstruktiv nicht mit Zirkel und
Lineal gelost werden kann, da 3/2 nicht als Quadratwurzel geschrieben werden

kann (Galois-Theorie®), oder anders ausgedruckt: Es gilt nicht 3/2™ (Gradsatz).

1.1.2. Bedeutung der Flachenverwandlungen

In der Antike war es ublich, quadratische Gleichungen mittels Flachenver-
wandlungen — geometrische Verwandlungen von Rechtecken in flachengleiche

Quadrate und umgekehrt (x* =ab) — zu lésen.’

Die Griechen brachten quadratische Gleichungen Ublicherweise auf eine der fol-

genden Formen:

x(a—-x)=F,
x(x—a)=F oder
x(x+a)=F.

Wenn a und F gegeben sind, kénnen diese Gleichungen geldst werden. Wie so oft
in der Antike wurde dabei zwar algebraisch gedacht, aber geometrisch argumen-
tiert:

Wenn man beispielsweise x(a —x) =F naher betrachtet, lautet das Problem fol-
gendermalen: Gegeben ist das Produkt zweier Zahlen (Strecken) F =u*v und
die Summe a=u+v. Gesucht (d.h. zu konstruieren) sind nun u=x und
v=a-—-X.

Man geht dabei wie folgt vor®: Zuerst wird das Rechteck (F,1) in ein flachenglei-
ches Quadrat (s,s) verwandelt — mit Hilfe von Thaleskreis und Hoéhensatz ist das

ja kein Problem.

sum®. Auf Descartes geht der Dualismus von Geist und Materie mit der Konsequenz des Leib-
Seele-Problems zurtick; als Mathematiker begrindete er die analytische Geometrie.

¢ Galois-Theorie: von Evariste Galois (1811-1832) entwickelte Theorie der algebraischen Glei-
chungen, die sich mit der Frage der Aufldsbarkeit derartiger Gleichungen befasst. Dabei wird
jeder Gleichung eine Gruppe zugeordnet, deren Struktur ein notwendiges und hinreichendes Kri-
terium fur die Auflésbarkeit durch Radikale liefert.

" Der historische Einstieg zeigt, wie in der Antike ,gerechnet” wurde; das Gleichsetzen von Strek-
ken mit Zahlen ermdglicht es, das Rechnen auf geometrische Konstruktionen zurtckzufuhren.
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Dann wird umgekehrt vorgegangen, wobei das Quadrat (s,s) in ein flachenglei-
ches Rechteck (u,v) verwandelt wird. Die konstruierten Strecken u(=x) und
v(=a —x) stellen bereits die Losungen der quadratischen Gleichung x(a—-x)=F

dar.

a=utv

A\ / V
I

In den beiden anderen Fallen [x(x—a)=F bzw. x(x+a)=F] sind u und v aus

der Differenz a=u-v bzw. a=v—-u und dem Produkt F =u*v zu konstruie-

ren.’

® Derartige Konstruktionen wurden bereits von Euklid beschrieben. Euklid, griechischer Mathe-
matiker um 300 v. Chr., fasste das mathematische Wissen seiner Zeit in den ,Elementen“ zu-
sammen und hat auch ein Buch Uber Kegelschnitte geschrieben.

°Vgl. REICHEL, 1991, S. 111-130
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1.1.3. Planimetrische Definition der Kegelschnitte

Apollonius von Perge" studierte systematisch beliebige ebene Schnitte durch

Drehkegel und nicht mehr nur solche im rechten Winkel zu einer Mantellinie. Er

leitet fur die Parabel die Gleichung y* =2px her, fur die Ellipse die Form
y> =x(2p-q) und fur die Hyperbel die Gleichung y* =x(2p+q), wobei q=2£x

ist.

1.1.3.1. Parabel
Das Rechteck (x,2p) wird in ein flachengleiches Quadrat (y,y)' verwandelt.
Wenn man p (und somit 2p) konstant halt, wahrend man x variiert, so liegen

die Punkte P(x,y) genau auf der Parabel y* =2px . Die Parabel kann also durch

diese Eigenschaft definiert und auch konstruiert werden.

¥4

2p X

"

2p

.

Das Wort ,Parabel“ kommt aus dem Griechischen. TtapaaAieiv bedeutet so viel

wie ,,Anlegung” (para ... entlang, bei; ballein ... werfen, legen), ndmlich das An-

legen des flachengleichen Quadrates (y,y) an das Rechteck (x,2p). In der Lite-

ratur ist eine Parabel eine gleichnishafte belehrende Erzahlung.

1% Apollonius von Perge, griechischer Mathematiker (262-190 v. Chr.), gab in seinem Hauptwerk
»Konika" eine Zusammenfassung der damaligen Kenntnisse und erganzte sie durch eigene Resul-
tate. Die Bezeichnungen Ellipse, Parabel und Hyperbel stammen von ihm.

! Die Bezeichnungen wurden natiirlich so gewahlt, dass der Zusammenhang zur heutzutage ubli-
chen Parabelgleichung deutlich wird.
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1.1.3.2. Ellipse

Um die Ellipse in analoger Weise einfihren zu kénnen, muss man den Parame-
ter p derart wéhlen, dass p==% ist”. Die Punkte der Ellipse entstehen nun
durch Verwandlung der Rechtecke (x,2p—q) in flachengleiche Quadrate (y,y),

wobei Q auf der Diagonale des Rechtecks (2a, 2p) wandert.

YA\

®V

y* =x*(2p-q)

y* =2px —Qx
Das Quadrat (y,y) entsteht durch Flachenverwandlung des um das Rechteck
(x,q) verminderten Rechtecks (x,2p). Daraus leitet sich — war ja fast schon zu

erwarten — der von Apollonius eingefuhrte Name ,Ellipse” ab. eAAeimtelv bedeutet
nichts anderes als , Auslassung, Weglassung.” In der Sprachwissenschaft ist eine

Ellipse eine Einsparung von Satzteilen, z.B. ,mach ich” statt ,,das mache ich“.

Da nun wegen ahnlicher Dreiecke q:x =2p:2a = p:a ist, ergibt sich

2 Mit mehr Wissen Uber Kegelschnitte kann man die Wahl von p begrtnden: Als MaR fur die

Form der Ellipse wird die Brennpunktsordinate p angegeben: Aus eiz+%:1 lasst sich

— — 2 2 _ p2
p=y, =2Va?-e? =2 berechnen.
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y* =2px - x* p=1%
2 2 2 2 2
ys =25 x-25X *a
a’y® +b’x? —2ab’x =0 zum Quadrat ergéanzen

a’y® +b*(x -a)> —a’®* =0
a2y2 + bZ(X _ a)Z - a2bZ

Diese Gleichung stellt eine Ellipse, deren linker Scheitelpunkt sich im Koordina-

tenursprung befindet, in der heute tblichen Schreibweise dar.

1.1.3.3. Hyperbel

Die Hyperbel lasst sich in analoger Art und Weise einfuhren. Wieder wahlen wir
fur p =2". Diesmal entsteht das Quadrat (y,y) durch Flachenverwandlung des

um das Rechteck (x,q) vermehrten Rechtecks (x,2p).

7

y? =x*(2p+q)
y? =2px +0gx

" Als MaB fur die Form einer Hyperbel wird die Brennpunktsordinate p angegeben. Dieses lasst

sich aus £ — =" =7 errechnen: p=y_=5\e -2’ =1 .
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Aus dieser Tatsache leitet sich auch der Name ,Hyperbel“ ab. vrtepBoAAelv heildt
wortlich ,Ubersteigen, Ubertreffen”, womit die ,Vermehrung“ bzw. der ,Uber-
schuss” des zu verwandelnden Rechtecks gemeint ist. In der Sprachwissenschaft
ist eine Hyperbel eine Ubertreibung, z.B. ,himmelhoch* oder ,wie Sand am

Meer"“.

Bei der Hyperbel ergibt sich wegen Ahnlichkeitsiiberlegungen folgende Bezie-
hung: q:x=2p:2a=p:a.

y* =2px +5x’ p==%
2 2 2,2 2
y: =28 X+ 25X *a
a’y? -b*x* -2ab’x =0 zum Quadrat erginzen

a’y?-b*(x+a)*+a’b* =0
bZ(X +a)2 _a2y2 - aZbZ

Die Gleichung beschreibt eine Hyperbel in der heute Ublichen Schreibweise, de-

ren rechter Scheitelpunkt im Koordinatenursprung liegt."

"vgl. FLADT, 1965, S. 7-11
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1.1.4. Scheitelgleichung

Eine neuere Form, die eben geschilderten Zusammenhange zu beschreiben, er-
kennt man in der gemeinsamen Scheitelgleichung: Werden die Scheitel von El-
lipse, Parabel und Hyperbel in einen Punkt, den Nullpunkt, verschoben, sodass
der Mittelpunkt der Ellipse in (a/0) liegt, und der der Hyperbel in (-a/0), so
lautet die Scheitelgleichung der Kegelschnitte y? =2px +(g* —-1)x?, wobei p der
Parameter und ¢ die sogenannte numerische Exzentrizitat € = ¢ ist.

£€?-1<0 eineEllipse (insbes. fir £ =0 ein Kreis),

Es ergibt sich fir e? -1 =0 eine Parabel,
€?-1>0 eine Hyperbel.

Aus der Scheitelgleichung y? =2px +(g* -1)x* entnimmt man sofort, dass die

Kegelschnitte achsensymmetrisch (im Bezug auf die x-Achse) sind, denn mit

(x/y) istauch (x/-y) ein Kurvenpunkt.

Die folgende Zeichnung zeigt Kurven mit konstantem p und variierendem ¢. Es
wird gewissermafen ein Film abgerollt, der die Verwandlung der Kegelschnitte
zeigt: ,Stehende* Ellipsen (a<b) verwandeln sich Uber den Kreis
(Radius = p=a=b) in ,liegende” Ellipsen (a >b). Diese brechen schlie3lich fur
€ =1 zu einer Parabel auseinander, die dann fur € >1 in Hyperbeln mit einem
neuen, zweiten Ast tbergeht, wobei mit zunehmendem & die Aste immer steiler
werden und immer néher zusammenrtcken, bis sie schliellich mit der y-Achse

zusammenfallen.
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Bemerkung: Interessant ist es, das Wandern der Brennpunkte zu verfolgen. Die
Zeichnung ist in vergroRertem Malistab gefertigt. Die Brennpunkte der liegenden
Ellipsen, der Parabel und der Hyperbeln sind auf der x-Achse zu finden, wahrend
die Brennpunkte der stehenden Ellipsen auf dem Kreis mit dem Radius=% vom
Nullpunkt (¢ -1 = —») bis zum Kreismittelpunkt (& =0) wandern:

y

-~ Hyperbe1n<— ;:'U <« liegende Ellipsen +—

o
)
on
@
—

Aus der allgemeinen Scheitelgleichung und den Gleichungen fir Ellipse bzw.

Hyperbel kann man leicht die Lange der Achsen berechnen: a=—_>- und b= J% :

Fiar den Brennpunkt der stehenden Ellipse ergibt sich also: x. :a:Ef_l und

Yy, =e, wobei e?=b?-a?=PL - P = P (g2_7-1): also ist

220 (242 (21

*-\/(¢? =1)-1. Eliminiert man aus x. und y. das sich andernde £* -1, so

Ye =2
erhalt man als Kurve der Brennpunkte der stehenden Ellipsen den Kreis

2
(X_g)Z +y2 :pT.lﬁ

Bvgl. KUHLEIN, 1979, S. 101-103
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1.2. Die Kegelschnitte als Kegel-Schnitte

(Kegelschnitte in der raumlichen Geometrie)

Kegelschnitte als Schnitte einer Ebene E mit einem geraden Drehkegel mit hal-

bem Offnungswinkel ¢ .

Wenn die Ebene E die Kegelspitze S nicht enthalt, unterscheidet man je nach
-Neigung” der Ebene E (a sei der Winkel zwischen der Kegelachse und der
Schnittebene) verschiedene Schnittfiguren, die Kegelschnitte genannt werden:
Kreis, Ellipse, Parabel und Hyperbel:

Wenn (¢ <a), so heillt der Kegelschnitt Ellipse. Wenn der Spezialfall

a = Zeintritt, so entsteht ein Kreis.
Ist (¢ =a), so ist die Ebene zu einer Mantellinie parallel, und eine Parabel ent-

steht.

Falls (¢ >a), so wird der entstehende Kegelschnitt Hyperbel genannt.

Die folgende Abbildung stammt aus SCHEID, 1991, S. 181.

Wenn die Schnittebene E aber die Spitze S des Doppelkegels enthalt, so sind
die Schnittfiguren

entweder ein Punkt, namlich die Spitze S selbst, (¢ <a)
oder eine Mantellinie, wenn die Ebene E den Kegel berihrt, (¢ =a)
oder zwei einander in der Spitze S schneidende Mantellinien. (¢ >a)

Diese Schnittfiguren werden als zerfallende Kegelschnitte bezeichnet.
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1.2.1. Lichtkegel aus einem Lampenschirm

Dieses Modell der Einfihrung der Kegelschnitte knupft an die Alltagserfahrung
der Schuler an, denn Kegelschnitte treten haufig auf, z.B. in den Lichtkegeln, die
aus einem Lampenschirm nach oben und unten auf eine Wand fallen: Wird eine
ebene Flache direkt Gber den Lampenschirm gehalten, so entsteht ein Kreis, der
umso groller wird, je weiter die Flache von der Gluhbirne entfernt wird. Wird die
Flache langsam gekippt, so wird der Lichtkreis zu einer Ellipse, die, wenn man
den Neigungswinkel der Flache nicht verandert, aber die Ebene vom Lampen-
schirm weiter weg bewegt, zu einer grolReren Ellipse wird, deren Verhaltnis zwi-
schen groRerer und kleinerer Achse sich nicht andert. Wenn man nun die Ebene
allméhlich starker Kkippt, so rucken die Brennpunkte immer weiter auseinander
und es entstehen immer ,langere” Ellipsen, bis schlieRlich ein Brennpunkt ins
Unendliche rickt und die Ebene parallel zu einem der Strahlen ist, die am Rand
des Lampenschirms austreten, wodurch eine Parabel erzeugt wird. Wenn man
sich die Projektionsflache des Lampenlichts an der Wand ansieht, so entdeckt
man in den meisten Féllen jedoch weder eine Ellipse noch eine Parabel, sondern
zwei Aste einer Hyperbel; Ublicherweise gehoren der untere und der obere Ast
jedoch nicht zur selben Hyperbel, da durch die Position der Glihlampe im Lam-
penschirm zwei unterschiedliche Kegel erzeugt werden. Wenn aber die Glihbirne
genau in der Mitte eines zylindrischen Schirms sitzt, so schneidet die in der Na-
he stehende senkrechte Zimmerwand eine Hyperbel aus dem Lichtkegel — jeden-
falls theoretisch, denn es gibt einen Unterschied zwischen der mathematischen
Behandlung und der ihr zugrundeliegenden physikalischen Beobachtung: In
Wirklichkeit ist eine Gluhbirne keine punktférmige Lichtquelle, sodass der Rand
eines Schattens nie eine prazise Kurve darstellen wird. Wird die Schnittebene
von der Lampe wegbewegt, so wird das Bild immer diffuser. Die Behauptung,
dass ein Bild ein Kreis, eine Ellipse, eine Parabel oder eine Hyperbel sei, ist also

eine mathematische Abstraktion.'

' vgl. BANCHOFF, 1990, S. 58-60
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1.2.2. Dandelinsche Kugeln

Dass bei Schnitten eines Doppelkegels mit Ebenen unterschiedlicher Lagen
wirklich die Kegelschnitte (Kreis, Ellipse, Hyperbel bzw. Parabel) entstehen, ist
glaubwirdig, zumal sie ja durch einfache Experimente (z.B. Wasseroberflache in
einem kegelformigen Gefal oder die eben beschriebene Betrachtung der Lichtke-
gel aus einem Lampenschirm) sichtbar gemacht werden kdnnen, aber keineswegs
selbstverstandlich. (Warum z.B. sollte die Rundung einer Ellipse, die zur Spitze
des Kegels weist, genauso grol3 — und nicht schmaler — sein, als die Rundung, die

naher der Grundflache ist?)

Ein eleganter Beweis fur die Kegelschnitte wurde im frihen 19. Jahrhundert von
den belgischen Mathematikern Pierre Germinal Dandelin (1794-1847) und Adol-
phe Quetelet (1796-1874) gefunden: Dabei werden eine (im Fall der Parabel) bzw.
zwei Kugeln (im Fall der Ellipse und der Hyperbel) in den Doppelkegel so einge-
palit, dass sie sowohl den Kegelmantel als auch an einem Punkt die Schnittebene
berthren. Mit Hilfe dieser Dandelinschen Kugeln werden nun die Eigenschaften

der Kegelschnitte naher untersucht:

1.2.2.1. Ellipse

Gezeigt werden soll, dass eine Ellipse entsteht, wenn die Schnittebene E nur
einen Mantel des geraden Drehkegels durchschneidet und weder normal zur Ke-
gelachse noch parallel zu einer den Kegel erzeugenden Mantellinie ist.

Die obere, kleinere Kugel bertihrt den Kegel im Kreis k; und die Schnittebene E
im Punkt F,, die untere Kugel bertihrt den Kegel im Kreis k,und die Ebene E

im Punkt F,. F, und F, werden Brennpunkte der Ellipse genannt.

P sei ein beliebiger Punkt der Schnittlinie (Ellipse). Die Mantellinie durch den
Punkt P und die Kegelspitze S schneidet die Kreise k; und k, in den Punkten
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B, und B, . Die Strecken PF, und PB; sind gleich lang", da Tangentenabschnit-
te von einem aufleren Punkt an eine Kugel immer gleich lang sind. Analoges gilt
fur die Strecken PF, und PB,, namlich: PF, = PB, . Bei Addition obiger Glei-

chungen ergibt sich:

PF, + PF, =PB, +PB, = B,B, .

Die Lange der Strecke B,B,, die durch den Kegel und die Lage der Schnittebene
eindeutig festgelegt, also konstant ist, wird ublicherweise mit 2a bezeichnet. Da-

durch ist eine Ellipse eindeutig bestimmt:

Def.: Eine Ellipse ist die Menge aller in einer Ebene liegenden Punkte P, fur die
die Summe der Abstande von zwei festen Punkten dieser Ebene, namlich den

Brennpunkten F, und F,, konstant ist:

ell :{P DE|P_Fl+P_FZ:2a}

17 Falls kein Plexiglasmodell zu den Dandelinschen Kugeln der Kegelschnitte vorhanden ist, kann
man sich auch leicht selbst ein Modell basteln: Es reicht, sich mit der (vorderen) Halfte des Ke-
gels zu begnugen. Der Achsenschnitt mit der Spitze und den Brennpunkten F1 und F2 wird ins
Heft gezeichnet, wéhrend die (halben) Scheiben der Berthrkreise ki und kz von Kegel und Kugel
sowie die (halbe) Flache des Kegelschnittes aufgeklebt werden. Die drei Ebenenstiicke stehen
senkrecht auf die Papierebene. Die Spitze des Kegels S, ebenso wie ein Punkt P der Ellipse und
die Punkte B:1 bzw. B2 der Beruhrkreise werden markiert. Die Mantellinie, auf welcher diese
Punkte liegen, ebenso wie der Kegelmantel, die Kugeloberflachen und das symmetrische Gegen-
stuck des Kegels hinter dem Zeichenblatt mu3 man gedanklich erganzen.
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Dieser Beweis bestimmt auch die Leitgeraden und verknupft sie mit den Brenn-
punkten und der numerischen Exzentrizitat, welche fir eine Ellipse kleiner als 1
ist.

Seien |, und |, die Schnittgeraden der Schnittebene mit den zueinander paral-
lelen Ebenen, in denen die BerUhrkreise k; und k, der Dandelinschen Kugeln
liegen. Seien nun L, und L, die Schnittpunkte der Normalen auf I, bzw. |,

durch P.

Dann ist L,L, der Abstand der Geraden |, und 1,; dieser ist groR3er als 2a.
PF, + PF, =2a = &(PL, +PL,) wobei ¢ <1.
I, und |, werden auch Leitgeraden der Ellipse genannt.

Die Dreiecke PB,L, und PB,L, sind zueinander ahnlich. Aufgrund des Strahlen-

satzes gilt also PB, : PL, =PB, : PL,. Da aber PB, = PF, und PB, = PF,, kann

substituiert werden: PF, : PL, =PF, :PL, =B,B, : L,L, .

Dieses Verhaltnis ist eine Konstante, namlich die numerische Exzentrizitat €:

far jeden Punkt P der Ellipse ergibt sich also: PF, : PL, =PF, : PL, =¢.
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Dass der Wert der numerischen Exzentrizitdt € mit dem

obigen & aus der Gleichung P_F1 + P_F2 =2a= e(P_I_l + P_I_Z),

welche &aquivalent ist zu (PF1+PF2):(PL1+PL2):£ uber-

einstimmt, ist aus folgender Zeichnung leicht ersichtlich:

PF,:PL, =PF,:PL, =¢
[- [-
PB,:PL, =PB,:PL, =|PB, + PBZ): \PL, + PL2)=
[ /-
= PF, +PF2): PL, +PL2):£

Satz: Fur jeden beliebigen Punkt P einer Ellipse
gilt: das Verhaltnis der Entfernung zwischen P
und einem Brennpunkt F zum Abstand von P

, zur zugehorigen Leitgeraden | hat einen festen
Wert € <1:

PF :PL =€ mit £ <1.
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1.2.2.2. Parabel

Nun betrachten wir die Parabel. Sie entsteht genau dann, wenn die Schnittebe-

ne E parallel zu einer Mantellinie des Kegels steht.

Bei der Parabel gibt es nur eine Dandelinsche Kugel, die den Kegelmantel im
Kreis k und die Schnittebene E im Punkt F beruhrt. Die Schnittgerade der
Ebene durch den Kreis k mit der Schnittebene E wird Leitgerade | genannt.
Auf ihr befindet sich der Ful3punkt des Lots durch P .

Die Mantellinie des Kegels, die durch einen beliebigem Punkt P der Schnittkur-

ve und die Kegelspitze verlauft, schneidet den Kreis k im Punkt B. Wenn man

die Strecke P'B', die auf der zur Schnittebene E parallelen Mantellinie liegt,

zieht, wobei B’ auf dem Beruhrkreis k liegt, und P'auf demselben Kreis wie P,
dann ist PB'=PB =PF und P'B'=PL (Parallelogramm), also ist PF =PL (in

Analogie zur Ellipse ausgedriickt: PF : PL =& mit ¢ =1).

Das ist genau die Definition einer Parabel:
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Def.. Eine Parabel ist die Menge aller in einer Ebene
E liegenden Punkte P, von denen jeder von einer ge-
gebenen Geraden |, der sogenannten Leitgeraden, und
von einem festen Punkt in der Ebene, dem Brenn-

punkt F , gleichen Abstand hat:

par ={P DE|PI = PF}

1.2.2.3. Hyperbel

Bleibt noch die Hyperbel: Sie entsteht, wenn die Schnittebene beide Halften des
Doppelkegels schneidet, nicht aber die Spitze enthalt.

Es werden dieselben Bezeichnungen wie bei der Ellipse verwendet. Wieder wer-
den die Beruhrpunkte der Dandelinschen Kugeln mit der Schnittebene E mit F,
und F, bezeichnet; die Kreise, an denen die Kugeln den Kegel berthren, werden
k, bzw. k, genannt. P ist ein beliebiger Punkt der Schnittkurve. Die den Kegel
erzeugende Mantellinie durch P schneidet den Kreis k;, im Punkt B, und den

Kreis k, im Punkt B, .
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Die Strecken PF, und PB, sind gleich lang, da die Tangentenabschnitte von ei-

nem auBeren Punkt an eine Kugel gleich lang sind. Ebenso gilt: PF, =PB, . Da

|PBl - PBZ| far alle Punkte der Hyperbel konstant, ndmlich gleich 2a, ist, gilt:

Def.: Eine Hyperbel ist die Menge aller in einer Ebene E liegenden Punkte P,
fur die der Betrag der Differenz der Abstande von zwei festen Punkten dieser

Ebene, den sogenannten Brennpunkten F, und F,, konstant, namlich =2a ist.

hyp={P OE| [PF, - PF,| = 2a}

Seien |, und 1, die Schnittgeraden der Schnittebene E mit den zueinander pa-
rallelen Ebenen, in denen die Berthrkreise k; und k, der Dandelinschen Kugeln

liegen. Seien nun L, und L, die Schnittpunkte der Normalen auf I, bzw. I,

durch P. L,L, ist der Abstand der Geraden |, und 1,; dieser ist kleiner als 2a.
PF, -PF, =2a =&(PL, - PL,) wobei £ >1.

Die Dreiecke PB,L, und PB,L, sind zueinander ahnlich. Aufgrund des Strahlen-

satzes gilt also PB, : PL, =PB, : PL,. Da aber PB, = PF, und PB, = PF,, kann

substituiert werden: PF, : PL, =PF, :PL, =¢.
I, und |, werden auch Leitgeraden der Hyperbel genannt.

Satz: Fur alle Punkte P einer Hyperbel hat das Ver-
héaltnis der Entfernungen von einem Brennpunkt zum
Abstand von der zugehorigen Leitgeraden einen festen

Wert € >1:

PF :PL =& mit £>1.¢

¥ vgl. SCHEID, 1991, S.181-186



Verschiedene Zugange Die Kegelschnitte als Kegel-Schnitte 21

Oben abgebildete Schréagrisszeichnungen zeigen nur ein verzerrtes Bild der Ke-
gelschnitte. Eine einfache Mdglichkeit, ausgehend von einer Aufrisszeichnung,

die wahre Gestalt eines Kegelschnitts zu erhalten, wird nun beschrieben:

y

Aufriss

Rissachse
X

Grundriss 4

Ea

Aus der Aufrissdarstellung, in der der Schnitt der Ebene E" mit dem Kegel als
Strecke erscheint, wird zunachst der Grundriss der Ellipse erzeugt. Der Grund-
risspunkt P', der zum Aufrisspunkt P" gehdrt, liegt sowohl auf der zur Rissach-
se Normalen durch P", als auch auf der Kegelmantelerzeugenden, die in Grund-
rissdarstellung als Radius der kreisformigen Grundflache des Kegels erscheint.
Die Grundrissfigur der Ellipse ist noch verzerrt, da die Schnittebene nicht par-

allel zur Grundflache des Kegels steht.

Um die wahre Grol3e der Ellipse zu erhalten, muss die Ebene E um ihre Schnitt-
gerade E' mit der Grundrissebene in diese Ebene hinein gedreht werden. Wah-
rend die Aufrisspunkte auf Kreisbahnen um den Schnittpunkt von E', E" und
der Rissachse gedreht werden, bewegen sich die Grundrisspunkte auf Normalen
zu E'. Der Punkt P entsteht schlieBlich aus dem Aufrisspunkt nach der eben

beschriebenen Drehung und den Punkt P' aus der Grundrissdarstellung.”

¥ vgl. HAACK, 1971, S. 34-36



