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Karl Wilhelm Feuerbach, seinKreis und die Dreiecksgeometrie
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§1. Dreiecksgeometrie
Zu denanspruchsvollerenKapitelndesLehrplansfür dasgymnasiale8. Schuljahrzähltdie

sogenannteDreiecksgeometrie. Die Sätze, daßsichdie Winkelhalbierendenbzw. Mittelsenkrechten
bzw. Seitenhalbierendenbzw. HöheneinesDreiecksin einemPunktschneiden, sinddie ersten
mathematischenSätzein derSchule, derenBeweisenicht trivial (auchnicht für einen
Mathematiker) sind. Danachist für die Schülerdie DreiecksgeometriezuEnde; undin derTat
würdemankaummehrerwartenin einemLehrplan, wo derUmfangswinkelsatzbereitszum
fakultativenStoff zählt.

Natürlichist damitdie Dreiecksgeometrienicht zuEnde. VielenTeilnehmernvon
MathematikolympiadensindwahrscheinlichAufgabenmit dreiecksgeometrischemInhalt begegnet;
einigewissenbeispielsweise, daßdie HöheneinesDreiecksdie Winkel desHöhenfußpunktdreiecks
halbieren. In derTat ist die MathematikolympiadeeinerderwenigenOrte, wo Dreieckenoch
heimischsind. Ansonstenist dieservonCeva, Eulerundanderenbegründeteundim 19. Jahrhundert
nochsehrpopuläreZweigderMathematikheutefastinsVergessengeraten.

Ein Grunddafürist vielleichtderfolgende: Mit derAusnahmeeinigerganzfundamentalerSätze
undz. B. desLemoinepunkteshabendie meistenErgebnissederDreiecksgeometriekeine
Anwendungenin derMathematikundin dersonstigenWissenschaft. Diesläßtsichabergenauso
vonderganzenUnterhaltungsmathematikbehaupten. Der tiefereGrunddesVerfallsderGeometrie
ist viel eherderMangelvongeometrischerErfahrungsogarbei professionellenMathematikern.
DazuhatderBourbakismuseinigesunddie BildungsmiseredenRestbeigetragen.

Dreiecksgeometrieist ein Teil einerallgemeinerenTheorie, der”HöherenEuklidischen
Geometrie” (”AdvancedEuclideanGeometry” ). Diesist eineFortsetzungderSchulgeometrie, die
jedochausschließlichvonelementarerMathematikVerwendungmacht.

Wersichfür HöhereEuklidischeGeometrieinteressiert, kannz. B. in [4] nachschlagen. Die
unlängsterschienenen”WegezugeometrischenSätzen” vonHaag[13] beinhaltenaucheineMenge
vonGeometrie; dasältereBüchlein[5] gehttief in die Dreiecksgeometriehinein, ist aberwegender
chaotischenundteils schwerverständlichenDarstellungmit Vorsichtzugenießen. Als
Gegenbeispielerwähneich schließlichdasneueBuch[14]; hier wird die Dreiecksgeometrie
höchstensgestreift(undzwaranzweiMinimalproblemen), undFeuerbachwird genausowie z. B.
Cevamit keinemWort erwähnt(undDarbouxwird nur in einerAufzählunggenannt).

Ich habeselberversucht, einigeBeispielefür dreiecksgeometrischeForschungin [15]
zusammenzutragen. Esgibt keinenSinn, diesehier zuwiederholen; wir werdenunshier mit den
EigenschaftendesDreiecksauseinandersetzen, die mit derForschungvonKarl Wilhelm Feuerbach
verbundensind.

§2. Karl Wilhelm Feuerbach(1800-1834)
Wir beginnenmit einemAbrissderBiographiedesGeometersKarl WilhelmFeuerbach

(1800-1834), einesMitbegründersderDreiecksgeometrie. Genaueresdazufindet sichin [2] oder
[12], oderwenigerausführlichin [19] und[20].

GeborenwurdeFeuerbachin Jenaam30. Mai 1800 alsSohndesbekanntenStrafrechtlersPaul
JohannAnselmFeuerbach(1775-1833), BruderdesPhilosophsLudwig Feuerbach(1804-1872) und
OnkeldesMalersAnselmFeuerbach(1829-1880). 1817 beginntKarl FeuerbachdasStudiumander
UniversitätErlangen, versuchtsichanMathematik, PhysikundRechtswissenschaft. 1819 gehter
nachAnsbach, wo er PrivatunterrichtvomGymnasiallehrerKarl H. I. Buzengeiger(1771-1835)
bekommt; danachstudierter in Freiburg. Er promoviertim Februar1822 mit einerSchrift namens
”EigenschafteneinigermerkwürdigenPunktedesgeradlinigenDreiecks, undmehrererdurchsie
bestimmtenLinienundFiguren. Eineanalytisch-trigonometrischeAbhandlung” . Wir werdengleich
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aufdieseSchrift zurückkommen.
Ab 1823 unterrichtetFeuerbachamGymnasiumFridericianumin Erlangen, er wird jedoch

1824 aufgrundseinerfrüherenpolitischenAktivität verhaftet. Er wird depressiv, unternimmtzwei
Selbstmordversuche, beschäftigtsichaberweiterhinleidenschaftlichmit Mathematik; 1825 wird er
freigelassenundab1826 unterrichteter amGymnasiumin derKleinstadtHof. Er beginntein
ManuskriptüberTetraedergeometrie, in demer die unabhängigvonMöbiusdasSystemder
baryzentrischenKoordinatenentwickelt, ein Koordinatensystem, daßsichspäteralsungeheuer
hilfreich erweist, undzwarin derTetraedergeometriegenausowie in derenebenemGegenstück, der
Dreiecksgeometrie.

Die Geisteskrankheitsetztjedochzu. 1830 mußer denSchuldienstverlassen, alser vor einer
Schulklassemit einemSchwerterscheintunddroht, jedemdenKopf abzuschlagen, dereine
Gleichungnicht lösenkann. Auch für die VollendungdesManuskriptsüberTetraedergeometrie
reichtseineKraft nicht mehraus. Am 12. März1834 stirbt Karl Wilhelm Feuerbachin Erlangen.

§3. ” Eigenschafteneiniger merkwürdigen Punkte...”
Kommenwir jetzt zurückzuFeuerbachsSchrift

”EigenschafteneinigermerkwürdigenPunktedesgeradlinigenDreiecks, undmehrererdurch
siebestimmtenLinienundFiguren. Eineanalytisch-trigonometrischeAbhandlung” .

DadasOriginal schwerzugänglichwar, wurdediesesBuchschon1908 nachgedruckt([1]),
ergänztum ein 6 SeitenlangesLiteraturverzeichnis. OffensichtlichmußFeuerbachsBüchleinein
gewaltigesEchoin derMathematikerwelthervorgerufenhaben. In derTat wareseinederersten
umfassendenArbeitenausderDreiecksgeometrie.

DasBuchbeginntmit einer14seitigen VorredevonKarl Buzengeiger, in derer überdie Rolle
derGeometrieundderMathematikallgemeinphilosophiert. Die Abhandlungselberist in sechs
Abschnitteunterteilt, jedereinzelnedavonin mehrere(durchgehendnumerierte) Paragraphen.

Die Methode, mit derFeuerbachGeometrietreibt, ist ”analytisch-trigonometrisch” . Das
bedeutet, daß- im UnterschiedzursynthetischenMethode- die Sätzevor allemdurch
trigonometrischeRechnungbewiesenwerdenundnicht durchgeometrischeÜberlegungenà la
Euklid. Allerdingsgibt Feuerbachim letztendersechsAbschnittedie synthetischen(d. h. rein
geometrischen) Beweisevon9 Ergebnissen, die er vorheranalytischgezeigthat.

Die meistenErgebnissevonFeuerbachsindalgebraischeRelationenzwischenverschiedenen
GrößenundLängeneinesDreiecks. Esfindensichgelegentlichaberauchgeometrische
Sachverhalte, unteranderemdie SätzevonFeuerbach, die ich im folgendenvorstellenwerde.

§4. Der ” kleine Satzvon Feuerbach”
Wir kommenjetzt zuderDreiecksgeometrieunddamitzudenErgebnissenvonFeuerbach, die

seinerAbhandlungüberdasDreieckammeistenzu ihremRuhmverholfenhaben.
SeiABCein beliebigesDreieck. Wir bezeichnenmit A

�
, B

�
undC

�
die MittelpunktederSeiten

BC, CA bzw. AB, undmit Ha, Hb undHc die FußpunktedervonA, B bzw. C ausgehendenHöhen
diesesDreiecks. In §56 seinerAbhandlung[1] zeigtKarl Feuerbach(Fig. 1):

Satz1: Die PunkteA
�
, B

�
, C

�
, Ha, Hb undHc liegenaufeinemKreis.

In Worten: Die Seitenmittenunddie HöhenfußpunkteeinesDreiecksliegenaufeinemKreis.
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ZumBeweisdiesesSatzesbenutztFeuerbachkomplizierteFormelnfür Abständezwischen

gewissenmerkwürdigenDreieckspunkten. Wie wir heutewissen, gehtesviel einfacher: Mit
Umfangswinkelsatz, StufenwinkelsatzundetwasGeschickist manschnellamZiel; Beweisedieser
Art findetmanin [2], S. 8-9, [4], Kapitel 1 §8, [5], AbschnittIV.2, [8], Abschnitt46 oderin [15],
§13. Alle solchenBeweisesindim Grundegenommenidentischoderzueinanderähnlich. Die
folgendeHerleitungvonSatz1 ist möglicherweiseneuundhatdenVorteil, überhauptkeine
Rechnungenzubenötigen(nicht einmalWinkelrechnungen), undist damitleicht zumerken.

Betrachtenwir (Fig. 2) nurdie PunkteA, B, C, A
�
, B

�
undC

�
. DasDreieckA

�
B

�
C

�
heißt

MittendreieckdesDreiecksABC; die vier DreieckeAB
�
C

�
, BC

�
A

�
, CA

�
B

�
undA

�
B

�
C

�
sindalle

zueinanderkongruent, ähnlichzumDreieckABCundhabenjeweilsdie Seiten a
2

, b
2

und c
2

,

wobeia, b undc die SeitendesDreiecksABCsind. Fernerhabenwir B
�
C

� �
BC, C � A � �

CA und
A � B � �

AB nachdemSatzvonderMittelparallelen.
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(SieheFig. 3.) DerAbstandvondemPunktA zuderGeradenB � C � ist halbsogroßwie der

AbstandvonA zuderGeradenBC. Betrachtenwir aberdenFußpunktHa dervonA ausgehenden
HöhedesDreiecksABC, dannist die GeradeAHa orthogonalzuderGeradenBC, alsozuB � C �
(dennB � C � � BC); fernerist derAbstandAHa gleichdemAbstandvonA zurGeradenBC, also
doppeltsogroßwie derAbstandvonA zurGeradenB � C � . Somitist derPunktHa dasSpiegelbild
desPunktesA anderGeradenB � C � .

Die DreieckeAB� C � undA � B � C � sindkongruent; alsosindauchihre Umkreisekongruent, undda
dieseUmkreisedie PunkteB � undC � gemeinsamhaben, müssensiezueinandersymmetrisch
bezüglichderGeradenB � C � sein. Dasheißt, derUmkreisdesDreiecksA � B � C � ist dasSpiegelbild
desUmkreisesdesDreiecksAB� C � anderGeradenB � C � . Andererseitsist derPunktHa das
SpiegelbilddesPunktesA anderGeradenB � C � . DaderPunktA aufdemUmkreisdesDreiecks
AB� C � liegt, liegt alsoderPunktHa aufdemUmkreisdesDreiecksA � B � C � . Analogliegendie
PunkteHb undHc aufdemUmkreisdesDreiecksA � B � C � ; folglich liegendie PunkteA � , B � , C � ,
Ha, Hb undHc aufeinemKreis, womit Satz1 bewiesenist.

DieserKreisdurchdie sechsPunkteA � , B � , C � , Ha, Hb undHc wird alsFeuerbachkreisdes
DreiecksABCbezeichnet.
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§5. Der FeuerbachkreisalsNeunpunktekreis

Karl Feuerbachwarabernicht dererste, derdiesenKreis fand. Bereits1821, alsoein Jahrvor
derVeröffentlichungvonFeuerbachsSchrift [1], zeigtenCharles-JulienBrianchonundJeanVictor
Ponceletein Resultat, in demSatz1 enthaltenist:

Satz2: SeiH derHöhenschnittpunktdesDreiecksABC, undseienD, E undF die Mittelpunkte
derStreckenAH, BH bzw. CH. Dannliegendie neunPunkteA � , B � , C � , Ha, Hb, Hc, D, E undF
aufeinemKreis.

In Worten: Die Seitenmittenunddie HöhenfußpunkteeinesDreiecksunddie Mittelpunkte
zwischendenDreieckseckenunddemHöhenschnittpunktliegenaufeinemKreis. (SieheFig. 4.)
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Die PunkteD, E undF sindalsodrei neuePunkteaufdemFeuerbachkreisdesDreiecksABC.

Diesist derGrund, weshalbderFeuerbachkreisoftmalsalsNeunpunktekreisbezeichnetwird.
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Ponceletinteressiertsichfür denFeuerbachkreisalsgeometrischerOrt derMittelpunktealler
rechtwinkligenHyperbeln, die durchdie EckendesDreiecksABCgehen. Wir dagegenwerden
weiterhinelementargeometrischeEigenschaftendesFeuerbachkreisesuntersuchen.

Kommenwir aberzuerstzumBeweisvonSatz2. Esseiangemerkt, daßSatz2 ja eine
ErweiterungvonSatz1 darstellt; bei denmeistenmodernenBeweisenvonSatz1 wird Satz2
mitbewiesen. Bei derHerleitungvonSatz1, die ich in §4 gegebenhabe, ist dasabernicht derFall.
Allerdingsist dieskein Problem, dennSatz2 läßtsichunschwerausSatz1 ableiten:

Betrachtenwir die PunkteHa, Hb undHc. DiesePunktehattenwir alsHöhenfußpunktedes
DreiecksABCdefiniert; abersiesindgleichzeitigdie HöhenfußpunktedesDreiecksBHC, denndie
HöhendiesesDreieckssindBHc, HHa undCHb. NachSatz1 liegendie Seitenmittenunddie
HöhenfußpunkteeinesDreiecksaufeinemKreis, d. h. die SeitenmitteneinesDreiecksliegenauf
demKreisdurchdie drei Höhenfußpunkte. Wendenwir diesaufdasDreieckABCan, dannerhalten
wir, daßdie MittelpunkteA � , B � undC � derSeitenBC, CA bzw. AB aufdemKreisdurchdie Punkte
Ha, Hb undHc liegen. Wendenwir diesaberaufdasDreieckBHCan, dannfolgt, daßdie
MittelpunkteE, F undA � derSeitenBH, CH bzw. BC aufdemKreisdurchdie PunkteHa, Hb und
Hc liegen. Daein Kreisdurchdrei Punkteeindeutigfestgelegtist, fallendiesezweiKreise
zusammen, undwir erhalten, daßdie PunkteE undF aufdemKreisdurchdie sechsPunkteA � , B � ,
C � , Ha, Hb undHc liegen. Analogkönnenwir zeigen, daßdie PunkteF undD aufdiesemKreis
liegen. Somitliegenalle neunPunkteA � , B � , C � , Ha, Hb, Hc, D, E undF aufeinemKreis, waszu
beweisenwar.

Übrigenssinddie SehnenA � D, B � E undC � F DurchmesserdesFeuerbachkreises, weil�
A 	 HaD 
 90°, � B � HbE 
 90° und � C � HcF 
 90° gilt.

§6. Die Eulergerade
Die PunkteD, E undF werdengelegentlichalsEulerpunktedesDreiecksABCbezeichnet. Die

DreieckeA � B � C � , HaHbHc undDEF heißenMittendreieck, Höhenfußpunktdreieckbzw.
EulerdreieckdesDreiecksABC. DerFeuerbachkreisdes
 ABC gehtdurchdie PunkteA � , B � , C � ,
Ha, Hb, Hc, D, E undF undist damitderUmkreisdesMittendreiecks, desHöhenfußpunktdreiecks
unddesEulerdreiecksgleichzeitig.

Wo liegt eigentlichderMittelpunkt desFeuerbachkreisesundwie großist seinRadius? Um
dieseFragenzubeantworten, betrachtenwir die SeitenhalbierendenAA� , BB� undCC� desDreiecks
ABCundderenSchnittpunkt, denSchwerpunktSdesDreiecks. DaderSchwerpunkteinesDreiecks
jedeSeitenhalbierendeim Verhältnis2 : 1 teilt, gilt AS : SA� � BS : SB� � CS : SC� � 2. Das
heißt, SA� : AS � SB� : BS � SC� : CS � 1

2 . Also ist dasDreieckA � B � C � dasBild desDreiecks
ABCbei derzentrischenStreckungmit demZentrumSunddemFaktor � 1

2 . (Wir verwendenhier
undim folgendenkeineorientiertenStrecken.)

Die MittelsenkrechtederStreckeBC gehtdurchdenMittelpunkt A � vonBC undist orthogonal
zuBC, alsoauchzuB � C � (wegenB � C � � BC). Also ist sieeineHöhedesDreiecksA � B � C � . Analog
sinddie beidenanderenMittelsenkrechtendesDreiecksABCHöhendesDreiecksA � B � C � . Der
SchnittpunktderMittelsenkrechtendesDreiecksABC, alsoderUmkreismittelpunktU des� ABC,
ist alsoderHöhenschnittpunktdesDreiecksA � B � C � . DerHöhenschnittpunktdesDreiecksABC ist
aberH. Die zentrischeStreckungmit demZentrumSunddemFaktor � 1

2 überführtdasDreieck
ABC in dasDreieckA � B � C � ; alsogehtauchderHöhenschnittpunktH desDreiecksABC in den
HöhenschnittpunktU desDreiecksA � B � C � über. Dasheißt, die PunkteS, H undU liegenaufeiner
Geraden, undesgilt SU : HS � 1

2 , alsoHS : SU � 2. Wir haltendiesfest:
Satz3: DerHöhenschnittpunktH, derSchwerpunktSundderUmkreismittelpunktU eines

DreiecksABC liegenaufeinerGeraden, undesgilt HS : SU � 2.
Die Geradedurchdie PunkteH, SundU heißtEulergeradedesDreiecksABC.
Auf etwasandereWeisewurdeSatz3 in [15], §12 nachgewiesen. Die Eulergeradewurde1765

vonLeonhardEuler(1707-1783) entdeckt; sieist wohl einesdererstenResultateder
Dreiecksgeometrie, die in derNeuzeitgefundenwurden. FeuerbachbeweistSatz3 in [1], §60.
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Seijetzt N derMittelpunkt desFeuerbachkreisesdesDreiecksABC, alsoder

UmkreismittelpunktderDreieckeA � B � C � , HaHbHc undDEF. Bei derzentrischenStreckungmit
demZentrumSunddemFaktor � 1

2 , die dasDreieckABC in dasDreieckA � B � C � überführt, wird
auchderUmkreismittelpunktU desDreiecksABCaufdenUmkreismittelpunktN desDreiecks
A � B � C � abgebildet. Dasheißt, die PunkteS, U undN liegenaufeinerGeraden, undesgilt
SN : US � 1

2 , alsoUS : SN � 2.
Dadie PunkteSundU aufderEulergeradendesDreiecksABC liegen, unddie PunkteS, U und

N aufeinerGeradenliegen, liegt alsoauchderPunktN aufderEulergeradendesDreiecksABC.
AusHS : SU � 2 undUS : SN � 2 folgt HS � 2 � SUundUS � 2 � SN, also
HS � 2 � SU � 2 � US � 2 � � 2 � SN� � 4 � SN, unddamit

HN � HS � SN � 4 � SN � SN � 3 � SN;

NU � SN  US ! SN  2 " SN ! 3 " SN.

Damit ist HN ! NU; folglich ist N derMittelpunkt derStreckeHU. Wir fassenzusammen:
Satz4: DerMittelpunkt N desFeuerbachkreisesdesDreiecksABC liegt aufderEulergeraden

des# ABC undist derMittelpunkt derStreckeHU, wobeiH derHöhenschnittpunktundU der
Umkreismittelpunktdes# ABC sind. Fernergilt US : SN ! 2.

DiesenSatzzeigtauchFeuerbachin [1], §54-55. Damit habenwir die LagedesMittelpunktes
desFeuerbachkreisesbestimmt. FürdenRadiusgilt:

Satz5: DerRadiusdesFeuerbachkreisesist r
2

, wobeir derUmkreisradiusdesDreiecksABC

ist.
In Worten: DerRadiusdesFeuerbachkreiseseinesDreiecksist halbsogroßwie derRadiusdes
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Umkreises.
DieszeigtFeuerbachin §26 von [1] mithilfe vonTrigonometrie. Viel einfachergehtes

folgendermaßen: Bei derzentrischenStreckungmit demZentrumSunddemFaktor $ 1
2 , die das

DreieckABC in dasDreieckA % B % C % überführt, gehtauchderUmkreisdes& ABC in denUmkreis
des& A % B % C % , alsoin denFeuerbachkreisdes& ABC über. DerRadiuswird dabeium $ 1

2 ' 1
2

gestreckt. DaderRadiusdesUmkreisesdes& ABC gleichr ist, ist alsoderRadiusdes
Feuerbachkreisesgleich 1

2 ( r ' r
2

. Damit ist Satz5 bewiesen.
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Fig. 6
DerFeuerbachkreisundseineelementarenEigenschaftenwaren, wie schongesagt, vor

Feuerbach, nämlich1821, denfranzösischenGeometernCharles-JulienBrianchonundJeanVictor
Ponceletbekannt. NachherwurdensiewiederentdecktvonJakobSteiner(1833) undOlry Terquem
(1842).

§7. Der ” großeSatzvon Feuerbach”
Wie wir eingesehenhaben, waralsoKarl Wilhelm FeuerbachwederderErstentdeckerdes

Feuerbachkreises, nochwußteer, daßdie EulerpunkteD, E undF auf jenemliegen. DerGrund,
warumderKreis trotzdemseinenNamenerhielt(in derdeutschenLiteratur; in derenglischenwird
meistvom”nine-point circle” , alsovomNeunpunktekreisgesprochen), ist ein eleganterSatz, dener
in §57 seinerAbhandlung[1] fastbeiläufigerwähnt:

Satz6: DerFeuerbachkreiseinesDreiecksABCberührtstetsdenInkreisunddie drei Ankreise,
undzwardenInkreisinnerlichunddie drei Ankreiseäußerlich. (SieheFig. 7.)
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DieserSatzmachtesowohlFeuerbachalsauchseinenKreisberühmt. Heutzutagewird oft Satz

6 SatzvonFeuerbachgenannt, wobeigelegentlichauchSatz1 odersogarSatz2 diesenNamen
erhalten. Um solcheZweideutigkeitenzuvermeiden, könntemanSatz1 alskleinenSatzvon
FeuerbachundSatz6 alsgroßenSatzvonFeuerbachbezeichnen; in derTat ist derBeweisvon
Satz6 sehrkompliziert, wasdenTitel ”groß” rechtfertigt.

EinekleineBemerkungnoch. Die ZeichnungFig. 7 wurdemithilfe desdynamischen
Geometrieprogramms”Euklid” hergestellt; solcheGeometrieprogrammeerlauben, sehrpräzise
geometrischeFigurenzuzeichnenundsiegegebenenfallsdurch”Ziehen” aneinigenPunktenzu
deformieren. FrüherhattemandieseMöglichkeit nicht: geometrischeFigurenwarenimmerrecht
ungenau. WährendmaneinesolcheUngenauigkeitbei einfachenFigurenkaummit bloßemAuge
erkennenkonnte, warf siesichbei derZeichnungzumgroßenSatzvonFeuerbach(wie etwain [2],
S. 11 oder[5], S. 38) oft sofortinsAuge: EntwedermeidetederFeuerbachkreisdenInkreisoderer
schnittihn! EinigeAutorenmußtenoffenbar”mogeln” , um dieseflagranteUnstimmigkeitvon
TheorieundZeichenpraxiszuvermeiden. DerSatzwareinfach” too beautifulto illustrate” , wie
PaulYiu in [10] feststellt. Wie schongesagt, habenwir heutedankGeometriesoftwaredieses
Problemnicht mehr.

§8. BeweisdesSatzes
Zu sagen, derBeweisvonSatz6 ließesichnicht aufAnhiebfinden, wäreeineUntertreibung. Es

ist zwareineMengevonBeweisenbekannt, jedochist unterihnenkeiner, denmanalseinfach
bezeichnenkönnte. FeuerbachselberzeigteSatz6 rechnerisch: Er bewiesauf trigonometrischem
Wegedie Gleichungen

NO ) r
2 * + ; NOa , r

2 - + a; NOb , r
2 - + b; NOc , r

2 - + c,
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wobeiO derInkreismittelpunkt, Oa, Ob undOc die Ankreismittelpunkte, . derInkreisradiusund
. a, . b und . c die AnkreisradiendesDreiecksABCsind. AusdiesenGleichungenfolgt natürlich,
daßderFeuerbachkreis(mit Mittelpunkt N undRadius r

2
) denInkreisunddie Ankreise(mit

MittelpunktenO, Oa, Ob undOc undRadien. , . a, . b bzw. . c) berührt. DieserBeweisist
geradlinig, abermühsam; wersichinteressiert, findeteineseinerVariantenin [5], S. 39-43.

Heuteziehtmanmeistdie InversionamKreiszumBeweisvonSatz6 heran; siehez. B. [4],
Kapitel 5 §6, [7], Abschnitt6.2 oder[8], Abschnitt61.

GanzelementareBeweisesindeherdie Seltenheit; einensehrgeistreichenfindetmanin [3].
DerStandardbeweiswurdein [5], S. 37-39 vorgestellt; dort ist allerdingsdie Darstellungrecht
verworren. Ich gebehier denBeweiswieder:

Wir beginnenmit zweielementarenHilfssätzen. Dererstewird eineUmkehrungdes
Sekantensatzessein, die in derHöherenEuklidischenGeometrieoft verwendetwird. Wir
formulierendieseUmkehrungmitsamtdemSekantensatzselber:

Satz7, der Sekantensatzmit Umkehrung: SeienAB undCD zweiGeraden, die sichin einem
PunktP schneiden, undzwarseiangenommen, daßderPunktP aufdenVerlängerungender
StreckenAB undCD liegt. Genaudannliegendie PunkteA, B, C undD aufeinemKreis, wenn
PA / PB 0 PC / PD gilt. (SieheFig. 8.)

P

A

B

C

D

Fig. 8
Beweis: Wir orientierenunsim folgendenanFig. 9; für anderePunkteanordnungenverläuftder

Beweisanalog.
Teil 1: Liegendie PunkteA, B, C undD aufeinemKreis, dannist 1 BCD 0 1 BAD, also

1 BCP 0 1 DAP. Fernerist offensichtlich 1 BPC 0 1 DPA. Also sinddie DreieckeBCPund
DAP ähnlich, undesgilt PB : PC 0 PD : PA, alsoPA / PB 0 PC / PD.

Teil 2: Gilt PA / PB 0 PC / PD, dannist PB : PC 0 PD : PA. Fernerist offensichtlich
1 BPC 0 1 DPA. Also sinddie DreieckeBCPundDAP ähnlich, undesfolgt 1 BCP 0 1 DAP, d.
h. 1 BCD 0 1 BAD. Somitliegendie PunkteA, B, C undD aufeinemKreis.

Also liegendie PunkteA, B, C undD genaudannaufeinemKreis, wennPA / PB 0 PC / PD
gilt. Hiermit ist Satz7 bewiesen.
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DernächsteHilfssatzwird sein:
Satz8: SeiP ein gemeinsamerPunktzweierKreisek undk 2 . EinebeliebigeGeradeg durchP

schneidedie Kreisek undk 2 außerim PunktP nochin denPunktenQ bzw. Q 2 . Sinddie Tangenten
andie Kreisek undk 2 in denPunktenQ bzw. Q 2 parallel, dannberührensichdie Kreisek undk 2 in
P. (SieheFig. 10.)

Beweis: Im folgendenorientierenwir unsanFig. 10. SeienO bzw. O 2 die Mittelpunkteundr
bzw. r 2 die RadienderKreisek undk 2 . Dannist OP 3 OQ 3 r undO 2 P 3 O 2 Q 2 3 r 2 ; die Dreiecke
POQundPO2 Q 2 sindsomitgleichschenklig, undesgilt 4 OPQ 3 4 OQPund

4 O 2 PQ2 3 4 O 2 Q 2 P. Die Tangentenandie Kreisek undk 2 in denPunktenQ bzw. Q 2 sind
orthogonalzudenBerührradienOQbzw. O 2 Q 2 ; dadie zweiTangentenzueinanderparallelsind,
sindalsoauchdie BerührradienOQundO 2 Q 2 zueinanderparallel, undnachdemStufenwinkelsatz
gilt 4 O 2 Q 2 P 3 4 OQP. Mit 4 OPQ 3 4 OQPund 4 O 2 PQ2 3 4 O 2 Q 2 P wird dieszu

4 O 2 PQ2 3 4 OPQ, also 4 O 2 PQ 3 4 OPQ. Also liegendie PunkteO 2 , O undP aufeiner
Geraden, d. h. derPunktP liegt aufderZentralenderKreisek undk 2 ; daaberP ein gemeinsamer
PunktderKreisek undk 2 ist, müssensichfolglich die zweiKreiseberühren, undzwarberührensie
sichin P. Damit ist Satz8 bewiesen.
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Jetztkönnenwir mit demeigentlichenBeweisvonSatz6 anfangen: NebendenSeitenmittenA 5 ,

B 5 undC 5 unddenHöhenfußpunktenHa, Hb undHc zeichnenwir im DreieckABCnochdenPunkt
X, in demderInkreisdesDreiecksdie SeiteBC berührt. Die WinkelhalbierendedesWinkelsCAB
schneidedie SeiteBC in X 5 unddenUmkreisdesDreiecksABCaußerA nochin einemPunktA 5 5 .
Der Inkreismittelpunktdes6 ABC seiO (Fig. 11).

DaderPunktA 5 5 aufderWinkelhalbierendendesWinkelsCAB liegt, gilt 7 CAA5 5 8 7 BAA5 5 .
GleicheUmfangswinkelin einemKreisgehörenzugleichenSehnen; alsoist CA5 5 8 BA5 5 . Folglich
liegt derPunktA 5 5 aufderMittelsenkrechtenderStreckeBC. (DerPunktA 5 5 ist alsoderMittelpunkt
desBogensBC aufdemUmkreis.) Nunhabenwir 7 A 5 5 BC 8 7 A 5 5 AC (Umfangswinkel), also

7 A 5 5 BO 8 7 A 5 5 BC 9 7 CBO 8 7 A 5 5 AC 9 7 CBO 8 :
2 ;

<
2

, und
=

A > > OB ? =
OAB @ =

OBA (Außenwinkelsatzim DreieckAOB)

? A
2

@
<
2

.

Also ist
=

A > > BO ? =
A > > OB, unddasDreieckBA> > O ist gleichschenklig, d. h. wir bekommen

A > > B ? A > > O.
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A

CHa A'X X'

O

A''
Fig. 11

Wegen
B

A C C BXC D B
A C C BC D B

A C C AC (Umfangswinkel)

D B
A C C AB (Winkelhalbierende)

und
B

BAC C X C D B
AAC C B sinddie DreieckeA C C BXC undA C C AB zueinanderähnlich, undesfolgt

A C C X C : A C C B D A C C B : A C C A, alsoA C C X C E A C C A D A C C B2. Mit A C C B D A C C O ergibtsichdaraufhin
A C C X C E A C C A D A C C O2.

Die GeradenAHa, OXundA C C A C stehenalle senkrechtaufBC (die GeradeA C C A C stehtsenkrecht
aufBC, weil A C C aufderMittelsenkrechtenderStreckeBC liegt); alsosindsiezueinanderparallel,
undnachdemStrahlensatzgilt

A C X C
A C C X C D A C Ha

A C C A D A C X
A C C O .

Daherist A C X C D k E A C C X C , A C Ha D k E A C C A undA C X D k E A C C O für ein gewissesreellesk. Aberaus
A C C X C E A C C A D A C C O2 folgt k2 E F A C C X C E A C C A G D k2 E A C C O2, also

F k E A C C X C G E F k E A C C A G D F k E A C C O G 2, undA C X C E A C Ha D A C X2.
(SieheFig. 12.) Bekanntlichsinddie zwei voneinemPunktaneinenKreisgelegtenTangenten

zueinandersymmetrischbezüglichdesKreisdurchmessersdurchdiesenPunkt. Also sinddie
TangentenvonX C andenInkreisdesDreiecksABCzueinandersymmetrischbezüglichderGeraden
X C O. EinevondiesenzweiTangentenist die GeradeBC; die andereist somitdasSpiegelbildder
GeradenBC anderGeradenX C O. DiesezweiteTangenteberühredenInkreisin Q. Die GeradeA C Q
schneidedenInkreisaußerQ nochin einemzweitenPunktL. Danngilt A C Q E A C L D A C X2 nachdem
Sekantentangentensatz. Andererseitshabenwir A C X C E A C Ha D A C X2, alsoA C Q E A C L D A C X C E A C Ha.
NachSatz7 liegenalsodie PunkteQ, L, X C undHa aufeinemKreis; im SehnenviereckQLHaX C ist
somit

B
QLHa D 180° H B

QXC Ha, d. h.
B

A C LHa D 180° H B
QXC Ha.
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Dadie GeradeX I Q (alsodie zweiteTangentevonX I andenInkreis) dasSpiegelbildder
GeradenBC anderGeradenX I O ist, habenwir J OXI Q K J OXI X, unddamit

J A I LHa K 180° L J QXI Ha K 180° L M J OXI Q N J OXI X O K 180° L 2 P J OXI X
K 180° L 2 P M J X I AC N J X I CAO (Außenwinkelsatzim Q AX I C)

K 180° L 2 P R
2

N S T 180° U V U 2S T W V X Y X S Z U V U 2S T Y U S .

Die TangenteandenFeuerbachkreisin A [ schneidedie GeradeCA in R. Als
Sehnentangentenwinkelist dann \ B [ A [ R gleichdemUmfangswinkel\ B [ C [ A [ , alsogleich

\ BCA T S , weil die DreieckeABCundA [ B [ C [ ähnlichsind. Andererseitsist A [ B [ ] AB unddamit
nachdemStufenwinkelsatz\ B [ A [ C T \ ABC T Y . Darausfolgt

\ RA[ C T \ B [ A [ C U \ B [ A [ R T Y U S T \ A [ LHa. Doch \ RA[ C ist derSehnentangentenwinkel
derSehneA [ Ha im FeuerbachkreisdesDreiecksABC; alsoist \ RA[ C T \ A [ C [ Ha. Unddamit
wird \ A [ C [ Ha T \ A [ LHa. Folglich liegt derPunktL aufdemKreisdurchdie PunkteA [ , C [ und
Ha, d. h. aufdemFeuerbachkreisdesDreiecksABC.

Wir hattengezeigt, daß180° U \ QX[ Ha T Y U S ist. D. h., esist \ QX[ C T Y U S . Andererseits
habenwir \ RA[ C T Y U S . Somitist \ QX[ C T \ RA[ C, alsonachdemStufenwinkelsatz
QX[ ] RA[ .

Nunhabenwir denPunktL, deraufdemInkreisundaufdemFeuerbachkreisdesDreiecksABC
liegt; die PunkteQ undA [ liegenaufeinerGeradenmit L, wobeiQ aufdemInkreisundA [ aufdem
Feuerbachkreisliegt. Fernersinddie TangentenandenInkreisundandenFeuerbachkreisin den
PunktenQ bzw. A [ parallel(dennQX[ ] RA[ ). NachSatz8 berührensichalsoderInkreisundder
Feuerbachkreisin demPunktL, undzwarberührensiesichinnerlich, wasausderAnordnungder
Punktefolgt.
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Esbleibt unsnochzuzeigen, daßsichjederAnkreisundderFeuerbachkreisäußerlichberühren;

dochdiesbedeutetim WesentlichennureineWiederholungderobigenÜberlegungen, undich
denke, aufeinesolcheWiederholungverzichtenzukönnen. Somitist Satz6 bewiesen.

§9. Merkwürdige Punkte
Dreiecksgeometriewarschonimmerverbundenmit merkwürdigenPunkteneinesDreiecks. Die

AnzahlsolcherPunktenahmin denletztenJahrensoraschzu, daßesnötigwurde, sieaufzulisten.
Die bekanntesteListevonmerkwürdigenPunktenist die 1999 entstandeneundseitdemaufweit
über2000 Punkteangewachsene”EnzyklopädiederDreieckszentren” vonClark Kimberling ([6]).
Dabeiwerdendort nur ”Dreieckszentren” aufgeführt, d. h. die Punkte, die invariantsindunter
VertauschungderEcken; einestrengeDefinition eines”Dreieckszentrums” wird in [6] gegeben.
Die erstenvier vonKimberlingsDreieckszentrensinddie ausderSchulebekannten
(Inkreismittelpunkt, Schwerpunkt, UmkreismittelpunktundHöhenschnittpunkt); dasfünfte ist - der
Mittelpunkt desFeuerbachkreises! Daranläßtsicherkennen, welcheBedeutungdem
Feuerbachkreisin derDreiecksgeometriezukommt. Hier sindeinigeDreieckszentrenmit ihren
Nummernin [6]:
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Nr . Bedeutung Nr . Bedeutung

X1 Inkreismittelpunkt X22 Exeterpunkt

X2 Schwerpunkt X40 UmkreismittelpunktdesDreiecks

X3 Umkreismittelpunkt ausdenAnkreismittelpunkten

X4 Höhenschnittpunkt X54 Kosnitapunkt

X5 Mittelpunkt desFeuerbachkreises X68 Prasolovpunkt

X6 Lemoinepunkt X110 Eulerspiegelpunkt

X7 Gergonnepunkt X256 ersterSharyginpunkt

X8 Nagelpunkt X355 Mittelpunkt desFuhrmannkreises

X9 Mittenpunkt X389 Mittelpunkt desTaylorkreises

X10 Spiekerpunkt X399 Parryspiegelpunkt

X11 Feuerbach(berühr)punkt X485 (erster) Vectenpunkt

X13 (erster) Fermatpunkt X1127 ersterde-Villierspunkt

X15 (erster) isodynamischerPunkt X1153 Mittelpunkt desLamoenkreises

X17 (erster) Napoleonpunkt X1155 Schröderpunkt

X21 Schifflerpunkt X1337 (erster) Wernaupunkt

Überdie BedeutungendieserPunktekannmanin [6] nachlesen. Ansonstenhabendie meisten
Dreieckszentrenin [6] keinegeometrischeBedeutungundwerdennurdurchihre trilinearen
Koordinatendefiniert.

Wie schongesagt, gibt auchderFeuerbachkreisneueMöglichkeiten, merkwürdigePunktezu
definieren. Einerseitshabenwir denMittelpunkt N desFeuerbachkreises, andererseitsden
BerührpunktL desFeuerbachkreisesmit demInkreis; auchdie BerührpunkteLa, Lb undLc des
Feuerbachkreisesmit denAnkreisensindvon Interesse. Die PunkteN undL streitensichum den
Namen”Feuerbachpunkt” : Währendin DeutschlandöftersN als”Feuerbachpunkt” deŝ ABC
bezeichnetwird, heißtin [6] L ”Feuerbachpoint” deŝ ABC. Um Verwechslungenzuvermeiden,
bezeichneich denMittelpunkt N desFeuerbachkreisesalsFeuerbachmittelpunktundden
BerührpunktL desFeuerbachkreisesmit demInkreisalsFeuerbachberührpunktdesDreiecksABC.
Die PunkteN undL sindX5 bzw. X11 in Clark KimberlingsListe [6]. Die BerührpunkteLa, Lb und
Lc desFeuerbachkreisesmit denAnkreisenkönnenäußereFeuerbachberührpunktedesDreiecks
ABCgenanntwerden.

§10. Weitere EigenschaftendesFeuerbachberührpunktes
Mit Satz6 endetdie TheoriedesFeuerbachkreisesnicht, vielmehrbeginntsiedamiterst. Im

folgendenwerdeich meistohneBeweismehrereEigenschaftendesFeuerbachpunktesvorstellen.
FürdenBerührpunktL desFeuerbachkreisesdesDreiecksABCmit demInkreisundfür die

MittelpunkteA _ , B _ undC _ derSeitenBC, CA bzw. AB gilt:
Satz9: EinederStreckenLA _ , LB _ undLC _ ist stetsgleichderSummederbeidenanderen.
Dasheißt: Esgilt immereinederdrei GleichungenLA _ ` LB _ a LC _ , LB _ ` LC _ a LA _ oder

LC _ ` LA _ a LB _ . (SieheFig. 13, wo derjenigeFall dargestelltist, in demLA _ ` LB _ a LC _ gilt.)
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Fig. 13
DieserSatzist anscheinendschonüberlängereZeit bekannt; ich kenneseinenUrsprungnicht.
EinenanderenbemerkenswertenSachverhaltzeigteschonFeuerbachin [1], §58:
Satz10: SindO derInkreismittelpunktundOa, Ob undOc die Ankreismittelpunkteeines

DreiecksABC, undN derMittelpunkt desFeuerbachkreises, danngilt

NO b NOa b NOb b NOc c 6r,

wobeir derUmkreisradiusdesDreiecksABC ist. (SieheFig. 14.)
ZumBeweisdiesesSatzesbetrachtenwir die PunkteL, La, Lb undLc, in denender

FeuerbachkreisdenInkreisunddie drei Ankreisedesd ABC berührt. Seiene derInkreisradiusund
e a, e b und e c die AnkreisradiendesDreiecksABC; derRadiusdesFeuerbachkreisesist r

2
. Damit

gilt

NO c NL f OL c r
2

f e ;

NOa c NLa b OaLa c r
2

b e a;

NOb c NLb b ObLb c r
2

b e b;

NOc c NLc b OcLc c r
2

b e c.

Addition ergibt

NO b NOa b NOb b NOc c r
2

f e b r
2

b e a b r
2

b e b b r
2

b e c

c 2r b g e a b e b b e c f e h .
NachdemSatze a b e b b e c f e c 4r (siehe[1], §5 oder[5], S. 33, Aufgabe16c) wird daraus
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NO i NOa i NOb i NOc j 2r i 4r j 6r,

waszubeweisenwar.

B
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C
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Ha

H c

B'

A '

C '

N
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O c

O

L
Lb

La

Lc

Fig. 14
DerFeuerbachberührpunktL liegt auf vieleninteressantenGeradenundKreisen; im folgenden

werdenwir einigevon ihnenerwähnen. Die erstendrei GeradendurchL erhaltenwir ausdem
folgendenSatz:

Satz11: Der InkreisdesDreiecksABCberühredie SeitenBC, CA undAB in denPunktenX, Y
bzw. Z. SindO derInkreismittelpunktundU derUmkreismittelpunktdesDreiecksABC, dann
gehendie SpiegelbilderderGeradenOU andenGeradenYZ, ZX bzw. XYdurchdenPunktL.
(SieheFig. 15.)

DiesesResultatwurdevonWolfgangKroll in [3], S. 254 ohneBeweismitgeteilt.
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Ein SatzvonMichel Garittezeigtunsdrei Kreise, die durchL gehen:
Satz12: SeienAm, Bm undCm die MittelpunktederStreckenAO, BObzw. CO. Der

FeuerbachberührpunktL desDreiecksABC liegt aufdenThaleskreisenüberdenStreckenXAm,
YBm undZCm. (SieheFig. 16.)

Bemerkung: Die PunkteAm, Bm undCm sindgleichzeitigdie UmkreismittelpunktederDreiecke
OYZ, OZXbzw. OXY.
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Unddamitgleichzudrei weiterenKreisendurchL, die bereits1886 JohannDöttl bekannt

waren(allerdingsnur in derentsprechendenVariantemit denAnkreisenstattdemInkreis!, siehe
[17], Abschnitt68):

Satz13: FürdenInkreismittelpunktO desDreiecksABCgilt: Die FeuerbachkreisederDreiecke
BOC, COAundAOBgehendurchdenFeuerbachberührpunktL desDreiecksABC. (SieheFig. 17.)

Dasheißt, derFeuerbachberührpunktL liegt aufdenFeuerbachkreisenderDreieckeABC,
BOC, COAundAOB. Dieskannteilweiseverallgemeinertwerden: Fürvier beliebigePunkteA, B,
C undD habendie FeuerbachkreisederDreieckeABC, BCD, CDAundDAB einengemeinsamen
Punkt. (Siehe[13], Satz4.1.6.)
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Zwei gänzlichüberraschendeKreisedurchL entdecktenLev EmelyanovundTatiana

Emelyanova([11]):
Satz14: DerKreisdurchdie Punkte, in denendie WinkelhalbierendendesDreiecksABCdie

jeweilsgegenüberliegendenSeitenschneiden, gehtdurchdenFeuerbachberührpunktL. (SieheFig.
18.)

Satz15: DerKreisdurchdie Punkte, in denendie AnkreisedesDreiecksABCdie
entsprechendenSeitenberühren, gehtdurchdenFeuerbachberührpunktL. (SieheFig. 19.)

Esseiangemerkt, daßdiesezweiKreisezwardurchL gehen, aberim Allgemeinenwederden
InkreisnochdenFeuerbachkreisberühren.
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Zu allendiesenSätzenüberdenPunktL gehörenanalogeResultateüberjedenderdrei Punkte

La, Lb undLc. Wirklich neueErgebnissekönnenwir aberfinden, wennwir die vier PunkteL, La,
Lb undLc gemeinsambetrachten.

§11. DasDreieckszentrumX12

Wir zeigenerstmals:
Satz16: Die GeradenALa, BLb undCLc schneidensichin einemPunktL k , undzwarliegt

dieserPunktaufderGeradenON, wobeiO derInkreismittelpunktundN derMittelpunkt des
Feuerbachkreisesdesl ABC ist. Die PunkteL undL k teilendie StreckeONharmonisch. (SieheFig.
20.)
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DerPunktL m ist ein merkwürdigerPunktdesDreiecksABC, derkeineneingebürgertenNamen

hat. In Clark KimberlingsListe [6] ist er dasDreieckszentrumX12.
ZumBeweisvonSatz16 werdenwir denZweitenSatzvonMongeverwenden. Die Sätzevon

Monge(sieheetwa[8], Abschnitt42, Aufgabe17a) lauten: Seienp, q undr drei Kreise. Seien
fernerP undP m dasinnerebzw. äußereÄhnlichkeitszentrumderKreiseq undr; seienQ undQ m das
innerebzw. dasäußereÄhnlichkeitszentrumderKreiser undp; seienR undRm dasinnerebzw. das
äußereÄhnlichkeitszentrumderKreisep undq.

DerErste Satzvon Mongebesagtdann: Die PunkteP m , Q m undRm liegenaufeinerGeraden.
Dasheißt, die paarweisenäußerenÄhnlichkeitszentrendreierKreiseliegenstetsaufeinerGeraden.

DerZweite Satzvon Mongebesagt: Die PunkteP m , Q undR liegenaufeinerGeraden; die
PunkteP, Q m undR liegenaufeinerGeraden; die PunkteP, Q undRm liegenaufeinerGeraden. Das
heißt, zweipaarweiseinnereÄhnlichkeitszentrendreierKreiseunddasäußereÄhnlichkeitszentrum
desverbliebenenPaarsliegenaufeinerGeraden. (SieheFig. 21.)
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Betrachtenwir nunSatz16. Esist zubeweisen, daßsichdie GeradenALa, BLb undCLc in

einemPunktL n schneiden, deraufderGeradenON liegt undzusammenmit L die StreckeON
harmonischteilt. Eswird unsviel einfacherfallen, wennwir diesenSatz” rückwärts” beweisen,
indemwir erstmalseinenPunktL n alsinneresÄhnlichkeitszentrumdesInkreisesunddes
Feuerbachkreisesdefinieren, unddannversuchennachzuweisen, daßdieserPunktL n aufder
GeradenON liegt undzusammenmit L die StreckeONharmonischteilt, unddaßschließlichdie
GeradenALa, BLb undCLc durchL n gehen.

DerPunktL ist dasäußereÄhnlichkeitszentrumdesInkreisesunddesFeuerbachkreises, weil
sichdie zweiKreisedort innerlichberühren. DerPunktL n ist aberdereninneres
Ähnlichkeitszentrum. Dadie zweiÄhnlichkeitszentrenzweierKreisedie Streckezwischenden
Kreismittelpunktenharmonischteilen, teilenalsodie PunkteL undL n die StreckeONharmonisch,
womit bereitsein Teil desGefordertenbewiesenist.

Jetztsehenwir unsdie Konfigurationan, in derdie AnkreiseanCA undAB weggelassensind,
undnurderInkreis, derAnkreisanBC undderFeuerbachkreiszusehensind.

DasinnereÄhnlichkeitszentrumdesInkreisesunddesFeuerbachkreisesist L n .
DasinnereÄhnlichkeitszentrumdesAnkreisesanBC unddesFeuerbachkreisesist La, weil

sichdie zweiKreisedort äußerlichberühren.
DasäußereÄhnlichkeitszentrumdesInkreisesunddesAnkreisesanBC ist A, weil die beiden

äußerengemeinsamenTangentenderzweiKreisedie GeradenCA undAB sindundsichin A
schneiden.

DochnachdemZweitenSatzvonMongeliegenzweipaarweiseinnereÄhnlichkeitszentrenund
dasdritte äußereÄhnlichkeitszentrumaufeinerGeraden; somitliegendie PunkteL n , La undA auf
einerGeraden, d. h. derPunktL n liegt aufderGeradenALa. Genausosehenwir ein, daßL n aufden
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GeradenBLb undCLc liegt. Damit ist Satz16 vollständignachgewiesen.
§12. Ein Kreis durch zwei Feuerbachberührpunkte

Lev EmelyanovundTatianaEmelyanova, derenResultateüberdenFeuerbachkreisunsschonin
§10 begegnetsind, stelltenin [18], Aufgabe13 die folgendeEigenschaftder
FeuerbachberührpunktedemLeserzumBeweis(Fig. 22):

Satz17: Der InkreisdesDreiecksABCundderAnkreisanBC berührendie SeiteBC in den
PunktenX bzw. Xa unddenFeuerbachkreisin denPunktenL bzw. La. Dannliegendie PunkteX,
Xa, L undLa aufeinemKreis.

B
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Oa
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X Xa

Fig. 22
Beim BeweisdieserEigenschaftwerdenwir merkbarvonderArbeit profitieren, die wir in §8

zumBeweisdesSatzes6 aufgebrachthatten. Anstattalle Punkteneuzudefinieren, übernehmenwir
auchdie Bezeichnungenaus§8, Fig. 11. DerPunktA o o bekommtjetzt eineinteressante
Nebenbedeutung: Wie wir in §8 gezeigthaben, daßA o o B p A o o O ist, könnenwir auchA o o C p A o o O
einsehen; alsoist A o o B p A o o O p A o o C, undderPunktA o o ist derUmkreismittelpunktdesDreiecks
BOC. Dochdadie Innen- unddie AußenwinkelhalbierendeeinesWinkelsaufeinandersenkrecht
stehen, gilt BO q BOa undCO q COa, deshalbr OBOa s 90° und r OCOa s 90°. Dasheißt, die
PunkteB undC liegenaufdemThaleskreisüberderStreckeOOa. DerUmkreismittelpunktA t t des
DreiecksBOC ist alsoderMittelpunkt diesesThaleskreises, d. h. derMittelpunkt derStreckeOOa.
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Wir zeigenalsHilfssatz(Fig. 23):
Satz18: DerSchnittpunktX u derWinkelhalbierendendesWinkelsCABmit derGeradenBC

liegt aufderGeradenLLa.
Beweis: DerPunktX u liegt aufderGeradenBC, alsoaufeinerderzwei innerengemeinsamen

TangentendesInkreisesunddesAnkreisesanBC. Fernerliegt X u aufderWinkelhalbierendendes
WinkelsCAB, alsoaufderZentralendieserKreise. Also ist X u dasinnereÄhnlichkeitszentrumdes
InkreisesunddesAnkreisesanBC.

DerPunktLa ist dasinnereÄhnlichkeitszentrumdesAnkreisesanBC unddes
Feuerbachkreises, undderPunktL ist dasäußereÄhnlichkeitszentrumdesInkreisesunddes
Feuerbachkreises.

NachdemZweitenSatzvonMongeliegenzweipaarweiseinnereÄhnlichkeitszentrenunddas
dritte äußereÄhnlichkeitszentrumaufeinerGeraden; deshalbliegendie PunkteX u , La undL auf
einerGeraden, d. h. derPunktX u liegt aufderGeradenLLa, waszubeweisenwar.
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Jetztarbeitenwir anFig. 24. Dadie PunkteA, A v v , B undC aufeinemKreis liegen(dennA v v

liegt ja aufdemUmkreisdesw ABC), gilt nachdemSehnensatzX v A x X v A v v y X v B x X v C. Da
andererseitsdie PunkteB, C, O undOa aufeinemKreis liegen(demThaleskreisüberderStrecke
OOa), gilt ausdemselbenGrundX v B x X v C y X v O x X v Oa. Damit wird X v A x X v A v v y X v O x X v Oa,
also

X v A
X v O y X v Oa

X v A v v .

Wennwir aberbedenken, daßdie GeradenAHa, OX, A v v A v undOaXa zueinanderparallelsind(da
siealle aufBC senkrechtstehen), unddenStrahlensatzanwenden, habenwir

X v A
X v O y X v Ha

X v X und X v Oa

X v A v v y X v Xa

X v A v ;

ausderGleichungobenwird also

X v Ha

X v X y X v Xa

X v A v ,

undX v Ha x X v A v y X v X x X v Xa. Daandererseitsdie PunkteHa, A v , L undLa aufeinemKreis liegen
(demFeuerbachkreis), gilt nachdemSehnensatzX v Ha x X v A v y X v L x X v La. (Wobeiwir natürlich
dasHilfsresultatbenutzen, daßX v aufLLa liegt.) Somithabenwir X v X x X v Xa y X v L x X v La. Jetzt
könnenwir genauso, wie wir mit Satz7 eineUmkehrungdesSekantensatzesgezeigthaben, auch
eineUmkehrungdesSehnensatzesherleiten; undausdieserUmkehrungerhaltenwir, daßdie
PunkteX, Xa, L undLa aufeinemKreis liegen. Damit ist Satz17 bewiesen.
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SelbstverständlichkönnenderFeuerbachkreisundderFeuerbachberührpunktverallgemeinert
werden; siehe[13], Satz3.2.11 zumFeuerbachkreisund[16] zumFeuerbachberührpunkt. Wir
könnenunshier nicht mit allendiesenResultatenbefassen.
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