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81. Dreiecksgeometrie

Zu denanspruchsvollereKapiteIndesLehrplansiir dasgymnasiale8. Schuljahrzahltdie
sogenannt®reiecksgeometridDie Satze dal3sichdie Winkelhalbierendezw. Mittelsenkrechten
bzw. Seitenhalbierendeozw. HoheneinesDreiecksin einemPunktschneidepsinddie ersten
mathematische8atzein der Schule derenBeweisenichttrivial (auchnichtfir einen
Mathematikey sind Danachist fiir die Schuilerdie Dreiecksgeometrieu Ende undin derTat
wirdemankaummehrerwartenin einemLehrplan wo derUmfangswinkelsatbereitszum
fakultativenStoff zahlt

Naturlichist damitdie Dreiecksgeometriaicht zu Ende Vielen Teilnehmerrvon
MathematikolympiadesindwahrscheinlichAufgabenmit dreiecksgeometrischemhalt begegnet
einigewissenbeispielsweisedalRdie HoheneinesDreiecksdie Winkel desHohenfulRpunktdreiecks
halbierenIn derTatist die MathematikolympiadeinerderwenigenOrte, wo Dreieckenoch
heimischsind Ansonstenist dieservon Ceva Eulerundandererbegrindeteindim 19. Jahrhundert
nochsehrpopulareZweig der Mathematikheutefastins Vergessemeraten

Ein Grunddafurist vielleicht derfolgende Mit der AusnahmeeinigerganzfundamentaleGatze
undz. B. desLemoinepunktefiabendie meistenErgebnisseler Dreiecksgeometrikeine
Anwendungenn derMathematikundin dersonstigerWissenschaftDieslal3tsichabergenauso
von derganzenJnterhaltungsmathematbehauptenDer tiefereGrunddesVerfalls der Geometrie
ist viel eherderMangelvon geometrischeErfahrungsogarbei professionelleMathematikern
DazuhatderBourbakismusinigesunddie BildungsmiseralenRestbeigetragen

Dreiecksgeometriest ein Teil einerallgemeinere heorie der” HoherenEuklidischen
Geometrié (" AdvancedEuclideanGeometry). Diesist eineFortsetzungler Schulgeometrigdie
jedochausschliel3liclvon elementareMathematikVerwendungnacht

Wer sichfur HohereEuklidischeGeometrignteressiertkannz. B. in [4] nachschlagerDie
unlangsterschienenehWegezu geometrische®atzefi von Haag[13] beinhalteraucheineMenge
von Geometrie daséltereBuchlein[5] gehttief in die Dreiecksgeometrifinein, ist aberwegender
chaotischemundteils schwerverstandlichemarstellungmit Vorsichtzu geniel3enAls
Gegenbeispietrwahnedch schliel3lichdasneueBuch[14]; hierwird die Dreiecksgeometrie
hdchstengestreift(und zwaran zwei Minimalproblemei), und Feuerbachvird genausavie z. B.
Cevamit keinemWort erwahnt(und Darbouxwird nurin einerAufzéahlunggenanny

Ich habeselberversuchteinigeBeispielefur dreiecksgeometrischeéorschungn [15]
zusammenzutrageksgibt keinenSinn diesehier zu wiederholenwir werdenunshier mit den
EigenschaftenesDreiecksauseinandersetzedie mit der Forschungron Karl Wilhelm Feuerbach
verbundersind

82. Karl Wilhelm Feuerbach(1800-1834)

Wir beginnemmit einemAbrissderBiographiedesGeometer«arl WilhelmFeuerbach
(1800-1834), einesMitbegrindergler Dreiecksgeometri€gGenaueredazufindet sichin [2] oder
[12], oderwenigerausfihrlichin [19] und[20].

GeborenwvurdeFeuerbactin Jenaam 30. Mai 1800 als SohndesbekannterStrafrechtlersaul
JohanrmAnselmFeuerbaclfl775-1833), BruderdesPhilosophd.udwig Feuerbacl{1804-1872) und
OnkeldesMalersAnselmFeuerbaclh{1829-1880). 1817 beginntKarl FeuerbachlasStudiumander
UniversitatErlangen versuchtsichan Mathematik Physikund Rechtswissenschaft819 gehter
nachAnsbachwo er Privatunterrichivom GymnasiallehreKarl H. |. Buzengeige(1771-1835)
bekommt danachstudierterin Freiburg Er promoviertim Februarl822 mit einerSchriftnamens
"Eigenschafteriniger merkwirdigerPunktedesgeradlinigenDreiecks und mehrererdurchsie
bestimmteriinien und Figuren EineanalytischtrigonometrischéAbhandlung. Wir werdengleich
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aufdieseSchrift zuriickkommen

Ab 1823 unterrichtetreuerbaclam GymnasiunFridericianumin Erlangen erwird jedoch
1824 aufgrundseinerfriherenpolitischenAktivitat verhaftet Er wird depressiyunternimmizwei
Selbstmordversucheeschatftigsichaberweiterhinleidenschaftlichmit Mathematik 1825 wird er
freigelassemndab 1826 unterrichteter am Gymnasiumin derKleinstadtHof. Er beginntein
ManuskriptiiberTetraedergeometrign demer die unabhangigyon MébiusdasSystemder
baryzentrischeKoordinatenentwickelt ein KoordinatensystegpdalRsich spateralsungeheuer
hilfreich erweist undzwarin derTetraedergeometrigenausavie in derenebenenGegenstiickder
Dreiecksgeometrie

Die Geisteskrankhegetztjedochzu. 1830 mul3er denSchuldiensterlassenalservor einer
Schulklassenit einemSchwerterscheinunddroht jedemdenKopf abzuschlagerdereine
Gleichungnichtlésenkann Auchfir die VollendungdesManuskriptsiberTetraedergeometrie
reichtseineKraft nicht mehraus Am 12. Marz 1834 stirbt Karl Wilhelm Feuerbaclhn Erlangen

83. " Eigenschafteneiniger merkwtrdigen Punkte...”
Kommenwir jetzt zuriickzu Feuerbach$Schrift
"Eigenschafteriniger merkwirdigerPunktedesgeradlinigenDreiecks undmehrererdurch
siebestimmterinien und Figuren EineanalytischtrigonometrischéAbhandlung.

DadasOriginal schwerzuganglichwar, wurdediesesBuch schon1908 nachgedruck([1]),
erganztum ein 6 SeitenlangesLiteraturverzeichnisOffensichtlichmul3Feuerbach8uchleinein
gewaltigesEchoin derMathematikerwelhervorgeruferhaben In der Tat war eseinederersten
umfassendeArbeitenausderDreiecksgeometrie

DasBuchbeginntmit einerl4seitigen Vorredevon Karl Buzengeigerin derer tiberdie Rolle
derGeometrieundder Mathematikallgemeinphilosophiert Die Abhandlungselberist in sechs
Abschnitteunterteilt jedereinzelnedavonin mehrergdurchgehendiumeriert¢ Paragraphen

Die Methode mit derFeuerbaclGeometrigreibt, ist " analytischtrigonometrisch. Das
bedeutetdal3- im Unterschiedzur synthetischeMethode- die Satzevor allemdurch
trigonometrischdRechnungbewieserwerdenund nicht durchgeometrisch&berlegungerala
Euklid. Allerdingsgibt Feuerbacltm letztendersechsAbschnittedie synthetischeifd. h. rein
geometrischenBeweisevon 9 Ergebnisseydie er vorheranalytischgezeigthat

Die meistenErgebniss&on Feuerbaclsindalgebraisch&®elationerewischenverschiedenen
GroRRenundLangeneinesDreiecks Esfindensichgelegentlicraberauchgeometrische
Sachverhalteunteranderendie Satzevon Feuerbachdie ich im folgendernvorstellenwerde

84. Der " kleine Satzvon Feuerbach

Wir kommenjetzt zu der Dreiecksgeometriand damitzu denErgebnisseron Feuerbachdie
seinerAbhandlungiberdasDreieckammeisterzuihrem Ruhmverholfenhaben

SeiABCeinbeliebigesDreieck Wir bezeichnemnit A’, B’ undC’ die Mittelpunkteder Seiten
BC, CAbzw. AB, undmit Ha, Hp undH. die Fu3punktedervon A, B bzw. C ausgehendeH6hen
diesedDreiecks In 856 seinerAbhandlung 1] zeigtKarl FeuerbaclfFig. 1):

Satz1: Die PunkteA’, B', C', Ha, Hp undHc liegenauf einemKreis.

In Worten Die Seitenmitterunddie HohenfuBpunkteinesDreiecksliegenauf einemKreis.
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Fig. 1

Zum BeweisdiesesSatzedenutztFeuerbaclkomplizierteFormelnfir Abstandezwischen
gewissermerkwurdigerDreieckspunktenWie wir heutewissen gehtesviel einfacher Mit
UmfangswinkelsatzStufenwinkelsatzind etwasGeschickist manschnellam Ziel; Beweisedieser
Art findetmanin [2], S. 8-9, [4], Kapitel 1 88, [5], AbschnittlV .2, [8], Abschnitt46 oderin [15],
813. Alle solchenBeweisesindim Grundegenommendentischoderzueinande&hnlich Die
folgendeHerleitungvon Satz1 ist moglicherweisaneuundhatdenVorteil, iberhaupkeine
Rechnungezu bendtigennicht einmalWinkelrechnungeh undist damitleicht zu merken

Betrachterwir (Fig. 2) nurdie PunkteA, B, C, A', B' undC'. DasDreieckA'B'C' heif3t
MittendreieckdesDreiecksABC, die vier DreieckeAB'C’, BC'A', CA'B’' undA'B'C’ sindalle

zueinandekongruentahnlichzumDreieckABCundhabeneweilsdie Seiten%, % und %

wobeia, b undc die SeitendesDreiecksABCsind Fernerhaberwir B'C’ | BC, C'A’ || CAund
A'B' | ABnachdemSatzvonderMittelparallelen
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A C Fig. 2

(SieheFig. 3.) Der Abstandvon demPunktA zu derGeraderB'C’ ist halbsogroRwie der
Abstandvon A zuder GeraderBC. Betrachterwir aberdenFul3punkiH, dervon A ausgehenden
HohedesDreiecksABC, dannist die GeradeAH, orthogonalzu der GeraderBC, alsozuB'C’
(dennB’C’ || BC); fernerist der AbstandAH, gleichdemAbstandvon A zur GeraderBC, also
doppeltsogroRBwie der Abstandvon A zur GeraderB'C’. Somitist derPunktH, dasSpiegelbild
desPunktesA anderGeraderB'C'.

Die DreieckeAB'C’ undA’'B’'C’ sindkongruent alsosindauchihre Umkreisekongruentundda
dieseUmkreisedie PunkteB’ undC' gemeinsanhaben missersie zueinandesymmetrisch
bezliglichder GeraderB'C’ sein Dashei3t derUmkreisdesDreiecksA'B'C’ ist dasSpiegelbild
desUmkreisesdesDreiecksAB'C' anderGeraderB'C'. Andererseitsst der PunktH, das
SpiegelbilddesPunktesA anderGeraderB’'C’. Dader PunktA auf demUmkreisdesDreiecks
AB'C' liegt, liegt alsoder PunktH, auf demUmkreisdesDreiecksA’'B'C’. Analogliegendie
PunkteH, undH. aufdemUmkreisdesDreiecksA'B’'C’; folglich liegendie PunkteA’, B, C',
Ha, Hp undH. auf einemKreis, womit Satz1 bewiesernst.

DieserKreis durchdie sechsPunkteA’, B', C', Ha, Hp undH. wird alsFeuerbachkreisles
DreiecksABCbezeichnet
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Fig. 3
85. Der Feuerbachkreisals Neunpunktekreis

Karl Feuerbachvar abernichtdererste derdieserKreis fand Bereits1821, alsoein Jahrvor
derVeroffentlichungvon FeuerbachSchrift [1], zeigtenCharlesJulienBrianchonund JeanVictor
Ponceletin Resultatin demSatzl1 enthaltenst:

Satz2: SeiH derHohenschnittpunkiiesDreiecksABC, undseienD, E undF die Mittelpunkte
derStreckerAH, BH bzw. CH. Dannliegendie neunPunkteA’, B', C', Ha, Hp, He, D, EundF
aufeinemKreis.

In Worten Die Seitenmitterunddie Hohenful3punkteinesDreiecksunddie Mittelpunkte
zwischendenDreieckseckennddemHdodhenschnittpunkiegenaufeinemKreis. (SieheFig. 4.)

A

Fig. 4
Die PunkteD, E undF sindalsodrei neuePunkteauf demFeuerbachkreidesDreiecksABC.
Diesist derGrund weshalbder Feuerbachkreisftmalsals Neunpunktekreibezeichnetvird.
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Ponceleinteressiersichfir denFeuerbachkreialsgeometrischeOrt der Mittelpunktealler
rechtwinkligenHyperbeln die durchdie EckendesDreiecksABC gehenWir dagegerwerden
weiterhinelementargeometriscliggenschaftelesFeuerbachkreisamtersuchen

Kommenwir aberzuerstzumBeweisvon Satz2. Esseiangemerktdal3Satz2 ja eine
Erweiterungvon Satz1 darstellf beidenmeistermodernerBeweisenvon Satz1 wird Satz2
mitbewiesenBei derHerleitungvon Satzl, dieich in 84 gegeberhabe ist dasabernichtderFall.
Allerdingsist dieskein Problem dennSatz2 la3tsichunschwerausSatz1 ableiten

Betrachterwir die PunkteH,, Hp undHc. DiesePunktehattenwir als Hohenful3punkteles
DreiecksABCdefiniert abersiesindgleichzeitigdie Hohenful3punktelesDreiecksBHC, denndie
HohendiesedDreieckssindBH;, HH, undCHj,,. NachSatz1 liegendie Seitenmitterunddie
HohenfulR3punkteinesDreiecksaufeinemKreis, d. h. die SeitenmittereinesDreiecksliegenauf
demKreis durchdie drei HohenfuRpunkteWenderwir diesaufdasDreieckABCan dannerhalten
wir, daRdie MittelpunkteA’, B' undC’ derSeitenBC, CAbzw. AB aufdemKreis durchdie Punkte
Ha, Hp undH. liegen Wendenwir diesaberaufdasDreieckBHC an dannfolgt, dal3die
MittelpunkteE, F undA’ derSeitenBH, CH bzw. BC auf demKreis durchdie PunkteH,, Hp und
H. liegen Daein Kreis durchdrei Punkteeindeutigfestgelegist, fallen diesezwei Kreise
zusammepundwir erhaltendaRdie PunkteE undF auf demKreis durchdie sechsPunkteA’, B',
C', Ha, Hp undH, liegen Analogkonnenwir zeigen daRdie PunkteF und D auf diesemKreis
liegen Somitliegenalle neunPunkteA’, B', C', Ha, Hp, H¢, D, E undF aufeinemKreis, waszu
beweiserwar.

Ubrigenssinddie Sehnem\'D, B'E undC'F DurchmessedesFeuerbachkreiseweil
AA'HLD = 90°, AB'HpE = 90° und A C'HF = 90° gilt.

86. Die Eulergerade

Die PunkteD, E undF werdengelegentlichals EulerpunktedesDreiecksABCbezeichnetDie
DreieckeA'B'C’, HaHpH: und DEF heiRenMittendreieck HohenfuRpunktdreiedizw.
EulerdreieckdesDreiecksABC. Der FeuerbachkreidesAABC gehtdurchdie PunkteA’, B', C/,
Ha, Hp, He, D, E undF undist damitderUmkreisdesMittendreiecksdesHo6henful3punktdreiecks
unddesEulerdreieckgleichzeitig

Wo liegt eigentlichder Mittelpunkt desFeuerbachkreisasmdwie grof3ist seinRadiu® Um
dieseFragerzu beantwortenbetrachtemwir die SeitenhalbierendefdA’, BB' undCC' desDreiecks
ABCundderenSchnittpunktdenSchwerpunk& desDreiecks Da der SchwerpunkeinesDreiecks
jedeSeitenhalbierendien Verhaltnis2 : 1teilt, gilt AS: SA = BS: SB = CS: SC = 2. Das
heit SA : AS= SB : BS= SC : CS= . Alsoist dasDreieckA'B'C’ dasBild desDreiecks
ABCbeiderzentrischerStreckungmit demZentrumSunddem Faktor—%. (Wir verwenderhier
undim folgenderkeineorientiertenStrecken)

Die Mittelsenkrechtaler StreckeBC gehtdurchdenMittelpunkt A’ von BC undist orthogonal
zuBC, alsoauchzuB'C’' (wegenB'C’ || BC). Also ist sieeineHOhedesDreiecksA'B'C’. Analog
sinddie beidenandererMittelsenkrechtemesDreiecksABC HohendesDreiecksA'B'C’. Der
Schnittpunktder MittelsenkrechtemesDreiecksABC, alsoder Umkreismittelpunkty desAABC,
ist alsoder HohenschnittpunktiesDreiecksA'B'C'. Der HohenschnittpunktlesDreiecksABCist
aberH. Die zentrischeStreckungmit demZentrumSund demFaktor—% UberfuhrtdasDreieck
ABCin dasDreieckA'B'C’; alsogehtauchderHohenschnittpunkit! desDreiecksABCin den
Hohenschnittpunkt) desDreiecksA'B'C’ iber. Dasheif3t die PunkteS, H undU liegenaufeiner
Geradenundesgilt SU: HS = % alsoHS : SU= 2. Wir haltendiesfest

Satz 3. DerHohenschnittpunkitl, der Schwerpunk&undderUmkreismittelpunktJ eines
DreiecksABCliegenaufeinerGeradenundesgilt HS: SU = 2.

Die Geradadurchdie PunkteH, SundU heil3tEulergeradedesDreiecksABC.

Auf etwasanderéNeisewurdeSatz3 in [15], 812 nachgewieserDie Eulergeradevurde1765
von LeonhardEuler (1707-1783) entdeckt sieist wohl einesdererstenResultateder
Dreiecksgeometriaie in derNeuzeitgefunderwurden FeuerbacheweistSatz3 in [1], 860.
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Fig. 5

Seijetzt N derMittelpunkt desFeuerbachkreisedesDreiecksABC, alsoder
UmkreismittelpunkterDreieckeA’B'C’, HaHpH: und DEF. Bei derzentrischerStreckungnit
demZentrumSunddemFaktor—+, die dasDreieckABCin dasDreieckA'B'C’ tiberfiihrt wird
auchderUmkreismittelpunktJ desDreiecksABC aufdenUmkreismittelpunkiN desDreiecks
A'B'C’ abgebildetDasheil3t die PunkteS, U undN liegenaufeinerGeradenundesgilt
SN: US= %, alsoUS: SN= 2.

Dadie PunkteSundU aufderEulergeradenesDreiecksABCliegen unddie PunkteS, U und
N aufeinerGeraderliegen liegt alsoauchder PunktN aufderEulergerademlesDreiecksABC.
AusHS: SU=2undUS: SN= 2folgt HS= 2« SUundUS= 2« SN also
HS=2e¢SU=2¢US=2¢(2«SN) =4+« SN unddamit

HN = HS— SN= 4+« SN-SN= 3« SN
NU = SN+ US= SN+ 2+ SN= 3+ SN

Damitist HN = NU; folglich ist N der Mittelpunkt der StreckeHU. Wir fassereusammen

Satz4: Der Mittelpunkt N desFeuerbachkreisedesDreiecksABCliegt auf der Eulergeraden
desAABC undist der Mittelpunkt der StreckeHU, wobeiH derHohenschnittpunkindU der
UmkreismittelpunkdesAABC sind Fernergilt US: SN= 2.

DiesenSatzzeigtauchFeuerbaclin [1], 854-55. Damithaberwir die LagedesMittelpunktes
desFeuerbachkreisdsestimmt Fir denRadiusgilt:

Satz5: Der RadiusdesFeuerbachkreisast % wobeir derUmkreisradiusiesDreiecksABC
ist.

In Worten Der RadiusdesFeuerbachkreisesinesDreiecksist halbsogro3wie derRadiusdes
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Umkreises

DieszeigtFeuerbaclin 826 von[1] mithilfe von Trigonometrie Viel einfachergehtes
folgendermal3erBei derzentrischerStreckungmit demZentrumSunddem Faktor—%, diedas
DreieckABCin dasDreieckA'B'C' Uiberfuihrt gehtauchder UmkreisdesAABC in denUmkreis
desAA'B'C', alsoin denFeuerbachkreidesAABC tiber Der Radiuswird dabeium |-4 | = £
gestrecktDaderRadiusdesUmkreisesdesAABC gleichr ist, ist alsoderRadiusdes

Feuerbachkreisegieich% of = % Damitist Satz5 bewiesen

Fig. 6

Der Feuerbachkreiand seineelementarettigenschaftemvaren wie schongesagtvor
Feuerbachnamlich1821, denfranzdsischeieometerrCharlesJulienBrianchonund JeanVictor
PoncelebekanntNachhewurdensie wiederentdeckvon JakobSteiner(1833) und Olry Terquem
(1842).

87. Der " grof3e Satzvon Feuerbach

Wie wir eingesehehabenwar alsoKarl Wilhelm FeuerbachvederderErstentdeckedes
Feuerbachkreiseaochwul3teer, dal3die EulerpunkteD, E undF aufjenemliegen Der Grund
warumderKreis trotzdemseinenNamenerhielt(in derdeutscheriteratur, in derenglischerwird
meistvom " nine-point circle”, alsovom Neunpunktekreigesproche)j ist ein eleganteSatz dener
in 857 seinerAbhandlung 1] fastbeilaufigerwahnt

Satz6: Der FeuerbachkreisinesDreiecksABC berihrtstetsdeninkreisunddie drei Ankreise
undzwardenlinkreisinnerlichunddie drei AnkreiseduRerlich (SieheFig. 7.)
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DieserSatzmachtesowohlFeuerbactalsauchseinerKreis beriihmt Heutzutagevird oft Satz
6 SatzvonFeuerbachgenanntwobeigelegentlichauchSatz1 odersogarSatz2 diesenrNamen
erhalten Um solcheZweideutigkeiterzu vermeidenkdnntemanSatzl alskleinenSatzvon
Feuerbachund Satz6 alsgrol3enSatzvon Feuerbachbezeichnenin der Tatist derBeweisvon
Satz6 sehrkompliziert wasdenTitel "grol¥ rechtfertigt

EinekleineBemerkungnoch Die ZeichnungFig. 7 wurdemithilfe desdynamischen
Geometrieprogrammiuklid” hergestelttsolcheGeometrieprogrammerlaubensehrprazise
geometrisché&igurenzu zeichnerundsie gegebenenfalldurch” Zieheri aneinigenPunkterzu
deformierenFriherhattemandieseMdglichkeit nicht geometrisch&igurenwarenimmerrecht
ungenauWahrendmaneinesolcheUngenauigkeibei einfacherFigurenkaummit bloRemAuge
erkennerkonnte warf siesichbeiderZeichnungzumgro3enSatzvon Feuerbaclfwie etwain [2],
S. 11 oder[5], S. 38) oft sofortins Auge Entwedemeideteder Feuerbachkreidenlinkreisoderer
schnittihn! Einige Autorenmuf3tenoffenbar’mogelri, um dieseflagranteUnstimmigkeitvon
Theorieund Zeichenpraxizu vermeidenDer Satzwar einfach” too beautifulto illustrate’, wie
PaulYiu in [10] feststellt Wie schongesagthabenwir heutedankGeometriesoftwardieses
Problemnichtmehr.

88. BeweisdesSatzes

Zu sagenderBeweisvon Satz6 lie3esichnichtauf Anhiebfinden wareeineUntertreibungEs
ist zwareineMengevon Beweiserbekanntjedochist unterihnenkeiner, denmanalseinfach
bezeichneikdnnte FeuerbaclselberzeigteSatz6 rechnerischEr bewiesauftrigonometrischem
Wegedie Gleichungen

NO=%—p; NOa=%+pa; NOb=%+pb; NOC=%+pC,
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wobeiO derlInkreismittelpunktOa, O, und O, die Ankreismittelpunktep derinkreisradiusund
pa, ppundp. die AnkreisradierdesDreiecksABCsind Aus diesenGleichungerfolgt nattrlich
daRderFeuerbachkrei@mit MittelpunktN und Radius%) deninkreisunddie Ankreise(mit

MittelpunktenO, O, Op undO. undRadienp, pa, pp bzw. pc) berlihrt DieserBeweisist
geradlinig abermihsamwer sichinteressiertfindet eineseinerVariantenin [5], S. 39-43.

Heuteziehtmanmeistdie InversionamKreis zumBeweisvon Satz6 heran siehez. B. [4],
Kapitel 5 86, [7], Abschnitt6.2 oder[8], Abschnitt61.

Ganzelementar@eweisesindeherdie Seltenheiteinensehrgeistreicherindet manin [3].
Der Standardbewemurdein [5], S. 37-39 vorgestellf dortist allerdingsdie Darstellungrecht
verworren Ich gebehier denBeweiswieder.

Wir beginnemmit zwei elementaremilfssatzen Der erstewird eineUmkehrungdes
Sekantensatzesein die in derHoherenEuklidischenGeometrieoft verwendewird. Wir
formulierendieseUmkehrungmitsamtdemSekantensatzelber

Satz7, der Sekantensatanit Umkehrung: SeienAB und CD zwei Geradendie sichin einem
PunktP schneidenundzwarseiangenommerdal3der PunktP auf denVerlangerungemuler
StreckenAB und CD liegt. Genaudannliegendie PunkteA, B, C undD aufeinemKreis, wenn
PAe« PB = PCe« PD gilt. (SieheFig. 8.)

Fig. 8

Beweis Wir orientierenunsim folgendenanFig. 9; fir anderePunkteanordnungererlauftder
Beweisanalog

Teil 1: Liegendie PunkteA, B, C undD aufeinemKreis, dannist A BCD = A BAD, also
A BCP= A DAP. Fernerist offensichtlichA BPC = A DPA. Also sinddie DreieckeBCP und
DAP &ahnlich undesgilt PB : PC = PD : PA, alsoPAe« PB = PCe« PD.

Teil 2: Gilt PA« PB= PCe« PD, dannistPB : PC = PD : PA Fernerist offensichtlich
A BPC= A DPA Also sinddie DreieckeBCP undDAP &hnlich undesfolgt A BCP = A DAP, d.
h. A BCD = A BAD. Somitliegendie PunkteA, B, C undD aufeinemKreis.

Also liegendie PunkteA, B, C undD genaudannaufeinemKreis, wennPAe« PB = PCe PD
gilt. Hiermitist Satz7 bewiesen
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Fig. 9

Der nachsteHilfssatzwird sein

Satz8: SeiP eingemeinsamelPunktzweierKreisek undk'. EinebeliebigeGeradeg durchP
schneidedie Kreisek undk’ auelim PunktP nochin denPunktenQ bzw. Q'. Sinddie Tangenten
andie Kreisek undk’ in denPunktenQ bzw. Q' parallel dannbertihrersichdie Kreisek undk’ in
P. (SieheFig. 10.)

Beweis Im folgendenorientiererwir unsanFig. 10. SeienO bzw. O’ die Mittelpunkteundr
bzw. r’ die RadienderKreisek undk’. Dannist OP = OQ = r undO’'P = O'Q’ = r’; die Dreiecke
POQundPO'Q’ sindsomitgleichschenkligundesgilt A OPQ= A OQPund
AO'PQ = AO'QP. Die Tangenterandie Kreisek undk’ in denPunktenQ bzw. Q' sind
orthogonalzu denBerihrradierOQ bzw. O'Q’; dadie zwei Tangenterzueinandeparallelsing,
sindalsoauchdie BertihrradierOQundO'Q’ zueinandeparalle| und nachdemStufenwinkelsatz
gilt AO'Q'P = AOQP. Mit AOPQ= AOQPundAO'PQ = AOQ'Pwird dieszu
AOPQ = AOPQ, alsoAO'PQ = AOPQ Also liegendie PunkteQ’, O undP aufeiner
Geradend. h. derPunktP liegt auf der ZentralenderKreisek undk’; daaberP ein gemeinsamer
PunktderKreisek undk’ ist, miissersichfolglich die zweiKreisebertihrenund zwarberiihrersie
sichin P. Damitist Satz8 bewiesen
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Fig. 10

Jetztkbnnenwir mit demeigentlicherBeweisvon Satz6 anfangenNebendenSeitenmitterd’,
B’ undC’ unddenHohenfuBpunkteil,, H, undH¢ zeichnerwir im Dreieck ABC nochdenPunkt
X, in demderInkreisdesDreiecksdie SeiteBC berihrt Die WinkelhalbierendelesWinkels CAB
schneidalie SeiteBCin X' unddenUmkreisdesDreiecksABC auf3erA nochin einemPunktA”.
Der InkreismittelpunkidesAABC seiO (Fig. 11).

DaderPunktA” aufderWinkelhalbierenderesWinkels CABliegt, gilt A CAA’ = A BAA'.
GleicheUmfangswinkeln einemKreis gehoérerzu gleichenSehnenalsoist CA’ = BA”. Folglich
liegt derPunktA” aufderMittelsenkrechtemler StreckeBC. (Der PunktA” ist alsoder Mittelpunkt
desBogensBC auf demUmkreis) Nun habenwir A A"BC = A A"AC (Umfangswinke), also

AA"BO= AA'"BC+ ACBO= AA’AC+ ACBO= % + g und
AA'OB= AOAB+ A OBA (AuBenwinkelsatim DreieckAOB)
_a_ B
“2t7

Alsoist A A"BO = A A"OB, unddasDreieckBA’Q ist gleichschenkligd. h. wir bekommen
A'B=A"0.
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Fig. 11
Wegen

AA'BX = AA'BC= AA"AC (Umfangswinke)
= AA"AB (Winkelhalbierendp

und A BA’X' = A AA'B sinddie DreieckeA”"BX und A’ AB zueinandeghnlich undesfolgt
A'X'  A'B=A"B: A"A, alsoA"X' « A"A = A"B2. Mit A"B = A"O ergibtsichdaraufhin
A'X o« ATA = A"O2,

Die GerademH,, OXundA"A’ stehenalle senkrechauf BC (die GeradeA”A’ stehtsenkrecht
aufBC, weil A" aufderMittelsenkrechtenler StreckeBC liegt); alsosindsie zueinandeparallel
undnachdemStrahlensatgilt

AX' _ AHa _ AX

A//X/ - A//A - A//O'
Daherist A'X' = ke A"X', A'Ha = ke A"AundA’X = ke A"O fiir ein gewisseseellesk. Aber aus
A'X" e A'A = A"O?folgt k? « (A"X e« A”A) = k? « A’O?, also
(ke A7X') o (ke A’A) = (ke A’0)?, undA'X' « A'H, = A'X2,

(SieheFig. 12.) Bekanntlichsind die zweivon einemPunktaneinenKreis gelegterirangenten
zueinandesymmetrisctbezlglichdesKreisdurchmesserdurchdiesenPunkt Also sinddie
Tangentervon X’ andeninkreisdesDreiecksABC zueinandesymmetrischbeziiglichder Geraden
X'O. Einevon diesenzwei Tangenternst die GeradeBC; die anderast somitdasSpiegelbildder
GeraderBC anderGeradenX'O. Diesezweite Tangenteberiihredeninkreisin Q. Die GeradeA'Q
schneidadeninkreisauBerQ nochin einemzweitenPunktL. Danngilt A’Q « A’L = A’X? nachdem
Sekantentangentensafmdererseithabenwir A'X' « A'H, = A'X?, alsoA'Qe« A'L = A'X' « A'H,.
NachSatz7 liegenalsodie PunkteQ, L, X' undH, aufeinemKreis; im SehnenvierecRLH.X' ist
somit A QLHa = 180° — A QX'Ha, d. h. AA'LH, = 180° — A QX'Ha.
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Dadie GeradeX'Q (alsodie zweite Tangentevon X' andenlinkreis) dasSpiegelbildder
GeraderBC anderGeradenX'O ist, habenwir A OX'Q = A OX'X, unddamit

AALH, = 180° - AQXHa = 180° - (AOXQ+ AOXX) = 180° — 2+ A OX'X

= 180° -2« (AX'AC+ AX'CA) (AuRenwinkelsatzm AAX'C)
= 180°- 2. (% +7) =180°-a-2y = (a+B+y)-a-2y = f-7.

Die TangenteandenFeuerbachkreim A’ schneidalie GeradeCAin R. Als
Sehnentangentenwinkist dann A B'A’'R gleichdemUmfangswinkel4. B'C'A’, alsogleich
A BCA= y, weil die DreieckeABCundA’B'C’ ahnlichsind Andererseitsst A'B’ || AB unddamit
nachdemStufenwinkelsatz B'A'C = A ABC = B. Darausfolgt
ARAC= ABAC- AB'AR= B-y = AALH, Doch ARAC ist derSehnentangentenwinkel
derSehneA'H, im FeuerbachkreidesDreiecksABC; alsoist A RAC = A A'C'Ha. Und damit
wird A A'C'H,y = A A'LHa. Folglich liegt derPunktL auf demKreis durchdie PunkteA’, C' und
Ha, d. h. aufdemFeuerbachkreidesDreiecksABC.

Wir hattengezeigf dafR180° — A QX'H, = B—y ist. D. h., esist A QX'C = B — y. Andererseits
habenwir ARAC = B —y. Somitist A QX'C = A RAC, alsonachdemStufenwinkelsatz
QX || RA.

Nun habenwir denPunktL, deraufdeminkreisundaufdemFeuerbachkreidesDreiecksABC
liegt; die PunkteQ undA'’ liegenaufeinerGerademit L, wobeiQ aufdemInkreisund A’ aufdem
Feuerbachkreibegt. Fernersinddie TangenterandeninkreisundandenFeuerbachkreis den
PunktenQ bzw. A’ parallel(dennQX | RA). NachSatz8 beriihrersichalsoderInkreisundder
Feuerbachkreign demPunktL, undzwarberihrersiesichinnerlich wasausder Anordnungder
Punktefolgt.
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Fig. 12

Esbleibtunsnochzu zeigen dal3sichjederAnkreisundder Feuerbachkrei@ul3erlichberihren
dochdiesbedeutetm Wesentlichemur eineWiederholungderobigenUberlegungenundich
denke auf einesolcheWiederholungverzichtenzu konnen Somitist Satz6 bewiesen

89. Merkwirdige Punkte

Dreiecksgeometrigvar schonimmerverbundemit merkwirdigernPunkteneinesDreiecks Die
AnzahlsolcherPunktenahmin denletztenJahrersoraschzu, daResnétig wurde sieaufzulisten
Die bekanntestéiste von merkwirdigerPunktenist die 1999 entstandenand seitdemauf weit
Uber2000 PunkteangewachsentEnzyklopadieder Dreieckszentréhvon Clark Kimberling ([6]).
Dabeiwerdendort nur” Dreieckszentréhaufgefihrf d. h. die Punkte die invariantsindunter
Vertauschungler Ecken einestrengeDefinition eines’ Dreieckszentruniswird in [6] gegeben
Die erstenvier von KimberlingsDreieckszentresind die ausder Schulebekannten
(Inkreismittelpunkt SchwerpunktUmkreismittelpunkund Hohenschnittpunlt dasfunfteist - der
Mittelpunkt desFeuerbachkreisé®aranlaldtsicherkennenwelcheBedeutunglem
Feuerbachkreig derDreiecksgeometrizukommt Hier sindeinigeDreieckszentremit ihren
Nummernin [6]:
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Nr. | Bedeutung Nr. | Bedeutung

X1 | Inkreismittelpunkt X2 | Exeterpunkt

X2 | Schwerpunkt X0 | UmkreismittelpunktdesDreiecks
Xz | Umkreismittelpunkt ausdenAnkreismittelpunkten
X4 | Hohenschnittpunkt Xssa | Kosnitapunkt

Xs | Mittelpunkt desFeuerbachkreises Xes | Prasolovpunkt

Xs | Lemoinepunkt X110 | Eulerspiegelpunkt

X7 | Gergonnepunkt Xos6 | ersterSharyginpunkt

Xg | Nagelpunkt Xss5 | MittelpunktdesFuhrmannkreises
Xo | Mittenpunkt Xago | MittelpunktdesTaylorkreises
X10 | Spiekerpunkt Xage | Parryspiegelpunkt

X11 | Feuerbacfberthjpunkt Xags | (erste) Vectenpunkt

X3 | (erste) Fermatpunkt X127 | ersterde-Villierspunkt

Xis | (erste) isodynamischePunkt Xi1s3 | Mittelpunkt desLamoenkreises
Xi7 | (erste) Napoleonpunkt Xi1s5 | Schréderpunkt

X21 | Schifflerpunkt Xizs7 | (erstey Wernaupunkt

Uberdie BedeutungemlieserPunktekannmanin [6] nachlesenAnsonsterhabendie meisten
Dreieckszentrem [6] keinegeometrisch®edeutungindwerdennur durchihretrilinearen
Koordinatendefiniert

Wie schongesagtgibt auchder FeuerbachkreiseueMdglichkeiten merkwirdigePunktezu
definieren Einerseitshabenwir denMittelpunkt N desFeuerbachkreiseandererseitden
Beruhrpunki desFeuerbachkreisasit deminkreis auchdie Berthrpunkte.,, L, undL. des
Feuerbachkreisanit denAnkreisensindvon InteresseDie PunkteN undL streitensichumden
Namen’Feuerbachpunkt Wahrendn DeutschlandiftersN als” FeuerbachpunktdesAABC
bezeichnewird, heiltin [6] L " Feuerbactpoint’ desAABC. Um Verwechslungerzu vermeiden
bezeichnach denMittelpunkt N desFeuerbachkreisess Feuerbachmittelpunkindden
Beruhrpunki desFeuerbachkreisanit deminkreisals FeuerbachberihrpunkiesDreiecksABC.
Die PunkteN undL sindXs bzw. X3; in Clark KimberlingsListe [6]. Die Berthrpunkte.,, L, und
L. desFeuerbachkreisanit denAnkreisenkdnnendul3ereFeuerbachberihrpunkigesDreiecks
ABCgenanniverden

810. Weitere EigenschaftendesFeuerbachberihrpunktes

Mit Satz6 endetdie TheoriedesFeuerbachkreisascht, vielmehrbeginntsiedamiterst Im
folgenderwerdeich meistohneBeweismehrereEigenschaftemesFeuerbachpunktesrstellen

FurdenBeruhrpunki desFeuerbachkreisetesDreiecksABC mit demInkreisundfur die
MittelpunkteA’, B’ undC’ derSeitenBC, CAbzw. AB gilt:

Satz9: EinederStreckerLA’, LB’ undLC' ist stetsgleichder Summederbeidenanderen

Dasheil3t Esgilt immereinederdrei GleichungerL,A’ = LB’ + LC’, LB’ = LC' + LA’ oder
LC' = LA' + LB'. (SieheFig. 13, wo derjenigeFall dargestellist, in demLA’ = LB' + LC' gilt.)
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A

C

Fig. 13

DieserSatzist anscheinendchoniberlangereZeit bekanntich kenneseinenUrsprungnicht

EinenandererbemerkenswerteBachverhalzeigteschonFeuerbaclhin [1], 858:

Satz10: Sind O derInkreismittelpunkiundOa, O, und O, die Ankreismittelpunkteeines
DreiecksABC, undN derMittelpunkt desFeuerbachkreisedanngilt

NO+ NOz + NOp + NO, = 6r,

wobeir derUmkreisradiusiesDreiecksABCist. (SieheFig. 14.)

Zum BeweisdiesesSatzedetrachtemwir die Punktel, La, Lp undLc, in denender
Feuerbachkreideninkreisunddie drei AnkreisedesAABC berihrt Seienp derInkreisradiusund
pa, pb undp. die AnkreisradierdesDreiecksABC; derRadiusdesFeuerbachkreisést . Damit

_ 2
gilt
NO=NL-OL = %—p;

NO, = NLg + Oala % + pa;
NOp = NLp + OpLp % + Po;

NOC = NLC + Och = % +pc.

Addition ergibt

Y r r r
NO+NOs +NOy +NO: = (5 =p) + (L +pa) + (L +p0) + (L +pc)
=2r +(pa+tppo+pc—p).
NachdemSatzpa + pv + pc — p = 4r (siehe[1], 85 oder[5], S. 33, Aufgabel6c) wird daraus
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NO+ NO; + NOy + NO; = 2r + 4r = 6r,

waszu beweiserwar.

20,

O
°e

ON

Fig. 14

Der Feuerbachberthrpunktliegt aufvieleninteressanteeraderundKreisen im folgenden
werdenwir einigevonihnenerwdhnenDie erstendrei GeraderdurchL erhaltenwir ausdem
folgendenSatz

Satz11: DerInkreisdesDreiecksABCberuhredie SeitenBC, CAundAB in denPunktenX, Y
bzw. Z. Sind O derInkreismittelpunktund U derUmkreismittelpunkdesDreiecksABC, dann
gehendie Spiegelbildeder GeraderOU andenGeradenyZ ZXbzw. XY durchdenPunktL.
(SieheFig. 15.)

DiesesResultatwurdevon WolfgangKroll in [3], S. 254 ohneBeweismitgeteilt
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Fig. 15

Ein Satzvon Michel Garittezeigtunsdrei Kreise die durchL gehen

Satz12: SeienAm, Bm undCr, die Mittelpunkteder StreckerAO, BO bzw. CO. Der
FeuerbachberthrpunktdesDreiecksABCliegt auf denThaleskreiseriberdenStreckenXAnm,
YBn undZCi,. (SieheFig. 16.)

BemerkungDie PunkteAn, Bm undCy, sindgleichzeitigdie Umkreismittelpunkteler Dreiecke
0YZ OzZXbzw. OXY.
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A

Fig. 16

Und damitgleichzu dreiweiterenKreisendurchL, die bereits1886 JohanrDo6ttl bekannt
waren(allerdingsnurin derentsprechendevariantemit denAnkreisenstattdeminkreid, siehe
[17], Abschnitt68):

Satz 13: FurdenlnkreismittelpunkiO desDreiecksABC gilt: Die FeuerbachkreiséerDreiecke
BOC, COAundAOBgehendurchdenFeuerbachberihrpunktdesDreiecksABC. (SieheFig. 17.)

Dasheil3t derFeuerbachberihrpunktliegt auf denFeuerbachkreiseter DreieckeABC,
BOC, COAundAOB. Dieskannteilweiseverallgemeinertverden Fur vier beliebigePunkteA, B,

C undD habendie Feuerbachkreisger DreieckeABC, BCD, CDA undDAB einengemeinsamen
Punkt (Siehe[13], Satz4.1.6.)
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A

Fig. 17

Zwei ganzlichiiberraschendereisedurchL entdeckteriev Emelyanownd Tatiana
Emelyanovg[11]):

Satz 14: DerKreisdurchdie Punkte in denendie WinkelhalbierendewnlesDreiecksABCdie
jeweilsgegeniberliegende®eitenschneidengehtdurchdenFeuerbachberihrpunkt (SieheFig.
18)

Satz 15: DerKreis durchdie Punkte in denendie AnkreisedesDreiecksABCdie
entsprechendeBeitenberthrengehtdurchdenFeuerbachberihrpunkt (SieheFig. 19.)

EsseiangemerktdalldiesezweiKreisezwardurchL gehenaberim Allgemeinenwederden
InkreisnochdenFeuerbachkreiberiihren
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Fig. 19

Zu allendiesenSatzeniberdenPunktL gehtreranalogeResultatdiberjedenderdrei Punkte
La, Lp undLc. Wirklich neueErgebniss&dnnenwir aberfinden wennwir die vier PunkteL, L,
Lp undL. gemeinsanbetrachten

811. DasDreieckszentrum X,

Wir zeigenerstmals

Satz 16: Die GerademL,, BL, undCL. schneidersichin einemPunktL’, undzwarliegt
dieserPunktaufderGeraderON, wobeiO derInkreismittelpunktundN derMittelpunktdes
FeuerbachkreisedesAABC ist. Die Punktel undL' teilendie StreckeON harmonisch(SieheFig.
20.)
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La

Fig. 20

Der PunktL’ ist ein merkwirdigefPunktdesDreiecksABC, derkeineneingebirgerteNNamen
hat In Clark KimberlingsListe [6] ist er dasDreieckszentrunxss,.

Zum Beweisvon Satz16 werdenwir denZweitenSatzvon MongeverwendenDie Satzevon
Monge(sieheetwa[8], Abschnitt42, Aufgabel7a) lauten Seienp, g undr dreiKreise Seien
fernerP undP’ dasinnerebzw. uRerédhnlichkeitszentrunderKreiseq undr; seienQ undQ' das
innerebzw. dasauRereédhnlichkeitszentrunderKreiser undp; seienRundR’' dasinnerebzw. das
auReréAhnlichkeitszentrunderKreisep unda.

Der Erste Satzvon Monge besagtann Die PunkteP’, Q' undR’ liegenaufeinerGeraden
DasheiR3t die paarweiseruReremhnlichkeitszentremreierKreiseliegenstetsauf einerGeraden

Der Zweite Satzvon Monge besagtDie PunkteP’, Q undR liegenaufeinerGeradendie
PunkteP, Q' undR liegenaufeinerGeradendie PunkteP, Q undR’ liegenaufeinerGeradenDas
heilRt zwei paarweisennereAhnlichkeitszentremreierKreiseund dasauReréAhnlichkeitszentrum
desverbliebenerPaardiegenaufeinerGeraden(SieheFig. 21.)
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Fig. 21

Betrachterwir nunSatz16. Esist zu beweisendal3sichdie GeradermL,, BL, undCL. in
einemPunktL’ schneidenderaufderGeraderON liegt undzusammemit L die StreckeON
harmonischeilt. Eswird unsviel einfacherfallen, wennwir diesenSatz” rickwérts beweisen
indemwir erstmalseinenPunktL’ alsinneresAhnlichkeitszentrundesinkreisesunddes
Feuerbachkreisegefinieren unddannversuchemachzuweiserdaldieserPunktL’ aufder
GeraderON liegt undzusammemit L die StreckeON harmonischeilt, unddaschlief3lichdie
GeraderAL,, BL, undCL. durchL’ gehen

Der PunktL ist dasduRReréAhnlichkeitszentrundesinkreisesund desFeuerbachkreiseweil
sichdie zweiKreisedortinnerlichbertihrenDer PunktL’ ist aberdereninneres
AhnlichkeitszentrumDa die zwei AhnlichkeitszentrerzweierKreisedie Streckezwischenden
Kreismittelpunkterharmonischeilen teilenalsodie PunkteL undL’ die StreckeON harmonisch
womit bereitsein Teil desGeforderterbewiesenst.

Jetztseherwir unsdie Konfigurationan, in derdie Ankreisean CA und AB weggelassenind,
undnur derInkreis, der Ankreisan BC undder Feuerbachkreisu sehersind

DasinnereAhnlichkeitszentrundesinkreisesund desFeuerbachkreisdst L.

DasinnereAhnlichkeitszentrundesAnkreisesan BC unddesFeuerbachkreiséast L,, weil
sichdie zweiKreisedortaul3erlichberihren

DasauReréAhnlichkeitszentrundesinkreisesund desAnkreisesan BCist A, weil die beiden
aulRerergemeinsamemangenterder zwei Kreisedie GeraderCA und AB sindundsichin A
schneiden

DochnachdemZweitenSatzvon Mongeliegenzwei paarweisénnereAhnlichkeitszentremnd
dasdritte auRereédhnlichkeitszentrumauf einerGeradensomitliegendie Punktel’, L, und A auf
einerGeradend. h. derPunktL’ liegt aufder GerademL,. Genaussehernwir ein, da3L’ aufden
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GeraderBL, undCL. liegt. Damitist Satz16 vollstandignachgewiesen
812. Ein Kreis durch zweiFeuerbachberihrpunkte

Lev Emelyanownd TatianaEmelyanovaderenResultatdiberdenFeuerbachkreignsschonin
810 begegnesind, stelltenin [18], Aufgabel3 die folgendeEigenschafter
FeuerbachberthrpunktemlLeserzumBeweis(Fig. 22):

Satz17: Der InkreisdesDreiecksABCundder AnkreisanBC berihrerdie SeiteBCin den
PunktenX bzw. X, unddenFeuerbachkreisn denPunktenL bzw. L,. Dannliegendie PunkteX,
Xa, L undL, aufeinemKreis.

A

Oa

Fig. 22

Beim BeweisdieserEigenschaftverdenwir merkbarvon der Arbeit profitieren die wir in 88
zumBeweisdesSatzes$ aufgebrachhatten Anstattalle Punkteneuzu definieren bernehmenvir
auchdie Bezeichnungeauss§s, Fig. 11. Der PunktA” bekommtjetzt eineinteressante
NebenbedeutunyVie wir in §8 gezeigthabendalRA”B = A"O ist, kdnnenwir auchA’C = A"O
einsehenalsoist A’B = A’O = A’C, undderPunktA” ist der UmkreismittelpunkdesDreiecks
BOC. Dochdadie Innen unddie Aul3enwinkelhalbierendeinesWinkelsaufeinandesenkrecht
stehengilt BO 1L BO, undCO 1 CO,, deshalbA OBO, = 90° und A OCO, = 90°. Dasheil3t die
PunkteB undC liegenauf demThaleskreidiberder StreckeOO,. Der UmkreismittelpunkiA” des
DreiecksBOCi st alsoderMittelpunkt diesesThaleskreisedd. h. der Mittelpunkt der StreckeOOa.
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A

Fig. 23

Wir zeigenalsHilfssatz(Fig. 23):

Satz 18: Der SchnittpunkiX’ derWinkelhalbierendenlesWinkels CABmit derGeraderBC
liegt aufderGeraderLLa.

Beweis Der PunktX' liegt aufder GeraderBC, alsoaufeinerderzweiinnerengemeinsamen
TangenterdesinkreisesunddesAnkreisesanBC. Fernerdiegt X' auf derWinkelhalbierendenles
WinkelsCAB, alsoaufderZentralendieserKreise Alsoist X' dasinnereAhnlichkeitszentrunues
InkreisesunddesAnkreisesan BC.

Der PunktL, ist dasinnereAhnlichkeitszentrundesAnkreisesanBC unddes
FeuerbachkreiseandderPunktL ist dasauRereAhnlichkeitszentrundeslinkreisesunddes
Feuerbachkreises

NachdemZweitenSatzvon Mongeliegenzwei paarweisénnereAhnlichkeitszentremnddas
dritte AuReredhnlichkeitszentrunauf einerGeradendeshaldiegendie PunkteX’, L, undL auf
einerGeradend. h. derPunktX’ liegt aufderGerader_L,, waszubeweiserwar.
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Fig. 24
Jetztarbeiterwir anFig. 24. Dadie PunkteA, A", B undC aufeinemKreis liegen(dennA”
liegt ja auf demUmkreisdesAABC), gilt nachdemSehnensatX’'A « X'A” = X'B e« X'C. Da
andererseitdie PunkteB, C, O undO, aufeinemKreis liegen(demThaleskreidiberder Strecke
00,), gilt ausdemselberGrundX'B « X'C = X'O ¢« X'O,. Damitwird X'Ae X'A” = X'O « X'O,,
also
XA _ XOa

X0 XA

Wennwir aberbedenkendaRdie GerademH,, OX, A"A’ undO,X, zueinandeparallelsind (da
siealle auf BC senkrechstehe, unddenStrahlensatanwendenhabenwir

X'A _ XHa nd X'Oa _ X'Xa.
X0 = XX N XA~ XA
ausderGleichungobenwird also
X'Ha _ X'Xa
X'X XA

undX'H, « X'A' = X' X « X'X,. Daandererseitdie PunkteH,, A’, L undL, aufeinemKreis liegen
(demFeuerbachkre)sgilt nachdemSehnensatX'H, « X'A’ = X'L « X'La. (Wobeiwir nattirlich
dasHilfsresultatbenutzendalRX' aufLL, liegt.) Somithabenwir X'X ¢ X'X, = X'L « X'L,. Jetzt
konnenwir genauso, wie wir mit Satz7 eineUmkehrungdesSekantensatzegezeigthabenauch
eineUmkehrungdesSehnensatzdserleiten undausdieserUmkehrungerhalterwir, dal3die
PunkteX, Xa, L undL, aufeinemKreis liegen Damitist Satz17 bewiesen
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Selbstverstandlickdonnender Feuerbachkreiandder Feuerbachberthrpunierallgemeinert
werden siehe[13], Satz3.2.11 zumFeuerbachkreiand[16] zumFeuerbachberihrpunkiir
konnenunshier nicht mit allendiesenResultaterbefassen

Literaturhinweise

[1] Karl Wilhelm FeuerbachEigenschafterinigermerkwirdigerPunktedesgeradlinigen
Dreiecks undmehrererdurch sie bestimmteriinien und Figuren Eineanalytischtrigonometrische
Abhandlungl. Auflage Nurnbergl822, 2. Auflage (erweitertum ein LiteraturverzeichnisHaarlem
1908.

[2] PeterBaptist Karl WilhelImFeuerbach Geometrieund GemutskrankheiDer
Mathematikunterrich®/1993, S. 6-13.

[3] WolfgangKTroll: ElementareBeweisdesSatzesyon FeuerbachPraxisder Mathematik
6/1998, S. 251-254.

[4] HaroldS. M. Coxeteyr Samuel. Greitzer ZeitloseGeometrie Stuttgart1983.

[5] Emil Donath Die merkwiurdigerPunkteund Linien desebenerDreiecks Berlin 1976.

[6] Clark Kimberling: Encyclopediaf Triangle Centers(andmore.
http://faculty. evansville. edu/ ck6/

[7] Johanne&ratz: Die Kreisspiegelungein heuristische&onstruktions und
Begrindungsprinzip der elementareriKreisgeometrieDidaktik der Mathematik3/1994, S.
161-186.

[8] ReidtWolff-Athert Geometrieund Trigonometrieg(MittelstufeBand2), Paderborri965.

[9] JosefRung Die vierte Dreiecksseitewasist daseigentlict?, Praxisder Mathematik6/1996,
S. 280-281.

[10] PaulYiu: GeometricArt Design AdvancedEuclideanGeometryia TheGeometers
Sketchpad
http://ww. mat h. f au. edu/ yi u/ Geonretry. ht ni

[11] Lev Emelyanownd TatianaEmelyanovaA noteon the FeuerbachPoint, Forum
Geometricorun2001, S. 121-124.
http://forumgeom f au. edu/

[12] LauraGuggenbuhlKarl WilhelImFeuerbachMathematician The ScientificMonthly 81
(1955), S. 71-76; nachgedruckin: DanPedoeCircles A MathematicaView, USA 1995, S.
89-100.

[13] Wilfried Haag Wegezugeometrische®atzenl. Auflage Stuttgart- Dusseldorf Leipzig
2003.

[14] Christophd. Scribg PeterSchreiber5000 JahreGeometrie2. NachdruckBerlin -
Heidelberg- New York 2003.

[15] Darij Grinberg Uber einige Satzeund Aufgaberausder Dreiecksgeometrie
http://de.geocities.com darij _grinberg/

[16] Darij Grinberg Generalizatiorof the Feuerbachpoint
http://de.geocities.com darij_grinberg/

[17] JohanrDottl: NeuemerkwurdigePunktedesDreiecks Wien - Leipzig 1886. Digitale
Versionin
http://ww. hti.um ch. edu/ u/ umi st mat h/

[18] Lev Emelyanownd TatianaEmelyanovaSemejstvé-ejerbaha Matematicheskoe
prosveshjeni®/3 (2002), S. 78-92.

[19] Clark Kimberling: Karl WilhelmFeuerbach(1800-1834), geometer
http://faculty.evansville. edu/ ck6/bstud/feuerba. htm

[20] J. J. O’'Connort E. F. RobertsonKarl WilhelmFeuerbach
http://ww*- gap. dcs. st - and. ac. uk/ ~hi st ory/ Mat hemat i ci ans/ Feuer bach. htm



