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Ein Kiferspaziergang auf Koérperkanten

Einleitung

Die Idee zu dieser Arbeit entstand an einem langweiligen Samstagabend:
Noch nicht einmal das Wiirfelspiel mit meiner Schwester machte mir Spa8,
da sah ich auf dem schon einige Zeit unberiihrten Wiirfel eine Fliege entlang
spazieren. Wie lange wiirde das Insekt wohl von einer Wiirfelecke zu einer
anderen im Mittel brauchen, wenn es sich dabei lediglich auf den Kérper-
kanten zufillig fortbewegen kann?

Problemstellung;: :

Ein Kifer bewege sich auf den Kanten eines regelmdfigen Polyeders. Dabes
bendtigt er von einer Ecke zu einer benachbarten stets 1 Minute und wéhit
an jedem Eckpunkt zufillig und unverziiglich die nichste Kante aus. Wie
lange bendtigt das Insekt durchschnittlich, um von einer Ecke S(tart) zu
einer anderen Ecke Z(iel) zu gelangen?

Tetraeder

Ich beginne meine Untersuchung am ein-

fachsten Platonischen Kérper, einem Te- S
traeder ABSZ (vgl. Abb. 1). Alle Eck-

punkte des Tetraeders sind beziiglich

der Problemstellung gleichberechtigt: Ein

Kéafer hat stets 3 Moglichkeiten fiir sei- B

nen weiteren Weg zur Auswahl und von je-

dem Eckpunkt des Tetraeders ist das Ziel

Z iiber eine Kante zu erreichen. Fiir die

Bestimmung der durchschnittlichen Dauer A et Z
eines Kéferlaufes von S nach Z habe ich 2 Abb. 1: Tetraeder
Moglichkeiten bearbeitet.

1. Lésungsmoglichkeit:

Zunachst mochte ich die Wahrscheinlichkeit P(n) dafiir bestimmen, daf
der Kifer in genau n Minuten von S nach Z liuft. Da jeder Weg iiber n
Kanten gleichwahrscheinlich ist, geniigt es, die Anzahl A(n) dieser Wege zu
bestimmen. Offenbar gilt A(1) = 1, und durch Probieren findet man leicht
A(2) =2, A(3) =4, A(4) =8.

Die Vermutung A(n+1) = 2-A(n) kann durch folgende Uberlegung bestitigt
werden: Seinen Weg iiber n + 1 Kanten beginnt der Kéfer in S und geht
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von dort entweder nach A oder B (n > 1). Da A, B und S beziiglich Z
gleichwertig sind, gibt es fiir ihn jetzt jeweils A(n) Fortsetzungen. Fiir die
Wahrscheinlichkeit P(n) folgt damit

2n—1 -
P(n) = (1)
Fiir die mittlere Anzahl der Minuten M ergibt sich daraus?:
1 2 22 271
M - . 1 _— 2 —_ “ ..
3 + 3 + 3 3+ + 3n

.n+...
1 2 (2\’ 2 2 (2)°

—§°(1+§+(§) +"°)+§'§-(1+§+(§) +--)
22 2 [2)\?

+_§§.(1+§+(§) +...)+...

2 (2\%? [/2\?
-—1+§+(§) +<§) +-:--=3

2. Losungsmoglichkeit:

Wieder sei M die durchschnittliche Minutenzahl, die der Kifer von S nach
Z benbtigt. Dieser 1iuft von S mit einer Wahrscheinlichkeit von %— direkt
nach Z und mit einer Wahrscheinlichkeit von Z nach A oder B. Von dort
benétigt er wiederum M Minuten und damit gilt:

(2)

M=%-1+§-(M+l) 5> M=3 3)

Der Kifer benétigt also im Durchschnitt 3 Minuten, um von einer beliebigen
Kérperecke zu einer anderen zu gelangen.

Oktaeder

Ich arbeite mit der ersten Lésungsmog-
lichkeit und betrachte einen Oktaeder
mit beliebiger Zielecke Z. Beziiglich Z
gibt es 4 direkt benachbarte Korper-
ecken, eine Ecke liegt Z gegeniiber. Der
Kaéfer starte zunéchst in einer zu Z be-
nachbarten Ecke S. Jeder Weg von $
nach Z iiber n Kanten hat die Wahr-
scheinlichkeit (1), n > 0.

Abb. 2: Oktaeder

1Es handelt sich dabei offenbar um eine absolut konvergente Reihe, was die folgenden

Umformungen erlaubt.
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Fiir P(n) muf man noch die Anzahl moglicher Wege bestimmen. Durch Pro-
bieren findet man A(1) =1, A(2) = 2, und fiir n = 3 ist mit den moglichen
Wegen SASZ, SADZ, SCSZ, SCDZ, SBSZ, SBAZ, SBCZ, SBDZ
A(3) =8. )

Fiir n = 4 starte der Kifer wiederum in S. Von dort kann er nach A, C oder
B laufen. Von A und C aus hat er jeweils A(3) Moglichkeiten, um nach Z zu
gelangen, denn diese beiden Punkte sind beziiglich Z zu S gleichwertig. Von
B aus lauft der Kifer iiber eine weitere Kante zu einem zu Z benachbarten
Punkt und hat von dort jeweils A(2) Méglichkeiten, um weiter nach Z zu
gehen. Die Verallgemeinerung dieser Argumentation fiihrt zu der Gleichung

Aln)=2-An-1)+4-An—-2), n>3 (4)

(4) erinnert an Fibonaccizahlen, die sich iiber die Vorschrift F; =1, F5 = 1,
F, = F,_1 + F,,_2, n > 3 definieren lassen und fiir die man in Tabellen-
werken die explizite Formel

1+v8) [1-v5\"
(59) -(57) ez @
findet.

Offenbar gilt A(1) = F;, A(2) =2-F, A(3) = 4- F3, und mit (4) bestitigt
man leicht

Fn=_"

n— — 1 n n
A(n) =2 I-Fn_m-[(1+\/5) —(1-\/5)],@1 (6)

= A

Fiir die durchschnittliche Laufzeit M = Y. 4 . 5 ergibt sich durch Ein-
n=1

setzen von (6) und Umordnen:?

M=,§z-n«§[(1+4ﬁ)n“glh4ﬁ)n] ,,

n=1
1 1+v5 1—v5
—_ . 4 4

Sl CED )

4

2Man priift leicht nach, da die Reihe wegen der Konvergenzeigenschaften der Fibo-

. . Fy .
naccizahlen nll’rr;o oy = (-1 + v/5)/2 absolut konvergent ist.
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_ 16 | 1+v5  1-V5 _s
§-v5 [(3-v5)® (3+v5)

Der Kifer benttigt also im Mittel 5 Minuten, um von einer zu Z benach-
barten Ecke S nach Z zu gelangen.

Wahlt man als Startpunkt die Z gegeniiberliegende Ecke, so erreicht der
Kéfer iiber eine Kante eine zu Z benachbarte Ecke. Er benétigt also im

Mittel 6 Minuten, um von einer Korperecke zur gegeniiberliegenden zu ge-
langen.

(7)

Wiirfel

Fiir diese und die folgenden Betrachtungen verwende ich nur noch meinen 2.
Losungsansatz. Ich wihle eine Ecke des Wiirfels als Ziel und untersuche, wie
lange ein Kéfer durchschnittlich braucht, um von einer anderen Ecke dorthin
zu gelangen. Unter diesen Ecken gibt es 3 direkt zu Z benachbarte Ecken,
3 Ecken, die nicht zu Z benachbart sind, aber mit Z auf einer Wiirfelseite
liegen und eine Z gegeniiberliegende Ecke. Fiir die jeweiligen durchschnitt-
lichen Laufzeiten a, b, c gilt aufgrund der geometrischen Eigenschaften des
Wiirfels:

1 2
_ 2 1 (8)
b= 3 (a+1)+3 (c+1)
c=b+1

(8) hat die eindeutigen Losungen a = 7, =9, ¢ = 10. Der Kifer benétigt
also beispielsweise von einer Kérperecke zur gegeniiberliegenden im Durch-
schnitt 10 Minuten.

Dodekaeder und Ikosaeder

Sei eine beliebige Ecke Z des Dodeka-
eders Ziel der Kéferwanderung. Dann
gibt es 3 direkt benachbarte Ecken, 6
Ecken, die von Z 2 Kanten ,entfernt”
sind, 6 weitere, die 3 Kanten, 3, die von
Z 4 Kanten ,entfernt“ sind und eine ge-
geniiberliegende Ecke. Bezeichnet man
die jeweiligen durchschnittlichen Lauf-
zeiten mit a, b, ¢, d und e, so gilt das
folgende Gleichungssystem: Abb. 3: Dodekaeder
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1 2
a= §+§'(b+l)
b= 2 (a4 D) 42 (b+1)+ 2 (c+1)
3 3 3
_ L L 1 9)
c= 3 (b+1)+3 (c+1)+3 (d+1)
2 1
d= g-(c+l)+§-(e+1)
e=d+1

(9) hat die eindeutigen Losungen a = 19, b=27, ¢ =32, d = 34, e = 35.
Damit braucht der Kéfer beispielsweise
von einer Korperecke zur gegeniiberlie-
genden im Durchschnitt 35 Minuten. B E

Bei einem Ikosaeder mit beliebig

gewihlter Ecke Z gibt es 5 direkt be- ¢

nachbarte Ecken, 5 Ecken, die von Z

2 Kanten ,entfernt“ sind und eine ge- J
geniiberliegende Ecke. G — I

Daraus ergibt sich fiir die entsprechen-
den mittleren Laufzeiten a, b, ¢ des
Kifers das Gleichungssystem
Abb. 4: Tkosaeder

a=%+§-(a+1)+-§--(b+1)
b=g-(a+l)+§-(b+1)-%-(c+1) (10)
c=(b+1)

mit den eindeutigen Losungen a = 11, b = 14, ¢ = 15. Der Kifer benétigt
also beispielsweise von einer Kérperecke zur gegeniiberliegenden im Durch-
schnitt 15 Minuten.

Variationen und Ausweitungen der Problemstellung sind unter verschiede-
nen Gesichtspunkten méglich. Ich habe unter anderem derartige Betrach-
tungen auch fiir andere ausschlieflich durch regelmaBige n-Ecke begrenzte
Polyeder durchgefiihrt. Man erhilt dann beispielsweise nicht immer ganz-
zahlige durchschnittliche Laufzeiten des Kifers.
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Anmerkung der Redaktion:

Ein Ziel der v/ Wurzel - Redaktion ist es, mathematisch interessierten Schiile-
rinnen und Schillern Gelegenheit zu geben, ihre Arbeiten in dieser Zeitschrift
einem groferen Publikum vorzustellen. Dabei geht es uns in erster Linie
auch darum, die originalen kreativen Fragestellungen, die individuellen Ar-
beitsprozesse und Ergebnisse aufzuzeigen. Wir werden uns bemiihen, unver-
meidliche Kiirzungen in der Darstellung jeweils so vorzunehmen, daff der
»Charakter” der Arbeit méglichst erhalten bleibt. In diesem Zusammenhang
verzichten wir auch weitgehend auf Ausweitungen und Vertiefungen sowie
eine nachirdgliche Einfiihrung mathematischer Begriffe und Verfahren, die
eine andere und eventuell - wenn man erst einmal iiber den entsprechen-
den Apparat verfigt - kiirzere Bearbeitung erméglichen wiirden. Vielleicht
werden diese Artikel so auch von dem einen oder anderen Leser als eine
willcommene Gelegenheit zum , Weiterdenken“ angenommen.

Der vorliegende Beitrag stellt die Zusammenfasung einer Arbeit dar, mit der
sich Christine Licht, Schiilerin des Erfurter Albert-Schweitzer-Gymnasiums,
am vorjdhrigen ,Jugend forscht“- Wettbewerb beteiligte.
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aus Heft 7/99 bis 12/99
Die Redaktion bedankt sich bei Anke Heinrich, Stefan Schwarz,

Steffen Klire, besonders aber bei Hans Rudolf Moser, fiir ihre
Mitarbeit beim Zustandekommen dieser Lésungsbesprechung.
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