Kelleraufteilung

aus Gottinger Mathematikzirkel
Aufgabenblatt 4

Ein Kohlenkeller hat die Form eines Quadrates mit der Seitenldnge 1. Drei Familien
wollen diesen durch den Einbau von Trennwénden in drei Fléchengleiche Teile zerlegen.
Eine Moglichkeit hierzu zeigt Abbildung 1. Die Gesamtldnge der eingebauten Winde ist
hierbei 2. Trennwénde sind nun aber ziemlich teuer und deshalb sollte man versuchen, die
Gesamtlinge der Trennwénde so kurz wie moglich zu wéhlen.

Man finde eine solche moglichst kurze Variante!
Hinweis: Die Trennwénde miissen hierbei keineswegs immer gerade verlaufen!
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Abbildung 1: Aufteilung des Kohlenkellers in drei gleich grofie Teile
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Voriiberlegungen

P Q

Abbildung 2: Ergebnisse aus der Variationsrechnung

Folgende Grundsétze sollten bei der Losungsfindung berticksichtigt werden:

1. von allen Kurven die zwei Punkte A, B in der Ebene verbinden, ist die Gerade die
kiirzeste Linie (Beweis iiber Variationsrechnung méglich)

2. der Kreis bzw. Kreisbogen schliefit die grofitmogliche Flache ein bei kleinsten Umfang
(isoperimetrisches Problem der Variationsrechnung)

3. die Kreishdgen sollten auf die weiteren Begrenzungswinde nach Mdéglichkiet senkrecht
auftreffenen (Variationsrechnung)

4. symmetrische Flachenaufteilungen sind zu bevorzugen, d.h. es gibt wenigstens eine
Spiegelachse.

Im ersten Schritt werden wir einige elementargeometrische Fille untersuchen. Die Losung
mit der kleinsten Lénge wird dann weiter optimiert. Im zweiten Teil der Losungsfindung
werden wir zusétzlich Kreisbdgen mit einbeziehen, geméfl den obigen Erkenntnissen aus
der Variationsrechnung. Auch hier werden wir die Kreisbogen in ihrem Radius variieren,
um die optimale Lésung zu finden
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Untersuchung elementargeometrischer Fille
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Abbildung 3: zwei Moglichkeiten mit schriag gestellten Wénden

Berechnung fiir Skizze 1: zundchst miissen wir h so bestimmen, das der Flédcheninhalt
vom gleichschenkliegen Dreieck ABC' genau 1/3 betragt.

1 1 1
ABC = 5 h-(h+h) 3 h \/; (1)

Die Léange der Stellwénde ergibt dann:

1
51:h+h+\f—h:h+\/§:\/g+\/§z1.99156 (2)
In Skizze 2 betragt die Hohe h:
h-1 1 2
Frop = —— = = A
PORT T T3 T 3 ()

Die Seite QR berechnet sich aus dem Pythagoras:

@:,/hu(g)z:\/gfizg (W

Die Léange der Stellwénde ergibt:

s59=2-QR+(1—h)=2" =2 (5)
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sqrt(2) = (1-b)
b=2/3

b * sqrt(2) 1

Skizze 3 Skizze 4
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Abbildung 4: zwei weitere Moglichkeiten zur Aufteilung des Kellers

In Skizze 3 bestimmen wir die Seitenlénge b des einbeschriebenen Qudrates, so dass die
Fldche genau 1/3 betrigt:

1 1
3 — b:% (6)

Die Léange der Stellwénde betrigt dann:

F=0p=

2 1
33:b+b+\/§-(1—b):ﬁ+\/§~(1—ﬁ)%1.75242 (7)

In Skizze 4 betragt die Lange der Stellwéinde nur noch:
2
s4= 14 5 ~ 16666 (8)

Der Wert s, ist von allen Werten bisher das Optimum.
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Kelleraufteilung

Optimierungsphase fiir gerade Stellwéinde
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Abbildung 5: Ausgangspunkt fiir die weitere Optimierung ist Skizze 4

Der Wert s, ist kleiner als alle vorangehenden Werte s;...s3. Wir verwenden des-
halb Skizze 4 als Ausgangspunkt fiir weitere Optimierungen. In Abbildung 5 arbeiten wir
mit zwei schrigen Wanden, wobei wir die Hohe h im Dreieck ABC' als freien Parameter
einfithren. Das Rechteck unterhalb des Dreicks mufl zusammen mit der Dreiecksflache 1/3

der Quadratfliche ergeben:

4q? 2 h
h-a+2-a-x:—a L og=22 =z
3 3 2

Die Lénge einer Schrigwand berechnet sich aus dem Pythagoras:
b=+Va?+ h?
Die Gesamtlidnge der Stellwidnde betrégt:

4
s =2 b+ 20— (hta)= 20— L 42V TR

Von dieser Funktion ermitteln wir das Minimum:
2h 1 a

/ _ _ - _
S(h)—7a2+h2 2—0 — hg—

Mit @ = 1/2 erhalten wir als minimale Lésung fiir unsere Problem:

V15 1
+ —— ~ 1.63491, Romin = —== ~ 0.129099
4 2415

[GVIN )

Smin =
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Optimierung mittels Kreisbogen

Aus den Voriiberlegungen wissen wir, dass Kreishégen eine Fliche optimal eingrenzen.
Natiirlich ist gleichzeitig jeder Kreisbogen {iber der Sehne ldnger als die Sehne selbst.
Aus diesem Gegensatz versuchen wir nun in den folgenden Kapiteln das Optimum zu
bestimmen.

Viertelkreisbogen und Diagonale

sqrt(2)-r

Abbildung 6: Kreisbogen und Diagonale

In Abbildung 6 muf der Viertelkreisradius r so bestimmt werden, dass seine Fléche 1/3
betrigt

1 2
F:gﬁ:— —  p=——— ~0.65147 (14)

3 V3rn

Die Léange des Viertelbogens berechnet sich dann zu:

mw™-r ™

RN s 1

Fiir die Lénge der Stellwénde ergibt sich:
m™—2

=+ V2 7 1.78607 (16)

ss=b+V2—r=
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Variable Kreisbogen und Diagonale

sqrt(2)-(t+a)

Abbildung 7: variable Kreishégen und Diagonale

Anstelle eines festen Viertelkreisbogens benutzen wir jetzt einen beliebigen Kreisbogen-
radius. Der Mittelpunkt A vom Kreisbogen befindet sich auf der verlangerten Diagonale.
Als variablen Parameter verwenden wir den Offnungswinkel o = <BAC'. Der Radius r und
die Lénge des Kreisbogen b berechnen sich zu

a 20«

r=—-—-", b=2-r-a=—
sin «v sin «v

(17)

Die Fliche zwischen Kreisbogen b und Sehne BD betrigt:

in 2
Ay =12 (a o a) (18)

2

Die Summe aus der Dreiecksfliche und dem Kreisbogensegment muf 1 /3 betragen. Daraus
konnen wir die Liange der halben Sehne a = BC' bestimmen:

1 1
Ap+ad*=- — a= (19)
3 V3 \/1 + Csc(a)? (a — 3Sin(2a))
Die Hohe t des Kreisbogensegments berechnet sich aus:
t=r-(1—cosa) (20)
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Die Léange der Stellwénde ergibt sich dann zu
s=b+V2—(t+a) (21)

_ —/6 +/6Cot[a] + V6(—1 + 2a)Cscla] + 64/1 — Cot[a] + aCsc[a]?

sla 22
(@) 3y/2 — 2Cot[a] + 2aCsclal? (22)

Das Minimum bestimmen wir numerisch und erhalten
Smin A= 1.77425, o ~ 59.8125°, r ~ 0.495722 (23)

1.95;

1.9;¢

1.85;

0.25 0.5 05 1 1.25~ 1.5

Abbildung 8: Funktionsverlauf s(«) im Intervall 7/6 < a < 7/2




Gottinger Mathematikzirkel Kelleraufteilung

Kreisbogen und Mittellinie

1-r+x

o a

A

Abbildung 9: Kreibogen und Mittellinie als Begrenzung

Wir versuchen in Abbildung 9 einen optimalen Kreisbogen b iiber BD zu finden, der
die Lange der Stellwdnde auf ein Minimum fiithrt. Als Variable benutzen wir den Winkel
a = <BAC. Der Radius r und die Lénge des Kreisbogen b berechnen sich zu (beachte:
Léange der Quadratseite = 2 - a):

a 20«

r=-—-, b=2-r-a=— (24)
sin « sin «
Der Abstand AC' = x + y betrégt:
AC =r-cosa=a-cota=x+y (25)

Die Fliche zwischen Kreisbogen b und Sehne BD betrigt:

Ay =12 (a— Sln2a) (26)

Wir miissen y so bestimmen, dass die Summe der Rechteckflache plus dem Kreisbogenseg-
ment A, gleich 1/3 der Quadratfliche ist:

4a? 2a A
A +2.9y-a=— = 2 2
2ya=tl Loy 2e 27
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Die Strecke z ist dann die Differenz:

2a Ab

—rocosa—y=r-cosa— = — L 28
T=7r-cosa—Y="r-CcoSu (3 2a> (28)

Mit @ = 1/2 erhalten wir die Lange der Stellwénde zu:

s=b+1—(r—ux) (29)

s(a) = 11—2 (8 + 3 Cot[a] + 6 (—1 4+ 2a) Csc[a] + 3 a Cscla]?) (30)

Das Minimum der Funktion s(«) ermitteln wir numerisch.

S
1.67¢
. 668
. 666}
. 664

[ = N =

. 662}
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Abbildung 10: Das Minimum wird bei a = 14.077° erreicht und betrigt sy, = 1.65635

Snmin = 1.65635, anpin = 14.077° (31)

Damit ist die Losung mit den schrig gestellten Wanden (Abbildung 5) vorlaufig die beste
Losung.
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Zwei Kreisbogen und Mittellinie
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Abbildung 11: zwei Kreibogen und Mittellinie

Wir wollen jetzt die beiden Schrigwinde aus Abbildung 5 durch Kreisbogen ersetzen,
wobei sich der Kreismittelpunkt A auf der verlingerten Seitenwand des Quadrates befin-
det (Abbildung 11). Als Variable benutzen wir den Winkel o = <BAC. Die Lénge der
Kellerwand betrage allgemein 2 a. Der Radius r und die Lénge des Kreisbogen b berechnen
sich dann zu:

a 20«

— b=2-r-a=—
sin «v sin «v

(32)

r =

Wir betrachten jetzt die Summe der beiden unteren Kellerhélften. Die Fliche zwischen
Kreisbogen b und Sehne BD betrigt:

Ay =12 (a -2 “)) (33)

Wir miissen y so bestimmen, dass die Summe der beiden Rechteckflichen a -y plus dem
Kreisbogensegment A, gleich 2/3 der Quadratfliche ist:
8 a2 da Ab

Ay+2-y-a=— ==_ 34
pH2ya=— = y= oo (34)

Die Léange der Stellwénde betragt:

20 4da A
_ _ 35
sina+ 3 2a (35)

s=b+y
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Mit @ = 1/2 erhalten wir:

Cot(a)
4

s(a) = g + + a Csc(a) — ia Csc(a)? (36)

Uber die Nullstellen der ersten Ableitung bestimmen wir das Minimum:

(=1 + aCot(a)) - (=2 + Csc(a)) - Csc(@) =0 — ag = % (37)

s'(a) = %

Mit dem Minimum bei a = 30° erhalten wir als minimale Lange der Stellwénde:

2 V3
s(a=307) = 2 + % + % ~ 1.62328, (38)

Der zugehorige Bogenradius betragt dann:

=1 (39)

1.635¢
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1.625¢

Abbildung 12: Das Minimum wird bei o = 30° erreicht und betragt sy, = 1.62328
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